MP* KERICHEN 2022-2023

DM n%5
EXERCICE 1 (facultatif)

Soit U le cercle unité de C. On considére C I'ensemble des applications de U dans C* de
classe C! (c’est-a-dire que ¢ — f(e) est C1).
1. Soit f € C. Montrer qu’il existe une application § de R dans C de classe C!, telle que
pour tout réel t, f(e™) = e?®. Un telle application s’appelle relévement de f.

2. Montrer que deux relévements de f différent d’'une constante & préciser.
3. Soit 6 un relévement de f et ¢t un réel. Montrer que la quantité
O(t +2m) — 0(t)
121
est un entier indépendant du choix de € et de t. On le note Ind(f) (indice de f).

4. Déterminer Ind(f) dans les cas suivants :

(a) f est la fonction associée au monome X™.
(b) f = fi X fa, o0 f1 et fo sont des éléments de C.
(c) f est a valeur dans C — R_.
5. Soient fi et fy des éléments de C tels que |fi(t) — fa(t)| < |fi(t)], pour tout réel t.
Montrer que Ind(f;) = Ind(f2)
6. Montrer que I'application de C dans R, Ind est continue.

7. Soit f un élément de C d’indice n. Déterminer le plus grand connexe par arcs contenant

1.
EXERCICE 2

On se propose d’étudier le reste de la série g (—1)"up, ot (uy,)nen est une de réels qui jouit
n>0
des propriétés suivantes :
i. Pour tout entier naturel n, u,, > 0;
i,
Un  p—+oo
iii. La suite (u,)nen converge en décroissant vers 0;
iv. Pour tout entier naturel n, w, 1o — Upyr1 > Upi1 — Up.
1. Montrer que la série converge.
“+o0o

Dans la suite on note R, = >_ (—1)*u,.
k=n

2. Montrer que pour tout entier naturel n,
|Rp| + | Rng1| = g

3. Montrer que pour tout entier naturel n,

—+00

Bl = Rt = S (=1 (ttnsp — 1),

p=0

En déduire que la suite (|R,|)nen est monotone, on précisera si elle croit ou décroit.



4. Montrer que pour tout entier naturel n > 1,

Unp, Up—1
2 <|R,| <
2 < Bl < 2

En déduire un équivalent de R,,, lorsque n tend vers +o0.

PROBLEME
Partie A

1. Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on pose

k=1

Etudier la nature de la série Z(unﬂ — uy,) en déduire que la suite (u,),en+ converge.
On note ~ sa limite.

2. Pour tout élément x de R} on considére 'application
. Int
h, : RL - R; by —.
(a) Soit x un réel strictement positif. Dresser le tableau de variation de h,.

(b) montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 3,

"Hnt Inn
—dt < —.
n t n

(¢) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 4,

Inn " Int

— < / —dt.

n ne1 Ut
Inn
(d) Prouver que la série Z(—l)”— est convergente. Converge-t-elle absolument ?
n>2 n
On note

Ry Inn
S = —1)"—.
Sk
n=2
Les deux parties suivantes sont indépendantes

Partie B

On se propose dans cette partie de calculer S. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3 on
pose :

k=1
" Ink
t, = —_—
Loyt
k=1
o —t (Inn)?




1. Démontrer que :

(a) La suite (ay,),>3 est décroissante.

(b) La suite (ay),>3 est convergente.
2. Soit n un entier supérieur ou égal & 3. montrer que :
"1

En déduire une expression de Sy, ou figure a,, as, et u,.

3. Calculer liril So, en fonction de v et In 2. Déterminer S.
n—-+0oo

Partie C

On Considére 'application

+00 1
F ol +oo[= Ry o0 ) —.
n=1 n
Pour tout élément n de N*, on considére ’application
-1 n—1
©n :]0,400[— R; x +— Q
n$

1. Pour tout élément n de N* on considére les application v, et w, de [1,+oo[ dans R,

définie par
1 1 1 "
n = T T N\, Wn = - - _dta
un(@) n®  (n+1)® wn(2) n® /n t®

pour tout élément x de [1, +00]
(a) Montrer que v, est dérivable et donner sa dérivée.
(b) Montrer que pour tout entier n > 1 et tout réel z > 1, 0 < w,(x) < v,(x).

(¢) On considére la fonction W de la variable réelle z définie par

W(z) =) wn(z).

Démontrer que W est définie sur [1,4+00]. Les 3/2 admettrons la continuité de W sur

[1,400[, les 5/2 la montrerons.
1

1—x

(d) Montrer que pour tout réel z > 1, W(x) = F(x) +

admet une limite lorsque  tend vers 1 par valeurs stric-

1
11—z

1
Montrer que F(z) +
1—=

tement supérieures, et exprimer lim (F (x) + ) au moyen de 7.

z—1+

2. Montrer que pour tout réel x stricrtement positif, la série Z ©n(x) converge. On notera
n>1

¢(x) sa somme. On dispose donc d’une application

“+o00

¢ : RL =+ R; x»—>ngn(x).

n=1



Les 3/2 admettrons que ¢ est de classe C' et que pour tout réel z > 0,
+o0o
p'(@) = wa'(2).
n=1

Ils vériferons cependant la convergence pour tout réel x > 1 de la série Z ©on' ().
n>1
Les 5/2 montrerons ce résultat.

Etablir que, pour tout réel z > 1, p(z) = (1 — 217%)F(x).

Déterminer un développement limité & 'ordre 2 de 1 — 2'~%, puis un développement
limité a l'ordre 1 de ¢(x), lorsque = tend vers 1.

En déduire la valeur de S.
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PROBLEME
Partie A

1
OgunJrl—un: ....... :O(m>,n—>+(}0

donc > (ups1 — uy,) converge absolument, donc converge.
n>1

n—1

puis utiliser que pour tout entier n > 2, u, = uy + Y (up+1 — ug),
k=1

Facile

Soit un entier n supérieur ou égal a 3. Utiliser la question (a).

Soit un entier n supérieur ou égal a 4. Utiliser la question (a).

AN

Utiliser le théoréme spécial sur les séries alternées.

De0<l= o (bn)

n—-+00 n

conclura que la série Y (—1)"22 ne converge pas absolument.
n>2

Partie B

1. (a) D’aprés A. 2.(c) on conclut que : la suite (a,),>3 est décroissante.

(b) Grace a A. 2.(b), pour tout entier n > 3, (avec la convention usuelle sur une somme
vide,)

. ik > n- /k+1 ln_t » _/ lnt B (In(n))? - (In(3))?

2 2

et donc a,, > —w
elle converge.

. La suite (a,,)n>3 est donc minorée, étant décroissante,

2. Soit m un entier supérieur ou égal a 3. Ohn montre facilement que :

[t 1 In(2)

p=1

Finalement :

1
Sgn:tn—th—i- (ZE> In2

k=1

Puis :
(In2)?
2

Szn:an—agn— —i—unln2



3. Immeédiat

Partie C

1. (a)
(b) Soient n € N* et x € [1,+oo[. Utiliser la décroissance de I'application R’ —
R;t— &
Y tx

(c) I faut simplement montrer la convergence de la série wy(x), pour tout x > 1!
n>1

utiliser le théoréme de comparaison de séries a termes positifs,
On admet la continuité de F'!.

(d) Soit un réel z > 1. Pour tout n € N*, la loi de Chasles donne

Passer ensuite a la limite sur n

1
Utiliser la continuité en 1 de W donne | lim (F(:z:) + ) =W(1)

Montrer que W (1) = .
1
Conclusion : lim (F(:z:) + ) =5

z—1t 11—z
2. (a) Soit un réel x > 0, la série ) ; est une série alternée, de plus : (n%)neN tend
n>1

vers 0 en décroissant, donc d’apreés le théoréme spécial sur les séries alternée,

> (7173—:_1 = > ¢n(x) converge.

n>1 n>1
Utiliser encore le théoréme spécial sur les séries alterné.

3. (a) Soit z €]1, +oc]. Utiliser que pour tout entier n > 1,

1
S hwm
et

S <—1>’f :
Z Z Z 2p—1

k=1 =

En laissant tendre n vers 400, il vient :
1
o) = (1= 5 ) F(2)

1—21"’”:—1112(1—:1:)—172(1— 2> +o((1—-2)}), x —1

(b)

Or d’aprés C.1. (d), F(x) =v— = +0o(1), z — 17T, etc.

1—x

1. Les 5/2 eussent pu la montrer en prouvant la convergence normale donc uniforme de la série E Wi, -
n>1



(c¢) La continuité de ¢ en 1 assure p(z) — (1) = —=S.

r—14
Donc d’apres (b), | S = In2].

EXERCICE 2

1. C’est tout simplement le théoréme spécial sur les séries alternées.

2. Le théoréme spécial sur les séries alternées Donne le signe des restes
Ry, > 0 et Rypiq < 0.
Donc, pour tout entier p > 0,
|Rap| + |Rapi1]| = Raop — Rapi1 = (—1)Pugy = usp.

| Ropi1| + [Ropral = —Ropr + Rapro = —(=1)" " ugpir = ugpsr.
3. Pour tout entier naturel n,

—+00

‘Rn| - |Rn+1| = Z(_l)p(un+p — un+1+p)-

p=0

Raisonner comme dans la question précédente.

Lasérie > (—1)"(u, —u,41) est alternée, la valeur absolue de son terme général est d’aprés
ill., U, — Upy1, quantité qui d’aprés iv., décroit et d’aprés iii., tend vers 0. Donc d’aprés
le théoréme spécial sur les séries alternées, le signe de son reste est connu.

On en déduit que la suite (|R,|)nen est décroissante.

4. D’apreés les deux précédentes questions




