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EXERCICE 1
On considère l'espace vectoriel norméMn(R) On note GLn(R) l'ensemble des matrices inversibles deMn(R)

.

On pourra utiliser librement dans cet exercice que l'application déterminant est continue surMn(R) .

1) Voir exercices de colles.

2) Voir exercices de colles.

3) Voir exercices de colles.

4) Application :

Soient A et B deux matrices deMn(R).

(a) Voir exercices de colles.

(b) Soit λ ∈ R. Les applications Mn(R) → R ; M 7→ χMB(λ) et Mn(R) → R ; M 7→ χBM (λ) sont
continues car elles sont polynomiales en les coe�cients de la variable qui sont ses coordonnées dans
la base canonique. Ces deux applications par (a) coïncident sur l'ensemble dense GLn(R) donc sont
égales. Donc λ étant quelconque :

χAB = χBA

Remarque. Il est plus élégant de passer par la polynomialité de t 7→ χ(A−tIn)B et t 7→ χB(A−tIn) et

le fait que ces applications coïncident sur un ensemble in�ni cf. exercices de colles, mais ce n'est pas

demandé.

5) Voir exercices de colles.

EXERCICE 2

1) On a immédiatement

g′ : R→ R ; x 7→ ex

1 + ex
.

Par ailleurs

u0 =

∫ 1

0

dx

1 + e−x
=

∫ 1

0

ex

1 + ex
dx =

∫ 1

0

g′(x)dx = g(1)− g(0) = ln

(
1 + e

2

)
.

2) Comme u0 + u1 =

∫ 1

0

1 dx = 1 on a :

u1 = 1− ln

(
1 + e

2

)
= ln

(
2e

1 + e

)
.



3) • Pour tout n ∈ N, et tout t ∈ [0, 1],

un+1(t)− un(t) =
e−(n+1)x − e−nx

1 + e−x
=
e−(n+1)x − e−nx

1 + e−x
≤ 0,

par croissance de l'exponentielle. La positivité de l'intégrale assure alors que : (un)n∈N décroît.

• La positivité de l'application x 7→ e−(n+1)x − e−nx

1 + e−x
sur [0, 1], pour tout n ∈ N assure la positivité de

la suite (un)n∈N qui est donc minorée par 0.

De ces deux points vient que (un)n∈N
converge.

4) Pour tout entier n ≥ 2,

un + un−1 =

∫
−01e−nx = − 1

n
(e−n − 1).

En laissant n tendre vers +∞, il vient

`+ ` = 0× (0− 1) = 0.

Soit ` = 0 .

PROBLÈME

Partie I : Le théorème du point �xe de Picard

Vue en TD. intégralement.
Partie II : Exemples et contre exemples

1) De la nécessité d'avoir une contraction stricte

On considère l'application g dé�nie par :

g : R→ R ; t 7→ t+
π

2
− arctan t.

(a) Pour tout réel t, |g′(t)| = |1− 1

1 + t2
| = t2

1 + t2
< 1.

Soient (x, y) un couple de réels distincts comme g est dérivable sur R l'égalité des accroissements �nis
fournit un réel c compris entre x et y tel que

g(x)− g(y)
x− y

= g′(c).

Donc |g(x)− g(y)| = |g′(c)|| − y| < |x− y|,
(b) Exercice, (on pouvait signaler que le graphe de f admet la droite y = x comme asymptote au voisinage

de +∞ et est au dessus de son asymptote, au voisinage de +∞ et même sur R entier.)

(c) Pour tout x ∈ R on a g(x) > x puisque arctan(R) =
]π
2
,
π

2

[
. Donc g n'a pas de point �xe ; donc, par

contraposition du théorème du point �xe de Picard g n'est pas une contraction stricte de (R, | · |).

2) Soit g une application de R dans R de classe C1. On suppose que pour tout réel x, |g′(x)| < 1

2
. Soit f

une application continue de R dans R, telle que pour tout réel x,

f(x) = f ◦ g(x).

(a) L'inégalité des accroissements �nis assure que pour tout couple (x, y) de réels :

|g(x)− g(y)| ≤ 1

2
|x− y|.

Donc par la partie I., il existe un réel ` (l'unique point �xe de g) tel que pour tout réel a, la suite
(un)n∈N converge vers `.

(b) Pour tout entier n ≥ 0 désignons par (Pn) la propriété :

Pour tout réel x, f(gn(x)) = f(x).

• La propriété (P0) est désespérement triviale. Notons que (P1) est l'hypothèse même faite sur f et
g.

• Soit q ∈ N. Supposons (Pq) vraie. Pour tout x ∈ R, en appliquant (P1), puis (Pq), il vient

f(gq+1(x)) = f ◦ g(gq(x)) = f(gq(x)) = f(x).

D'où (Pq+1).

Ainsi par récurrence a-t-on prouvé que pour tout n ∈ N, on a f(gn(x)) = f(x) , pour tout réel x.



(c) Soit a un réel par (a), on a que (gn(a))n∈N converge vers `, mais par (c),

∀n ∈ N, f(a) = f(gn(a)),

et donc, en laissant n tendre vers +∞, a-t-on : f(a) = f(`), par continuité de f .

Donc f est constante.

3) Un système non linéaire dans R2

(a)

(b) Cours.

(c) Les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖∞ sont équivalentes car dé�nies sur un espace de dimension �nie.

(d) On a | sin′ | = | cos | ≤ 1 et | arctan′ | =
∣∣∣∣ 1

1 + id2R

∣∣∣∣ ≤ 1. Donc par l'inégalité des accroissements �nis

pour tout couple (a, b) de réels,

| sin b− sin a| ≤ 1× |b− a| et | arctan b− arctan a| ≤ 1× |b− a|.

(e) Soient (a, b) et (x, y) des points de R2. Notons ψ = (ψ1, ψ2). D'une part par (d),

|ψ1(x, y)− ψ1(a, b)| =
1

4
| sin(x+ y)− sin(a+ b))| ≤ 1

4
|(x+ y)− (a+ b)| ≤1

4
|x− a|+ |y − b| =

‖(x, y)− (a, b)‖1
4

.

D'autre part on a de même

|ψ2(x, y)− ψ2(a, b)| =
2

3
| arctan(x− y)− arctan(a− b))| ≤2

3
|x− a|+ |y − b| =

2‖(x, y)− (a, b)‖1
3

.

Donc

‖ψ(x, y)− ψ(a, b)‖1 = |ψ1(x, y)− ψ1(a, b)|+ |ψ2(x, y)− ψ2(a, b)| ≤
(
1

4
+

2

3

)
‖(x, y)− (a, b)‖1 =

3

4
‖(x, y)− (a, b)‖1

Prouver que ψ est donc une contraction stricte de (R2, ‖ · ‖1) de rapport
3

4
.

(f) Par le théorème de Picard, l'application ψ admet un et un seule point �xe. Or un élément de R2 est
solution de (†) si et seulement si il est point �xe de ψ.

Donc le système (†) admet une et une seule solution dans R2.

(g) On a immédiatement

∥∥∥∥ψ(1

2
,−1

2

)
− ψ(0, 0)

∥∥∥∥
∞

=
∥∥∥(0, π

6

)∥∥∥
∞

=
π

6
.

(h) L'application ψ n'est pas une contraction stricte de (R2, ‖ · ‖∞), en e�et∥∥∥∥ψ(1

2
,−1

2

)
− ψ(0, 0)

∥∥∥∥
∞

=
π

3

∥∥∥∥(1

2
,−1

2

)
− (0, 0)

∥∥∥∥
∞

et
π

3
> 1.

Le choix de la norme, bien que celles si soient toutes équivalentes est important pour prouver l'exis-
tence d'un point �xe par le théorème de Picard.


