MP* KERICHEN 2022-2023

CORRECTION DU SUJET 1

A. Préliminaires sur les convexes

1)
2)

Cours.

Vu en exercice de colle.

B. Préliminaires sur les matrices symétriques

3)

1)
5)

6)

Soit U un élément de M3(R). On note C; et Cy sa premiére et sa seconde colonne. Montrer que (Cq,Co)
est une base orthonormée de R? si et seulement si U est élément de O2(R). On a immédiatement :

wrar= (cf) o = ({21 1),

Donc (Cy,Cy) est orthonormée si et seulement si M " M = I,,, soit si et seulement si M est orthogonale.
Voir TD.

Soit S € S, (R). Notons Aq, ...\, les n valeurs propres, distinctes ou non, de S, qui sont, 1"'noncé le dit
réelles.

e HYPOTHESE : S est définie positive. Soient A uns valeur propre de S, et W un vecteur propre associé.
Alors en particulier, puisque W # 0,

0<WTISW = AWTW = \|W|>2

Donc [sp(S) C R |.

e HYPOTHESE : Supposons les valeurs propres de S strictement positives.
On a admis disposer de P € O, (R) tel que S = Pdiag(A1,...,\,)P .
Soit X un élément de R"™ non nul.

XTSX = X " Pdiag(A1, ..., \n)PTX = (PTX) Tdiag(\1, ..., \n) (P T X).
Notons pour i = 1,...,n, z} la i® coordonnée de (P' X). Alors
XTSX =3 N’
=1

Comme X est non nul et que P est inversible les 2 ne sauraient étre tous nuls et donc X ' SX > 0.
Donc S est définie positive.

Donc une matrice symétrique est définie positive si et seulement si son spectre est contenu dans R*™.

e Soit S € S T(R). D’aprés ce qui précéde elle s’écrit :
S = P'diag(\y, ..., \n) P,

oil P € O,(r) et Ap,...,\, sont des réels strictements positifs. Posons R = P diag(y/A1, ..., v/ An)P.

D’une part 'orthogonalité de P veut que RTR = S. D’autre part R est élément de GL,, (R), puisque son
déterminant qui est Ay As...\, est non nul.

e Réciproquement Soit R € GL,(R). Posons S = R'R
D’abord S" = (R'R)" = R'R™" =R'R=S. Donc § est symeétrique. Ensuite pour tout X élément
non nul de R,
XTSX =XTRTRX = (RX)"RX = |[RX|* > 0,
en effet 'inversibilité de R interdit que RX soit nul.
Finalement S € S 1(R).



7) Soient A et B des éléments S; T (R) et ¢ un élément de [0, 1].
En premier lieu par linéarité de la transposition, tA+ (1 —t) B est symétrique. Ensuite pour tout X € R",

XTtA+(1-t)B)X =tX"AX + (1 - )X "BX >tmin(X "AX, X "BX) + (1 —t)min(X "AX,X"BX) =
min(X "TAX, X" BX) >0

Donc S;7(R) est convexe.

C. Autres préliminaires

8) Vu en exercice de colle

9) Boudons lindication chronophage et qui ne saurait étre utile en dimension infinie.
Soit a un vecteur unitaire de E.

Soit = un vecteur non nul de E. Posons n = —-. Un calcul simple (ou le cours de CM2 sur le losange

T
]

affirme que (n +a)L(n — a), donc

0= (g(n+a),9(n—a)) = (g(n) + g(a), g(n) — g(a)) = |g(n)|* ~ g(a)||*.
Donc par linéarité de g,
lg(@) = lg(a)llll=l,
égalité qui dégénére pour x nul en 0 = 0.

1
Posons k = ||g(a)||. On exclut le cas sans intérét o k = 0 et ou donc g est nulle. On a que EidE og

conserve la norme donc est un endomorphisme f orthogonal. Donc

autrement dit g est produit de ’homothétie de rapport k et de ’endomorphisme orthogonal f.

10) Exercice de colle.

D. Quelques propriétés de la compacité

Soit (5, )nen une suite d’éléments de E pour laquelle il existe un reel € > 0 tel que pour tous entiers naturels
n # p, on ait ||z, — x| > e.

11) Soit (x¢(p))peN une suite extraite. Supposons qu’elle converge vers £. Alors pour tout entier p > 0, puisque
o(p) # o(p + 1),

e <l|lzgp) — T,

ce qui, en laissant p tendre vers +o00, conduit & :
e<|e—¢=o.

Contradiction ! Donc aucune suite extraite de (2, )nen ne converge.

12) Soit € € R.. Supposons qu’aucune réunion finie de de boules ouvertes ne contienne K. Choisissons xg
un point de K. Par hypothése K n’est pas inclus dans B(zg, ). Il est donc loisible de choisir un élément
x1 de K\ B(xg,e). Comme K n’est pas davantage inclus dans B(zg, ) U B(x1,e) on peut choisir xo
éléement de K\ (B(xo,¢) U B(x1,¢)). Plus généralement ont construit par récurrence une suite (2, )neN
d’éléments de K telle que :

Vn e N,z,41 ¢ U B(zy,¢).
k=0

Par construction la suite (z,),en satisfait la propriété de la question précédente, puisque pour tout
couple d’entiers (n,p) tel que 0 < n < p, x, n’est, en particulier, pas élément de B(x,,¢). Donc la suite
(Zn)nen est dépourvue de valeur d’adhérence ce qui contredit la compacité de K.

P
Donc il existe un entier p > 0 et x1,...,x, éléments de E tels que | K C U B(x;,¢) |
i=1




13) e Supposons la propriété a prouver fausse. Alors pour tout n € N, on dispose d’un élément z,, de K
tel que B(zp,27") ne soit incluse dans aucun des Q;, i € I. La compacité de K fournit une extractrice
¢ telle que (z4(p))pen converge vers un élément a de K. Ce dernier est dans un des ouverts €2;, disons
Qj,. On dispose donc par ouverture de Q;, de r € R tel que B(a,r) C €;,. Choisissons P tel que

r r
27F < 7 La convergence de (z4(p))pen vers a fournit un entier po > P tel que [z4(,,) — al < 7 La

boule B(x¢(p0)72_¢(p0)) est incluse dans B(a,r), puisque 27¢(P0) < 27P0 < 9= F < g Donc

B($¢(p0)7 2¢(p0)) c

10

ce qui contredit la définition de 4(,,)-

Donc il existe un réel « > 0 tel que pour tout z € K, il existe i € I tel que B(z, «) soit contenue dans
l'ouvert ;.

e Pour un tel réel o la question précédente nous offre z1, ..., z, éléments de E et méme de K, tels que

P
K C U Bz, o).

k=1
Pour k =1,2,...p , le premier point fournit un élément iy, de I tel que B(xy, ) C §2;,, Alors

P P
K C U B(zy,a) C U Qi .
k=1 k=1

14) Pour tout i € I, notons Q; le compémentaire de F;.
Ainsi pour tout i € I, Q; est-il ouvert et U Q; = E. En particulier,
i€l
K C U Q;
icl
La question précédente nous offre un partie finie J de I telle que :
K C U Q;
i€
Donc en passant au complémentaire, ﬂ F; est incluse dans le complémentaire de K. Mais ﬂ F; est

icJ icJ
aussi incluse dans K (les F; le sont), donc :

(F=0]

i€J

et J est FINI.

E. Théoréme du point fixe de Markov-Kakutani

Soit G un sous-groupe compact de GL(FE) et K un sous-ensemble non vide, compact et convexe de E. Pour
tout = € E, on pose Ng(z) = sup |Ju(x)]|.
ueG
15) Soient z, y, des éléments de E et A de R.
i. L’application u € L(E) — u(x) € E est linéaire et dim (L(E)) < +o0 donc elle est continue.

Ainsi cette application est bornée sur le compact G

donc {||u(x)||,u € G} est une partie non vide et majorée de R

d’ou l'existence dans R de Ng(x) = sup ||u(x)]|.

G

ue

i, Pour tout u € G, on a : [[u(z + )|l = Ju(z) + u)| < Ju(@)]| + lu@)

done [[u(z + )| < Ne(@) + No(y),

La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on a bien Ng(z +y) < Ng(z) + Na(y).
iii. Si A =0, on a l'égalité car Ng(Az) =0 = |\| - Ng(z)

On suppose A # 0.

Soit w € G. On a |Ju(Az)|| = |A| - |lu(z)]] < |A| - Na(x)

Comme c’est vrai pour tout u de G, on obtient : Ng(Ax)

legl| - No(x)



16)

1)

1)

On applique cette inégalité au scalaire 1/ et au vecteur Az : Ng(x)
leq|1/A] - Na(Az)
donc Ng(Az) > |A| - Ng(x)
D’ou l'égalité.
iv. On suppose Ng(z) = 0.
Donc en particulier, puisque G est un sous-groupe du groupe linéaire

]l = lide(z)|| = 0

On a montré que ’ Ng est bien définie et que c’est une norme sur E‘

e Soitue Getz e F.
L’application v —— v o u est une bijection du groupe G dans lui-méme de bijection réciproque
v vou !
donc Ng(u(z)) = sup ||v o u(x)| = sup ||lw(z)| = Ng(x).
veG weG

Ainsi | N (u(x)) = No(w) |
e Soit (z,y) € E? tel que z soit non nul.
HYPOTHESE : On suppose qu’il existe A € R tel que Az = y.
Pour tout u € G, on a |lu(z +y)|| = (L + A) - |u(x)| car 1+ X >0
En faisant comme pour ’homogénéité, on obtient : Ng(z + y) = (1 + A)Ng(z)
donc Ng(z +y) = Ng(x) + Ng(y) car A > 0 et N est une norme
HYPOTHESE : On suppose que Ng(z +y) = Ng(z) + Na(y).
Le théoréme des bornes atteintes avec l’application continue définie sur le compact G : u — ||u(z)]]
nous fournit v € G tel que Ng(z +y) = ||[v(z + y)||
On note ' = v(z) et ¥ = v(y) de sorte que : Ng(x + y) = ||z’ + ¢'|| et avec ce qui préceéde, on a
Ng(x) + Na(y) = No(z') + Na(y') 5 done

2" +¢'|| = Na(z') + Na(v').

Ainsi Ng(2') + Na(y') < ||2'|| + ||| en utilisant I'inégalité triangulaire pour || - || or Ng(z') > ||2|]
et Ng(y') > ||| car idg € G donc

2" + /'l = Na(2') + Na(y') = ll'[l + Iyl

L’égalité dans 'inégalité triangulaire fournit A € R, tel que .

’ Ng(z +y) = Ng(x) + Ng(y) si et seulement si Ax =y ot A € RT ‘

Soit = € K.

Comme K est stable par u, on montre par récurrence sur i que u'(z) € K pour tout i € N.

Ainsi, pour tout n € N, z,, est-il le barycentre du systéme pondéré ((u'(z),1)),.,., , & coefficients
positifs, donc élément du conveze K.

Mais comme K est compact, la suite (z,)nen+ qui est & valeurs dans K, admet une suite extraite
convergente vers un élément a de K.

On a, pour tout entier n > 0, par téléscopage

1 n
lu(zn) = zall = —flu"(x) -2,

(K
et donc | ||u(zn) — x| < oK) car z et u"(z) € K
n

Notons ¢ une extractrice telle que (1:¢(n)) converge vers a. D’aprés la précédente inégalité, pour

nelN*
(K) (K)
tout n € N*, on a : ||[u(Tym)) — Tom || < et de plus —
H ( & )) a )H ¢(n) ¢(n) n——+oo

Par ailleurs, comme I’application y — u(y) — y est continue (linéaire en dimension finie), et que la norme
est continue, ||u(z4(n)) — To(n)| converge vers |lu(a) — al.

Par unicité de la limite ’ I’élément a de K est un point fixe de u‘

Soit € K. Comme u(x) est le barycentre ((u;(x),1)),<,~, de points de K affectés de coefficients

positifsn u(z) € K par convexité de K, ainsi ’ K est-il stable par . ‘

Comme u € L(F), par combinaison linéaire,

on peut appliquer 13, pour en déduire : ’ Pexistence de a € K tel que u(a) = a‘




2)

3)

)

5)

1 s
Comme u(a) = a, on a Ng < E ui(a)> = Ng(u(a)) = Ng(a) et d’aprés le premier point de
r
i=1

1 T
12, on a Ng(u;(a)) = Ng(a), pour tout 1 < ¢ < r; dou — E Ng(ui(a)) = CNg(a). On a bien
T T
i=1

Neg (i Zui(a)> = %ZNG(UZ-(@))
i=1 =1

s T
Ainsi par homogénéité : Ng <Z ui(a)> = Z N¢g(ui(a)), car r > 0.
i=1 i=1
Soit j € {1,...,7}. Avec ce qui précéde et en utilisant l'inégalité triangulaire pour Ng, on a :

Ne Uj(a)JrZui(a) < Ng(uj(a)) + Ng Zui(a) SZNG(W(@))ZNG uj(a)+Zui(a) :

7] i#] i#J

donc on a bien | Ng | uj(a)+ E ui(a) | = Na(uj(a)) + Ng E u;(a)
=1 =1
i#j i#j

Soit j € {1,...,7}.
On suppose dans un premier temps que u,;(a) est un vecteur non nul de E.
En appliquant le deuxiéme point de 12, & la question précédente,

T
on obtient I'existence de A; > 0 tel que Z u;(a) = A\ju;(a), donc ru(z) = Ajuj(a) +uj(a) ce qui permet
i=1
i£]
de conclure dans ce cas car r > 0
Dans un second temps, si u;(a) est le vecteur nul de E, alors a = 0, car u; € GL(E).

)\j—|-1
T

et en prenant A\; =1 on a u(a) =0 et uj(a) = 0 car u et u; linéaires

)\j—|-1u
T

On a l'existence d’un nombre réel A; > 0 tel que u(a) = j(a) | dans tous les cas.

On suppose par ’absurde qu’il existe ¢ € {1,...,7} tel que a ne soit pas un point fixe de ’endomorphisme
Uj .

A+1
+ u;(a) donc u;(a) = pa o u = >0carr>0et A, >0

On adonc p # 1 et a#0.

PREMIER CAS : si pu > 1, alors pour tout £ € N, uf (a) = uka. Comme K est stable par u;, alors la suite

k

(ug (@) est & valeurs dans K (récurrence immeédiate). Comme K est bornée car compact, alors cette

suite est bornée. Or |[u¥(a)|| = p* - ||a| I oo Voila qui est absurde!
—+o0

Ona:a=ua)=

1 1
SECOND CAS : sipu < 1, alors on a u;l(a) = Xa ou X > 1 et K est stable par 'automorphisme u;l. En

1

faisant comme dans le cas précédent avec u; -, on arrive & une absurdité de facon analogue.

Ainsi ’ a est un point fixe de tous les endomorphismes u; ou i € {1,...,r} ‘

On note pour v € G, F,, = {a € K,u(a) = a}.

Comme pour u € G, u — idg est continue (linéaire en dimension finie),

alors F, = (u—idg) " ({0}) est un fermé de K (image réciproque de fermé par une application continue).
Comme K est un fermé de E (car compact de F) et F,, C K, alors F, est un fermé de E.

Remarque : on aurait pu aussi remarquer que F,, = K Na € Eu(a) = a.

On suppose par ’absurde que : m F,=0.
ueG

P
La question 10, nous fournit p € N* et uq,...,u, € G tels que ﬂ F,, =0
i=1
Ceci est contradictoire avec la question précédente ainsi ﬂ F, #0.
ueG



Ce qui nous fournit a € ﬂ F,.
ueG

Ainsi |il existe bien a € K tel que pour tout u € G, u(a) = a‘




