MP* Lycée Kerichen 2020-2021

DM n°6

Ce cours DM est la pour attendre que soit traité le cours de calcul différentiel. Parties a
traiter : Exercice 1 el au choix Exercice 2 ou 2 bis (plus long et plus dur).

Exercice 1

n
Soit (an)nen une suite réelle. On pose pour tout entier naturel n, P, :== [] a.
k=0
Nous dirons que le produit infini associé, noté [[ a, converge si la suite (P,), . converge
vers une limite non nulle.

1. Montrer que si [] a, converge alors la suite (P,), . converge vers 1.

On suppose dans la suite cette condition réalisée.
Pour tout entier naturel n, on pose u, = a, — 1 et 'on suppose que u,, # —1.
2. Montrer qu il existe un entier naturel ng, tel que pour tout entier n > ng, la quantité

In(1 + u,) soit définie. Montrer que le produit [ a, converge si et seulement si la série
> In(1 + uy,) converge.

n>ng

3. On suppose en outre, dans cette question, que la suite (u,),en €st positive & partir d’un
certain rang. Montrer que le produit [] a, et la série ) u,, sont de méme nature.

4. On ne suppose plus la suite (u,),en positive a partir d’un certain rang, mais que la série
>~ u, converge. Montrer que [] a, converge si et seulemement si la série Y u2 converge.

La fin de cet exercice est facultative.
5. Pour tout entier n > 1 on désigne par p,, le n® nombre premier. On se propose démontrer
1
que la série E — diverge!.

n>1 Pn

1 1
(a) Montrer que la série Z — et le produit H (1 — —> sont de méme nature.

n>1 Pn n>1 Pn

1

(b) Soit N un entier supérieur ou égal a 2. Exprimer : ; — au
(1=5) (1) (1-5%)
moyen d’un produit de sommes de séries.
(c) Conclure.
Exercice 2
Nous considérerons la série de Riemann T% nous noterons, S sa somme, et pour tout

n>1
entier n, strictement positif, R,, le reste d’ordre n et S,, la somme partielle d’ordre n.

1. En comparant la série et une intégrale donner ’encadrement suivant :

1

—5 <R, <
2(n+1)

1
2n2

1
1. Cela signifie qu’il y a pas mal de nombres premiers!A titre de comparaison, la série E on converge.
n>1



2. Posons pour tout entier n > 1,

1
Ty =S, + 5
2(n+1)
Pour quelle valeurs de ’entier n a-t-on :
S — 2, <107°

3. Nous nous proposons de trouver une suite qui converge plus vite vers S que (Z,)neN-

4. (a) Montrer que les relations suivantes définissent une unique suite (P, ),en de polynomes
a coefficients rationnels :

B =1 (1)
P (X)= P, 1 (X), pour tout n € N*; (2)
1
/ P, (t)dt = 0, pour tout n € N*. (3)
0

Expliciter les polynomes Py, P, et Ps;. Montrer que P3(1) = 0, en déduire que pour

tout réel x élément de [0, 1],
1
P. < —.
Pyl < o
(b) Soit f une application numérique, définie sur [0, 1], de classe C3. Montrer que :

1

/0 flr)yde=35(f0)+f(1) =5 (f Q)= f(0) —/ Py (2)f (2) de.  (5)

0

(c) Soit m un entier supérieur ou égal & 1. En appliquant la formule précédente a 'ap-
plication f : [0,1] - R; = — ﬁ , pour tout entier k supérieur ou égal a n,
montrer que :

Ro=—— -t Lo (2
"on2 203 Ant asheo \ NP )

Plus précisément, montrer que :

1 1 1 1
S— S+ ———=+—]| <—
’ ( * 22 s 4n4)‘ A

Donner une valeur approchée de S a 1076 prés.

Exercice 2 bis

1. — POLYNOMES DE BERNOULLI —

(a) Montrer qu’il existe une et une seule suite de polynémes (P, ),en qui satisfait aux
conditions suivantes
ii. Pour tout entier n > 1, P =nP,_;;
ii. Pour tout entier n > 1, fol P,—0.
Dans la suite on pose pour tout entier naturel : B, = P,(0).
Terminologie : P, est le n® polynéme de Bernoulli et B,, le n® nombre de Bernoulli.



(b) Montrer pour tout entier naturel n, que : P, € Q[X] et P, = > ( Z )Bn_kX’“.
k=0

EXpliCitGZ Pl, P2 et Pg.
(c) Etablir, pour tout entier naturel n les égalités suivantes.
i P(X)=(-1)"P,(1—-X);
i, B,(X) =271 (P (£) + P, (542)
iii. P(X+1)—P,(X)=nX""1.
2. — ETUDE DES NOMBRES DE BERNOULLI —

(a) Montrer que pour tout entier k > 1, Bog1 = 0.

(b) En utilisant 1. (b), montrer que pour tout entier p > 1, on peut trouver un systéme
linéaire triangulaire & p lignes dont (By, Ba, . .., By,) est la solutions.
Déterminer By, By, ..., Bs.

3. (a) Montrer que pour tout entier naturel k,
— Pyryo admet dans [0, 1] exactement deux racines éléments de ]0, 1[;
— Pyi11 admet dans [0, 1] exactement trois racines qui sont 0, %, 1.
(b) Déduire de la question précédente que pour tout entier k, le maximum de |Py| sur
[0,1] est égal & |Bok| et celui de | Pyg1]| est inférieur a w.

4. — FORMULE D’EULER-MAC LAURIN — Soit f un élément de C?***1([0,1],R), avec
p € N*.
(a) Donner pour f la formule de Taylor avec reste intégrale a I'ordre 2p, et rappeler sa
démonstration.

(b) Montrer que :

/0 f(l’)dl‘ _ f(l) + f(()) _ f_;]‘ﬂ (f(Qk—l)(l) o f(2k—1)(0)) o 12p+17

2 k=1
avec : Ipp 11 = fol [ (x) Pypy1(2) dz (formule d’Euler-Mac Laurin).

(c) Montrer que pour tout entier naturel p :

|ng\ 2p+1
I < P ()]
(d) Soit g un élément de C?***'([a,b], R), avec p € N* et a et b des réels tels que a < b.
Que devient la formule d’Euler-Mac Laurin en remplacant f par ¢t — g(a+t(b—a))?
5. — EXEMPLE D’APPLICATION DE LA FORMULE D’EULER-MAC LAURIN AU CALCUL

APPROCHE DE SOMMES DE SERIES — On note S la somme de la série ) nl—g, et pour
n>1

tout entier n > 1, S, sa somme partielle d’ordre n et R,, son reste d’ordre n.
(a) Ecrire la formule d’Euler-Mac Laurin pour I'application f : [0,1] - R; x +— ﬁ
ol j est un entier strictement positif.

(b) Soit n € N*. Déduire de la sous-question précédente l'existence de réels ay, k =
0,1,...,p tels que :

p
Qg 1
RRIZW—FO(W) (n%—l—oo)

k=1

p
R, = ) —¥=| en fonction des nombres de Bernoulli.

=1
¢) En déduire une valeur approchée de S,, a 10™'2 prés.
(c) pp n p

Donner une majoration de

En complément, ceux qui désirent aller plus loin pourrons étudier le sujet Cen-
trale 2011 .



