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EXERCICE I �Entiers de Gauss �

Les élèves intéressés, compléteront par l'exercice 38.

Soient Z[i] l'ensemble des nombres complexes de la forme u + iv, avec (u, v) ∈ Z2 et l'ap-
plication. ϕ ; Z[i]→ N ; a 7→ āa.

1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau du corps C.

2. Déterminer Z[i]∗, ensemble des éléments inversibles de Z[i].

3. Montrer que pour tout élément a de Z[i] et tout élément b de Z[i]\{0}, il existe un couple
(non nécessairement unique) (q, r) d'éléments de Z[i] tel que a = bq + r et ϕ(r) < ϕ(b).
On dit que l'anneau Z[i] est euclidien pour ϕ.

4. Montrer que tout idéal de Z[i] est de la forme aZ[i], on dit que Z[i] est principal.

5. Soit a un élément de Z[i]. Montrer que si ϕ(a) est premier, alors a est un élément
irréductible de Z[i].

Rappelons qu'un élément a d'un anneau intègre est dit irréductible si par dé�nition il

n'est pas inversible et si il admet la décomposition a = bc, alors a ou b est inversible.

PROBLÈME I �Extentions de corps �

Les élèves intéressés, compléteront par le DM supplémentaire des vacances de Noël.

Première partie : Un exemple d'extension du corps Q

1. Soit P le polynôme X3 −X − 1.
Montrer que P n'a pas de racines rationnelles. En déduire que P est irréductible dans
Q[X].
Montrer que P a une racine réelle que l'on notera ω.

2. Soit K le Q-espace vectoriel engendré par (ωi)i∈N.
Montrer que K est de dimension �nie, et donner une base simple de K.

3. Montrer queK est uneQ-sous-algèbre deR, muni de sa structure naturelle deQ-algèbre.

4. Montrer que K est un sous-corps de R.

Deuxième partie : Cas général d'extension de Q
Soit a un réel.

1. Montrer que tout sous-corps de R contient Q.

2. Montrer que l'ensemble des sous-corps de R qui contiennent a admet un plus petit
élément pour l'inclusion. On le notera dans la suite Q(a).

3. Montrer que φ : Q[X]→ R ; P 7→ P (a) est un morphisme de la Q-algèbres Q[X] dans
la Q algèbre R. On note Q[a] son image.

4. Soit I := {P ∈ Q [X] , P (a) = 0}. Montrer que I est un idéal de Q[X].



5. Le réel a est dit algébrique (sur Q), si, par dé�nition, a est racine d'un polynôme non
nul à coe�cients entiers.
Montrer que a est algèbrique si et seulement si I est non réduit à {0}.
Dans cette partie on suppose dans la suite que que a est algèbrique, sauf à

la dernière question.

6. Montrer qu'il existe un et un seul élément de Q[X] unitaire, µa, tel que I = µaQ[X].
Montrer que µa est irréductible dans Q[X]. Montrer que si a est irrationnel, alors le

degré de µa est supérieur ou égal à 2. Déterminer µa pour a =
√

2 et pour a =
√

1+
√
5

2
.

7. Montrer que Q[a] est un corps. Montrer que Q(a) = Q[a].
Montrer que Q(a) est un Q-espace vectoriel de dimension n, où n est le degré de µa,
dont on donnera une base simple.

8. Si a est non algébrique, montrer qu'alors Q(a) est un Q-espace vectoriel de dimension
in�nie 1.

PROBLÈME II
Dans tout le problme, p désigne un nombre premier strictement supérieur à 3, Zp l'anneau

quotient Z/pZ.
Si A est un anneau �ni, d'élément unité e, on appelle ordre d'un élément inversible a de A,

le plus petit entier strictement positif ω tel que aω = e.
Pour toute matrice carrée M à coe�cients dans un corps, on note ∆(M) son déterminant

et T (M) sa trace.
Les 3/2 véri�eront que pour tout élément M deM2(R), on a : χM(M) = 02 (Théorème de

Caylay-Hamilton).

I

1. Soit Ap l'ensemble des matrices à coe�cient dans Zp de la forme

R = λM + µI,

où (
4 1
−1 0

)
, I =

(
1 0
0 1

)
,

et λ et µ sont des éléments de Zp.

Montrer que Ap est un anneau commutatif pour l'addition et la multiplication des ma-
trices usuelles.

Donner le nombre d'éléments de Ap.

2. Calculer T (R) et ∆(R) pour R dans Ap. Exprimer T (R2) et ∆(R2) en fonction de T (R)
et ∆(R).

3. Montrer que deux quelconques des conditions suivantes impliquent la troisième :
i. T(R)=0.
ii. ∆(R) = 1.
iii. L'ordre de R est 4.

4. On considère la suite d'entiers (Yk)k∈N , dé�nie par

Y0 = 2 et Yk+1 = 2Y 2
k − 1.

, Comparer Yk et T (Mk), pour tout entier naturel k.

1. On pourrait montrer que Q(a) est isomorphe en tant que corps au corps Q(X).



5. Montrer que pourtout entier naturel k, l'ordre de M est 2k si et seulement si p divise
Yk−2.

II

1. Montrer que Ap est un corps si et seulement si 3̄ n'est pas le carré d'un élément de Zp.

2. Dans cette question, on suppose que 3̄ est un carré dans Zp : 3̄ = a2, où a ∈ Zp).
Montrer queM est semblable à une matrice diagonale. En déduire que Ap est isomorphe
à l'anneau produit Zp × Zp, puis donner le nombre des éléments de Ap de déterminant
1, ainsi que celui de ses éléments inversibles.

3. Dans cette question, on suppose que 3̄ n'est pas un carré dans Zp.

(a) Montrer que ∆ donne un homomorphisme du groupe multiplicatif des éléments non
nuls de Ap dans celui des éléments non nuls de Zp. En déduire que le nombre des
éléments de l'image de ∆ est un diviseur de p− 1 et que celui des éléments du noyau
de ∆ est un multiple de p+ 1.

(b) Véri�er que, pour tout λ ∈ Zp, il y a au plus deux éléments µ de Zp tels que
∆(λM + µI) = 1

Donner alors de nombre des éléments de Ap de déterminant 1.

4. Montrer que l'ordre de M divise le nombre des éléments de Ap de déterminant 1.

En déduire que, si p divise Yk−2 alors 2k divise p− 1 ou p+ 1.


