DS n°

Il sera, dans la notation, tenu compte de la présentation et de la qualitéle la rédaction. Les résultats
devront obligatoirement étre encadr’s a la régle, le texte et les formules ponctués, un minimum de 80%

des s u pluriel et de 70% des accents est requis.

Prialités (jusqu'a 15% de la note) pour :
— manque de soin ou de lisibilité
— formules mathématiques non ponctués

— recours & des abréviations autres que ssi (tt., qgs., fct., ens...), ou symbloles logiques mélangés & u

texte.

L’usage de la calculatrice est interdit.

Les éleves traiteront un et un seul des trois sujets proposs : un sujet type Mines-Centrale, un sujet type
CCP, tous deux sur cette liasse, et un sujet X-ENS & part.
Théoreme de De Moivre-Laplace

Notations

Dans tout le probleme :

Par convention 09 = 1.

Si i et j sont des entiers naturels tels que i < j, on note [i, j] 'ensemble des entiers k tels que
i<k<j.

— a et b sont des réels tels que a < b.

Si x est un réel, on définit :
|z] =max{k € Z,k <z} et J[z]=min{keZ,z<k}

— pestunréel de |0,1[ et ¢ =1 —p.
— ( est la fonction de | — 1, 4o00[ dans R définie par :

((x)=(x+1)In(x+1)

— & est la fonction de R dans R définie par :

— (©,A,P) est un espace probabilisé.

— (Xn)pen+ €st une suite de variables aléatoires définies sur (€2, A, P) telle que, pour tout n € N*, X,

suit la loi binomiale de parameétres n et p, ce que 1'on note X,, < B(n, p)



Résultats préliminaires

1 > Rappeler la formule de Stirling. En déduire I'existence d’une suite réelle (€,,)pen+ convergeant vers

0 telle que :
Vn e N*,  nl=+v2mn <n) (I+en).
e

2 > Soit A € R% et p € R. Démontrer que :

| Az + 1] et Ar et [Ax+p] ~ Az

Tr—+00

+oo

3 > Prouver que l'intégrale / ®(t)dt converge.
—0o0

4 > Démontrer que :

Etude asymptotique d’une suite

Dans cette partie, si n € N*, on note x,, le nombre entier [np — ¢| et p, le réel P (X,, = z,,)
5 > Justifier que p,, est le plus grand élément de {P(X,, = k), k € [0,n]} .
6 > Vérifier que lim z, =4+ocoet lim (n—x,) =400 .

n—+400 n—+o00

Etablir alors :
N Ty V—Tm,

N n"pq
n—+o0 \/2may" (n —

vV PqPn

)n—xn
7 > Montrer que, pour tout entier n > max {%, %} :

MLy ,— T,

n-pTtq
xn" (n— xp

L (22 g (22

np nq

)nfxn

8 > Montrer que la suite (/npgpn),, . converge.
Convergence en loi
Dans toute la suite, pour tout n € N*, on note Y,, = \/%pq (X5, —np) et on définit les réels 7, ;, par la
relation : L
—n
Vk € Z, T gy = P

v/ pq
9 > Soit n € N*. Déterminer la loi de Y,, et vérifier que Y, est une variable aléatoire centrée réduite.

10 > Justifier 'existence d’un élément N € N* tel que :

pour tout entier n > N, [a,b] C [Tn,0, Tnn] €t <b-—a.

1
\/1Pq
On définit les suites (kn),cn- s (€n)pen+ €t (fn)pen+, de fonctions de R dans R de la fagon suivante : pour
tout n € N*, pour tout ¢t € R,

kn(t) = L\/@t + an ) en(t) = Tn,kn(t)> fn(t) = \/@ ]P)(Yn = en(t))

11 > Démontrer que pour tout n € N*, e, est une fonction en escalier croissante vérifiant :
1
v/ pq

Vt€R, en(t) <t <en(t)+



Démontrer que (ey), oy converge simplement vers une fonction e que I'on précisera.
12 > Montrer que :
Tn,kn (b)+1 b
/ B(t)dt — / B(t)dt
Tk (@) n—+oo Jq

puis vérifier que
T7L,kn(b)+1

P (en(a) < Yy < en(b)) = /T Fat)dt

n,kn(a)

13 > Prouver que, pour tout n € N*, pour tout k € [0,n — 1] :

1| pan? prq " 1+e
fn (ka) = -

- V2r \ k(n—k) (E)’f (”T_k)nik (1+er)(T+enp)

n

ol (€n),cn- est la suite définie a la question 1 .
14 > Justifier que, pour tout ¢ € [a,b] :

\/ por — let ! — 1
kn(t) (TL - kn(t)) n—+o0 (1 + Ekn(t)) (1 + gn—kn(t)) n—rtoo

15 > Montrer que pour tout n € N* et pour tout k € [0, n] tels que max{ L 1/n%} X Tk < 1:

np’
— e_npg( nian,k)_nqC(_\/ng,k)

o

kn ()

n—k

16 > Démontrer que :
P qn—kn(t) . e_g
(kn(t))k”(t) (M )nfkn(t) n——o00

n n

17> En conclure que :
Vi e [(I, b]7 fn(t) - q)(t)

n—-+o0o

puis que :

/a "t . / "oyt

Les 3/2 peuvent passer a la limite sous le signe intégrale sans justifications.

18 > Déduire de tout ce qui précede que :

b
P (en(a) < Yo < enlb) — / (1) dt

puis que :

b
Pa<Vy<b) — /(I)(t)dt

Applications

19 > Montrer que :
T 1
VT € Ri;,/ B(t)dt > 1 — —

-T

T2
+oo
puis en déduire la valeur de / O (t)dt.
—0o0
20 > Les suites (IP(Y, <b)),cn+» et (P(Yn > a)), cn- sont-elles convergentes ? En "préciser les limites

éventuelles.



Généralisation

Soit ¢ une fonction de R dans R, de classe C! et telle que ¢’ ne s’annule pas sur R. Pour tout n € N*, on
note Z, = poY,.
21 > Montrer que, si p(R) = R, il existe une unique fonction ¥ continue sur R telle que :
_ B _
pour tout («, ) € RQ, sia < B,alorsP(a < Z, <) - / U(t)dt, ou R désigne I’ensemble constitué
n o
des réels, de —oo et de +o0. “

Que dire si 'on ne suppose plus p(R) =R?

FIN DU PROBLEME



