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I- DEFINITION

1. DEFINITION

/" DEFINITION 1 Série enticre
Une série entiere de la variable complexe est une série de fonctions de terme général de
la forme Y a,z" ol (ay), est une suite de complexes.

Le domaine de convergence de la série entiére est I'ensemble des z € C tels que la série
Y apz" converge.

Les questions principales qui se posent sont celles de la convergence et de la valeur de la
somme dans ce cas.

EXEMPLES

 La série entiere géométrique est la série entiere Y. z”. On sait déja que cette série
n=0

(e 9)
converge pour |z| < 1 et que dans ce cas sa somme ). z" =

=0 1-z

Py EBN . Py EBN n .
o Lasérie entiere exponentielle est la série entiere }. <. On sait qu’elle converge pour
n=0
tout z € C et que sa somme est exp z.

» Séries entieres lacunaires: il s’agit de séries entieres pour lesquelles les a,, sont « sou-
2 1
vent » nuls. Exemples : ¥ a,z°", Y. a,z""), Y a,z"".

2. STRUCTURE LINEAIRE

i} PROPOSITION 1  Structure linéaire
Lensemble des séries entiéres de la variable complexe forme un C-espace vectoriel .

Zanz”+2bnz”=2(an+bn)z” )\.Zanz":Z(Aan)z”
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II- CONVERGENCE

1. RAYON DE CONVERGENCE

¥ PROPOSITION 2 Lemme d’ABEL
Soit rp € Ry tel que la suite (ay, r(;’)neN soit bornée.
Alors Vz€eC, |z| <ry = Y anz" converge absolument.

Q) REMARQUE
Si r < 1y, alors la suite (a,r"") est également bornée, ce qui induit que 'ensemble
{r=01(a,r™estbornée} est un intervalle de la forme [0, ...

DEFINITION 2  Rayon de convergence
Le rayon de convergence de la série entiére ) a,z" est

R=sup{r=0[(anr"),. estbornée} (eR.)

Dxﬂ THEOREME 1
Soit " a, z" une série entiére et R son rayon. Yz e C,
e si|z| <Ralors ) a,z" converge absolument

e si|z|>Ralors ) a,z" diverge grossierement

EXEMPLES

| Rayons de convergence des séries entieres géométrique et exponentielle.

2. DISQUE OUVERT DE CONVERGENCE

DEFINITION 3  Disque ouvert de convergence

Soit )" a,z" une série entiére et R son rayon. Le disque ouvert de convergence est le
disque ouvert de centre O et derayon R: {ze C||z| <R}.

Div grossiere |
s - RN
Va N
7/ Cvabsolue \\
I |
‘ I
\ /
\ R
\ v
N v
N -
Cercle d'incertitude

Le cercle de centre O de rayon R est appelé cercle d’incertitude: si|z| = R, on ne peut rien dire
a priori sur la convergence de la série )" a, z".

EXEMPLE

. P n 2. .
Soitla série Y. Z-.Son rayon de convergence est R = 1. Pour z = 1, la série % % diverge
n=1 nz=1

. _1\n
et pour z = —1, la série ) % converge.
n=1

3. CARACTERISATIONS DU RAYON DE CONVERGENCE

¥ PROPOSITION 3
S’il existe un réel p > 0 tel que :
e si|z| < p alorsla série }_ a,z"* converge absolument
e si|z| > p alorsla série )" a,z" diverge grossierement

alors le rayon de convergence R = p.

ﬁ( PROPOSITION 4 Utilisation du lemme d’ABEL
S’il existe un réel p > 0 tel que :

» si|z| < p alorsla suite (|a,2"|),,,, converge vers 0

e si|z| > p alors la suite (Ianz"l)nEN diverge

alors le rayon de convergence R = p.

i} PROPOSITION 5 Régle de D’ ALEMBERT pour les séries entieres

a 1
# admet une limite ¢, alors R = 7

(0sif=+00).
lan

| Sile quotient
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Q) REMARQUE

Cette regle fonctionne souvent, mais il est parfaitement possible que
limite. Auquel cas, on peut revenir a la regle de D’ALEMBERT classique :

lan+1l
lanl

n'ait pas de

ﬁ( PROPOSITION 6 Régle de D’ ALEMBERT classique
S’il existe un réel p > 0 tel que :

n+1
an+12
anz"

e si|z| < p alors la suite (

N aune limite < 1

e si|z| > p alors la suite (

n+1
an+12
anz"

N a une limite > 1

alors le rayon de convergence R = p.

s
EXEMPLES
2" |apn| - me1® I N , 1
o Y . a | =T e 1. D’apréslarégle de D’ALEMBERT, R=7 =1.
=D"mY? n An+l (n+1)? .1 I N )
. néo TSR ar | T TRIenTd T, 10 D'apres la regle de D’ALEMBERT,
R=41=4
7
o ¥ 4:2°"*1. Il s'agit d’une série lacunaire, on revient a la régle de D’ ALEMBERT clas-
; .| Un+1| _ n+ly 3 [
sique : | 5| =, |z| e 2

silzl< V2, Y a,z" converge

et donc que R = v/2.
silzl> V2, Y a,z"diverge d

On en déduit que {

» Soitla série ¥ cos(Z).z". Que donne la régle de D’ALEMBERT ? Quel est son rayon?

4. RAYON DE CONVERGENCE ET OPERATIONS

a) Produit par un scalaire

ﬁ( PROPOSITION 7  Produit par un scalaire
Soit " a, z" une série entiere de rayon R et de somme f, et A € C*.
La série entiere Y Aa, z" a pour rayon R et pour somme A- f

b) Somme

¥¢ PROPOSITION 8 Somme
Soient Y a,z" et Y b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence R, et Rj, et de
sommes f; et f.

e En notant R le rayon de la série Y (a, + b,)z", ona:
Si de plus R, # Ry, alors R = min (R, Rp).

R = min(Rg, Rp).

» YzeD(O,R), Zo(an+bn)Z" = fu(2) + fp(2)
n=

¢) Produit par n®

i} PROPOSITION 9  Produit par n®
| Poura€R,lerayon de convergence de Y n®a,x" est le méme que celui de Y a, x".

d) Produit de CAUCHY

¥¢ PROPOSITION 10 Produit de CAUCHY
Soient Y a, z" et Y b, z" deux séries entieres de rayons de convergence R, et Ry, et de
n
sommes f, et fp. Onnote ¢, = Y. axb,—k.
k=0

e Ennotant R le rayon de la série entiére Y c,z", ona: R =min(R, Rp).

 VzeD(O,min(Rq, Rp)), ZO cnz" = fa(2) - fp(2)
n=

5. RAYON DE CONVERGENCE ET COMPARAISON

i} PROPOSITION 11 Rayon de convergence et ordre

| Soient ) a,z" et ). b, z" deux séries entieres de rayons de convergence R, et Rj,.
SivneN, |a,| <|b,| alors R, =Rp.

PROPOSITION 12 Rayon de convergence et domination
Soient ) a,z" et} b, z" deux séries entieres de rayons de convergence R, et Rj,.

| Sia,=0(b,) alors R;=Ry.
Q) REMARQUE
| Ce résultat s’applique a fortiori si a,, = o (by).

At

PROPOSITION 13 Rayon de convergence et équivalents

Soient Y a,z" et Y. b, z" deux séries entiéres de rayons de convergence R, et Ry,.
Sia, ~ b, alors R;=Ry.
n {e0)

—+
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III- PROPRIETES DE LA SOMME
On considére une variable réelle x. On étudie la convergence de la série }_ a, x" et les pro-

+00
Y apx"
n=0

priétés analytiques de sa somme S(x) =

1. CONVERGENCE NORMALE ET CONTINUITE

i} PROPOSITION 14 Convergence normale
| La série entiere Y a, x" converge normalement sur tout segment de ] — R, R[.
De plus : si ). |a,|R" CV, la convergence est normale sur le segment [—R, R].

On déduit de cette proposition :

* THEOREME 2 Continuité

La somme de la série entiére est continue sur |
CV, sur le segment [-R,R].

—R,R[, et méme, dansle cas o1 }_ |a,|R"

) REMARQUE
Ce théoréme s’étend au cas de la variable complexe : la somme est continue sur le

disque ouvert de convergence et, dans la cas ol1 )_ a,R" CVA, sur le disque fermé. (dem
HP)

2. DERIVATION TERME A TERME

gf DEFINITION 4  Série dérivée

La série dérivée de la série Y. a,x" est la série ¥ na, x"!
terme.

, obtenue en dérivant terme a

* THEOREME 3 Dérivation terme & terme
La somme de la série entiere est de classe € sur ] — R, R] et sa dérivée est la somme de
sa série dérivée :
Z na,x"”

Vxel-RR[, S'(x) =

Q) REMARQUE
| Dans cette somme, on peut remplacer n =0 par n = 1.

EXEMPLE

Soit la série géométrique Y. x". Vxe]-1,1[, S(x) = Z x"
n=0

D’apres le théoréme de dérivation des séries entleres, sa somme S est de classe €' sur

1-1,1[et Vxe]-1,1[, S'(x)= annl (11 y
n=0 x)

¥ COROLLAIRE 1 Classe ¢

La somme de la série entiére est de classe €*° sur ] —R,R[ et
o0
VpeN,Vxel-RR, SP () =) nn-1...(n-p+1a,x"?
n=0
) REMARQUE

‘ Dans cette somme, on peut remplacer n = 0 par n = p ou encore par n = k pour
0<sksp.

i} COROLLAIRE 2 Expression des coefficients a,

. . )
| Pour x = 0 dans I'expression de S on obtient : ap = 570

3. INTEGRATION TERME A TERME

* THEOREME 4 Primitivation terme a terme

La primitive de S sur ] — R,R[ qui s’annule en 0 est la somme de sa série primitive :

X o0 an
Vxe]-R,R], f S(dr=)_ XM
0 a0 h+1
EXEMPLE
too  ,
‘ Vxel-1,1[, InQ-x)=- X %
n=1
i} COROLLAIRE 3 Intégration terme a terme
b
Pour [a, b] ] —R,R], f (Z ant") dr= Z ant"dt
a n=0

On peut intervertir les symboles ¥ et [.
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IV- DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

1. DEFINITION

DEFINITION 5 DSE

La fonction f est développable en série entiere (DSE) au voisinage de 0 s’il existe une
série entiere ) a, x" de rayon de convergence R > 0 telle que

Vxel-RR[, f(x) =) apx"
n=0

) EXEMPLE
La fonction f: x — 1— est DSE, elle est la somme de la série entiere Y. x” définie sur
n=0
] - lv l[-

i} PROPOSITION 15 Condition nécessaire
| Pour que f soit DSE, il est nécessaire qu’elle soit de classe € au voisinage de 0.

) REMARQUE
@ Attention : cette condition n’est pas suffisante comme I'atteste I'exemple de la fonc-

1 (o)
tionf:x»—»e_xz.f(”)(O) =0 mais pour x #0, f(x) # Y. 0x"
n=0

2. UNICITE DES COEFFICIENTS

i} PROPOSITION 16 Unicité des coefficients
Si f est DSE, la série entiere dont elle est la somme est unique :

oo f£(n)
Vxel-RR[, f(x)=) 7O
n=0 n!

Cette série s’appelle la série de TAYLOR de f.

¥ COROLLAIRE 4 Parité

Si f est paire [resp. impaire], les termes de degrés impairs [resp. pairs] de son DSE sont
nuls.

3. OPERATIONS

ﬁ( PROPOSITION 17 Somme et produit par un scalaire
Si fetgsontDSEsur]—R,R[etAeC, alors f+g,Af et fgsont DSEsur]—R,R[.

Le DSE est alors la combinaison linéaire ou le produit de CAUCHY respectivement.

i} PROPOSITION 18 Dérivation et primitivation terme a terme
Si f est DSE sur | — R, R[, ses dérivées successives et ses primitives successives le sont
aussi et leurs DSE s’obtiennent par dérivation ou intégration terme a terme.

4. FORMULES DE TAYLOR (RAPPELS)

* THEOREME 5 Formule de TAYLOR avec reste intégral

Soient f une fonction de classe €7 *! sur I'intervalle I et a € I. Alors Vx €1,

(x— a) O gy 4 f -0~

On rappelle que la démonstration de fait par récurrence a I'aide d’'une intégration par parties

fo= Z

k=0

¥ COROLLAIRE 5 Inégalité de TAYLOR-LAGRANGE
Sous les mémes hypotheses,

(x—a)* |x—alP*!

fm—z

- sup |f(p+1)(t)|
k=0 .

tela,x]

(k)
— ¢ ()‘ TR

5. LISTE DES DSE

Voir en derniére page.
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V- EXEMPLES D’APPLICATIONS
1. PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

EXEMPLES

Les fonctions f: x —
€ sur R.

Si% et g: x— g sont prolongeables en une fonction de classe
2. CALCULS DE SOMMES

EXEMPLES

+00 +o0
‘ Calculer ngo (Zx—;:), (distinguer selon le signe de x) et n§2 n(fl—'il) (effectuer une DES)

3. CALCULS D’INTEGRALES

EXEMPLE

ln(1-¢
‘ Calculerf g dr
0

DSE DE REFERENCE

+oo 5,
€= Zo% +00
n=
+00
inx = =D L 2n+l
S = ,EO e+l ¥ +00
+00
= =D" _2n
cosXx = néo o X .
100 2n41
= X
shx= ,EO 2! +00
100 _2pn
= X
chx= X G o
oo - .
(1+0%= 14y dolelanil) yn .
n=1 ) (+00 si aeN)
1 +00o
_— — Z xn ’
1—x o
1 + o
= (-D)7"x 1
1+x ,EO
+oo 5,
—-In(l-x)= X x7 .
n=1
+00 il
In(l+x)= ¥ ¢ 1’)1" n X
n=1
+00
= =D" 2n+1
arctanx = nzz:o 2n+1x 1
11 1+x_ 10 2n+1
5 nm - ngo 2n+1 1

Les DSE de la variable complexe 1T1z et e” sont les mémes que ceux de la variable réelle.
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