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Chapitre #

Nombres Réels & Trigonométrie

(ALG) 2

Opérations de bases............ Résumé & Plan

Sous-ensembles usuels de R ... Ce chapitre consiste essentielle-

ment en des rappels des notions

Résolution d’équations et

d’inéquations .................. vues par le passé. Afin de ne pas se
4 Parties majorées, minorées Hirnitier & des. exemp}e\s Stmp IStes
de R & Partie Entiére on sera parfois amené a utiliser des
. L. notions et propriétés vues au lycée
Trigonometrie..........cceeveeee . 4 SN
qui ne seront rappelées qu’apres.
EXErCiCeS .vvevurernnernnenannnns

Lutilisation du x en
mathématiques pour
désigner une inconnue vient
de l'arabe, une traduction en
[frangais serait « la chose ».
— Le saviez-vous?

La mathématique est une
science dangereuse : elle
dévoile les supercheries et les
erreurs de calcul.

— GALILEE

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P]. Si vous souhaitez les utiliser & un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Nous supposerons construit I'ensemble R des nombres réels, ainsi que les sous-
ensembles usuels des rationnels, entiers efc.. Mais tout ceci cache des difficultés aux-
quelles les mathématiciens se sont frottées pendant longtemps : celle de la construc-
tion de ces ensembles. Par exemple, qu'est-ce que I'entier 1, 2 etc.? Dans le livre Prin-
cipia Mathematica (1910), il faut environ 300 pages a WHITEHEAD et RUSSEL pour
démontrer que 1+ 1 =2.

%5443, F:io,Bel.d:anB=A.=.avfBe2
Dem.
F.%5426.DFa=tz.8=1y.D:avfBe2.=.2%y.
[#51-231] = tfznty=A.
[%1312] =.anf=A (1)

F.(1).%11'11'85.D
Fu(ga,y).a=tz.B=1ty.D:avPBe2.
F.(2).%11'54.%52'1.D F. Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1=2.

i

anfB=A ®)

Nous ne nous poserons évidemment pas de telles questions ici.

n OPERATIONS DE BASES

n Addition & Multiplication

Lensemble R est muni de deux lois internes : 'addition notée + et la multiplication
notée x. Pourquoiles qualifier d’internes ? Car elles prennent en argument deux réels
et elles renvoient un autre réel, on reste donc « dans 'ensemble R » :

+:RxR—R, x:RxR—R.

Rappelons quelques propriétés de la loi additive.

— Proposition 1| Propriétés de 'addition

Soient x,y,z € R. Alors :

® [Interne] x+yeR,

® [Associativité] (x+y)+z=x+(y+2).

® [Commutativité] x+y=y+x.

e [Elémentneutre] x+0=0+x = x. On dit que 0 est un élément neutre pour
I'addition.
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e [Elément opposé]
pour I'addition.

x + (—x) = 0. On dit que —x est I'élément opposé de x

— Proposition 2 | Propriétés de la multiplication
Soient x,y,z € R. Alors :

® xxyeR,

® [Associativité] (xxy)xz=xx(yxz).

® [Commutativité] xxy=yxx.

e [Elément neutre] xx1=1xx =x.0nditque 1 estun élément neutre pour
la multiplication.

. 1 1
® [Elément inverse] Six # 0, alors x x — = 1. On dit que — est l'élément in-
X X

verse de x pour la multiplication.
® [Distributivité] xx(y+z)=xxy+xxz.

Remarque 1 Il existe un vocabulaire — mais [H.P| en BcpsT — pour les en-
sembles munis de lois. Ici, avec les propriétés précédentes :

® (R, +) est qualifié de groupe commutatif,

® (R, +, x) est qualifié de corps commutatif.

m Rappels de calcul fractionnaire

On rappelle ici brievement les regles de calcul usuelles du college relatives aux frac-

tions.

— Proposition 3 | Calcul fractionnaire
Soient ((a, ¢), (b, d)) € Z% x (N*)?. Alors :

x2e*  xt
4, Pour tout x # 0, = —e* = xe".
X x
s(e+3) 10 3y1 1 3
5. Pourtoutt +0, ——=—|t+—-|—-=—=[1+—].
t 2 t)t 2 12

Attention
On prendra garde a appliquer correctement la regle des signes devant une frac-

tion! En effet, |’écriture fractionnaire

remplace I'écriture en ligne (a + b) +

c : il y a donc toujours une parenthese masquée autour du numérateur d'une
fraction... Ainsi, par exemple :

2-x 3B-x)-(2-x) 9-3x-2+x 7-2x
3 3 B 3 -3

3—x

7 2
— ===
3 3

On rappelle également les grossiéres erreurs ci-apres, a ne plus commettre bien
sqr.

Attention
a+c a L , .
7 * i : on ne simplifie PAS dans le cas d'une addition,
c -
a a .
L n * 5 + — : on ne sépare PAS une somme au dénominateur.
c c -

De plus certaines fractions possedent une forme particuliere, dite irréductible.

— Théoréme 1| Forme irréductible d’un rationnel
Tout nombre rationnel non nul peut étre écrit d’'une et une seule maniére, appe-

lée sa forme irréductible, sous la forme P avec p € Z, q € N* et p et g premiers
entre eux (i.e. qui ont 1 pour seul diviseur commun). Autrement dit :

VxeQ*,3A!(p,g)eZxN*, x = s et p et g premiers entre eux.

Dans la pratique, pour obtenir la forme irréductible, on divise numérateur et déno-
minateur par le plus grand diviseur commun.

L L. 495
Exemple 2 Mettre sous forme irréductible 50

a ¢ a+c a ¢ ad+bc
e — 4 — = , ® — 4+ — = ,
b b b b d bd
a
L2 c_ac . siczo b_24
b d bd 'g bc’
Exemple 1
13 5 13 5 49
1. —+—= + = = —. (Réduction au méme dénominateur)
28 42 2x14 3x14 2x3x14 12
X
X1+ —
x+e* X e*
2. Pourtoutx #0, = =1+—
o o
x>+xIn(x)-2 x In(x -2 2
3. Pour tout x >0, #:—+X ( )+—:x2+ln(x)——.
X X X X X

> 60

P 495_5><33><3_§
5x4x3

4
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m Rappels sur les égalités et inégalités

Notation

On note x < y lorsque x —y <0, et x < y lorsque x — y < 0. On définit de maniere
analogue x = y,x > y.

Pour comparer deux quantités, on peut faire leur différence et étudier son signe, sauf
sila comparaison est évidente. De plus, deux réels se comparent toujours : on dit que
R est totalement ordonné. On peut alors définir quantités ci-apres, que nous utilise-
rons parfois.

Définition 1| Max / Min
Soient x, y € R, on définit alors

x six=zy, y six=zy,

t i)~

y sinon, X sinon.

Passons a présent aux propriétés de 'inégalité.

Proposition 4 | Propriétés de <
Soient x,y,z € R. Alors :

® [Réflexivité] x <x.
® [Anti-symétrie] x <y,
® [Transitivité] x<y,

y<x &= x=y.
y<z= x<z.

MANIPULATION D’EGALITES ET D'INEGALITES. On va rappeler dans ce paragraphe les
propriétés élémentaires de manipulation des égalités et inégalités sur R vues dans
les classes antérieures.

— Proposition 5 | Manipulations d’égalités & d’inégalités
Soient x,y,z € R.

® [Additionner=] x=y < x+z=y+z.

[Multiplier =] Sideplusz#0,alorsx =y < xz=yz.
® [Equation produit] xy=0<=> x=0 ou y=0.

® [Signe d’un produit]

x,y sontde méme signe

xy=0 (resp.<0) = { (resp. signe opposé).

[Additionner <]
[Multiplier <]
X<y < xz<yz.

XSy < x+z<y+z.
Si de plus z > 0, alors :

Side plus z <0, alors :
XSy < xz=zyz.

® [Multiplier/Additionner des inégalités] Soit de plus ¢ € R. Alors :

X<y, ZSt=—=>X+2z<y+I.
O<lx<y, 0<z<t= 0<xz<yt.

® [Inverser des inégalités]

<

s

x <y et x,y sontde méme signe non nuls <=

< | =

® On peut donc multiplier une égalité par une quantité strictement positive, et
ajouter/soustraire par le méme terme de chaque coté.

® Lesigne d'un produit de deux éléments permet de caractériser le signe de chaque
terme du produit.

® On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement positive.

® On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement négative en
inversant le sens de I'inégalité.

® On peut donc additionner deux inégalités, et les multiplier sous réserve qu’elles
ne fassent intervenir que des nombres réels positifs.

® On peut donc inverser deux inégalités faisant intervenir des réels non nuls de
méme signe.

Bien entendu, toutes ces propriétés s'adaptent a des inégalités strictes, et s’étendent
a des sommes quelconques de termes.

Proposition 6 | Sommer des inégalités
Soient x,...,X,, 1, ..., ¥, des réels, et n € N*. Alors :

Vie[l, n],

e Attention

® On ne soustrait pas des inégalités. Par exemple,

Xi<Y = Xt X SHE A Y

-1<2<2, o
et on n’a clai-
0<s1<?2

rementpas-1-0<2-1<0]
Sion veut encadrer une quantité du type x — y, on peut encadrer x et encadrer
y puis multiplier 'encadrement de y par —1 (ce qui change le sens!), puis
sommer les inégalités pour terminer.

® Lorsqu’'on multiplie ou 'on divise une inégalité par un nombre négatif, cela
en change le sens aussi, puisque diviser par un négatif revient a multiplier par
son inverse (qui sera négatif).
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l<a<3 Exemple 4
Exemple 3 Soient a et b deux nombres réels tels que : _;< I;<’7 ® Y(x,y)e€ R2, x< y < e*<e’, car:
<b<T7. P
a+b 3a—b <
Donner un encadrement de : etde .
pl

® V(x,y)e(R¥)? x<y < In(x)<In(y),car:

7

® V(x,y)e(R,)? x<y < x*<y?car:

4

1 1
® VY(x,y)e(R¥)? x<y < —=—,car:
Xy
7
COMPOSITION D'INEGALITES PAR UNE FONCTION MONOTONE. Soit f une fonction dé-
finie sur un ensemble D < R et a valeurs réelles. Rappelons que (nous le reverrons
dans le Chapitre (AN) 1) :
Attention
® f estdite croissante (resp. strictement) sur D si 1l est faux de dire que
V(x,y)eD?* x<(resp.<)y = f(x)<(resp.<)f(y). Vx,y) e[ x<y — x2<)?

Autrement dit si on peut appliquer f a une inégalité en conservant l'ordre : les

i ) A o car a — a® n'est pas monotone (c'est-a-dire croissante ou décroissante) sur R.
images sont rangées dans le méme ordre que les antécédents.

En revanche, il est juste de dire :

® On dit que f est décroissante (resp. strictement) sur D si
que f ) (resp ) V(x,y) €|(RT)?], x<y = x?<y?
V(x,y)eD* x<(resp.>)y = f(x)=(resp.>)f(y).
—\2 2 2
Autrement dit si on peut appliquer f a une inégalité en inversant l'ordre : les v(x,y)e ’ X2y = x" =2y
images sont rangées dans l'ordre inversé des antécédents.
Ainsi, la monotonie d'une fonction permet de manipuler des inégalités. Voyons ) e
" b U’ 8 4 Puissances entiéres
quelques exemples. Enfin, on termine par une remarque importante.
Remarque2 (= devient <= en cas de monotonie stricte) Pourlesfonctions Définition 2 | Puissances entiéres
strictement monotones, on peut remplacer le symbole « => » par « <= » dans Soit x € R, on note x* le réel x x x. Pour n € N on définit par récurrence le réel x”
la définition précédente. par:

x°=1, xl=x, x"!'=xxx"
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Pour x # 0 et n € N on définit x " par :

De manieére plus explicite, avec les notations précédentes, on a:

_ 1
x"=xx-xx, x "=z —-u—
n facteurs u
n facteurs

De maniere générale, nous serons capable de définir ultérieurement x* avec x >
0,a € R et méme x* avec x € R lorsque « est I'inverse d’'un entier impair, mais il
faudra attendre les rappels sur la fonction exponentielle et le logarithme. Rappelons
les régles usuelles sur les fonctions puissances.

— Proposition 1| Reégles sur les puissances
Soit (x,y) € R? et (n, p) € Z? de sorte que les puissances ci-apres soient définies.
Alors :

® x™P =x"xxP (x")P=x"P ( xy)t=x"xy"
. X x"
® Sionadeplusy>0,alors: [—
y
. x" 1
® Sionadeplusx>0,alors: —
xm xm n’

Les puissances de —1 sont tres faciles a calculer, elle dépend simplement de la parité
de la puissance, la preuve étant une simple disjonction de cas dans la définition de
la puissance entiéere.

Proposition 7 | Puissances de —1
Soit € N. Alors :

(-1)" = 1 si  nestpair
| -1 si nestimpair

Preuve

#

Exemple 5 (Quiz) Cochezlabonne réponse.

1 34 x 38 x 61 -

Expression Réponse A Réponse B Réponse C
a’a® = O a* O a' O a®
a’b® = O (ab)? g (ab)® O (ab)®
(3")2 = o 3" O 6" o 9"
(a”2)3 = o & o a" o a”
aBn (an)Z — O a3n3 0 an +3n O a5n
3\k 3\k 3\2k
2t = o (3 o 3] o 3
9\-k 9)\k 3\k
32k+lp-k = O 3(—) o 3 (—) O 9(—)
2 2 2
2" 42" = O 4" g 2nt! g 22¢
(_2)21’l+1 — D _ 221’! D (_4)n+1 D _ 2 x 411
ny2
2
2 x ((L—) ) = | O 2" g 2n+! O
2 on-1
’I

Exemple 6 Ecrire sous la forme 27 x 39 avec p et g deux entiers relatifs :
23 x 32

R4
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322 +321
2. 322 _g321
o
3 (32 x (_2)4)8
T (=33 x23)7
S
. 1274 x(-3)°
(2P x182x 1673
o

Proposition 8 | Identités remarquables
Soit (a, b) € R?, alors :

(a+b)?=a*+2ab+b* (a-b)*=a*-2ab+b* a*>-b*=(a-b)(a+h).

Preuve  Elles se démontrent directement a l'aide de la définition et des regles usuelles de
développement.

(a+b)?=(a+b)a+b)=a*+ab+ba+b*=a?+2ab+ b

De-méme pour les deux autres.

Exemple 7 (Puissance 3) Développer (a + b)3,(a - b)(a® + ab + b?).

4

Remarque 3 (Généralisations possibles)

® (a+b)*=a*+2ab+b? (a-b)*>=a®-2ab+b?seront généralisées dans
le Chapitre (ALG) 3 en la formule dite du binéme de NEWTON.

® a’>—b?=(a-b)(a+ b)posséde elle aussi une généralisation a toute expres-
sion de la forme a” — b", n € N. On I'appelle I'identité de BERNOULLI mais
hors-programme en BCPST.

ENCADREMENTS ET PUISSANCES ENTIERES. Nous avons un résultat sur la manipula-
tion des encadrements et des puissances, qui précise en d’autres termes la monoto-
nie de certaines fonctions puissance, le voici.

— Proposition 9 | Puissances et encadrements
® Soit n =2k +1 € N un entier impair, k € N. Alors on peut toujours élever a la

puissance n un encadrement, c’est-a-dire :
Vx,yeR, x<(<)y = x"<(<)y".
Autrement dit, la fonction x — x2¢*1
keN.
® Soit n = 2k € N un entier pair, k € N. Alors:
© on peut toujours élever a la puissance n un encadrement positif, c’est-a-
dire:
Vx,yeR, [0k <(<)y = 0<x"<(<)y".
o On peut toujours élever a la puissance n un encadrement négatif a
condition de renverser 'ordre, c’est-a-dire :

Vx,yeR, x<(<)y<s0 = y"<(<)x"<0.

est (strictement) croissante pour tout

Autrement dit, la fonction x — x2* est croissante sur R* et décroissante sur
R pour tout k € N.

Preuve Conséquences directes des monotonies des fonctions usuelles, voir le Cha-
pitre (AN) 1.

m Racines carrées & cubiques

On sait élever au carré des réels, ou a une puissance plus grande. On peut aussi se po-
ser la question inverse : est-ce que tout réel peut étre vu comme le carré d'un autre?
le cube d’un autre? Pour la racine carrée la réponse est clairement non pour les né-
gatifs (un carré est forcément positif), et oui pour les positifs. Pour les cubes, il y a
toujours existence et unicité.

— Définition/Proposition 1| Racine carrée & Cubique
® [Racine carrée] Soit x € R*. Il existe un unique réel positif, noté \/;, ou
1
encore x2, tel que :

Ve

On appelle ce réel la racine carrée (ou simplement parfois « la racine ») de x.
® [Racine cubique] Soit x € R. Il existe un unique réel, noté \/x, ou encore




BCPST1 € 2023-2024

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

1
x3,tel que:

(\3/})3 =x. Onappelle ce réel la racine cubique de x.

Remarque 4 (Comment comprendre ces deux propriétés?) En anticipant lé-

gerement sur le chapitré dédié aux fonctions, tracons les graphes des fonctions

x — x2,x — x3. On voit qu'il existe :

® un unique antécédent de x € R pour la fonction cube, et ce pour tout x.

® En revanche, pour la fonction carrée, les négatifs n'ont pas d’antécédent, et
les positifs en ont deux.

Par ailleurs, les notations Xz , x3 apparaitrons comme plus claires aprés le Cha-

pitre (AN) 1.

X — x3 Positivité imposée pour avoir unicité

Attention Racine d’un carré

La quantité v/ x2 est définie pour tout x € R puisque x? = 0. En revanche, sur R~

nous n'avons pas V x? = x. Par exemple, \/(-2)? = \/Z =2+ -2.

Exemple 8 Déterminer /8, v/—27.

4

Proposition 2 | Regles sur les racines carrées
Soit (x,y) € (R*)*.Ona:

o JTxy=VEx Y.
x_ VX

® Sionadeplusy>0,alors: —=-=

y Oy

— Proposition 3 | Regles sur les racines cubiques O—
Soit (x,y) €R?, ona:

° W:Q/}xg/},
® Sionadeplusy #0,alors: \E/§=

3 3
° (\3/;) =X, x3=x.

Ix
7

Attention Racine d’'une somme
On ne peut rien dire de la racine d'une somme. Par exemple, v/9+16 = /25 =
5#3+4="7.

Attention Notation racine

Lesymbole y/ estréservé a cet usage, on n'écrirajamais de racine carrée d’autre
chose qu'un réel positif.

Définition 3 | Quantité conjuguée
(Soient A€RetBeR,.Le nombre A — \/B est la quantité conjuguée de A + /B.

Onaalorslarelation: (A+ \/E) (A- \/E) = A%~ B. Multiplier par la quantité conju-
guée permet de faire « disparaitre » les radicaux d'un dénominateur ou encore d’étu-
dier le signe d’expressions de la forme A(x) + B(x). Par exemple,

1 4+4/15 4+4/15 —
= = = 1 .
4-+/15 (4-1/15)(4+15) 4*-15 Vi

Exemple 9 (Calculs avec des radicaux) Mettre sous la forme a\/z avec b le
plus petit possible ou faire en sorte qu’il n’y ait plus de racine au dénominateur.

1 1
V72, 3125, —, .
V3 V2-1
/
o \V72=2x4x9=6V2
® 3125=35x25=15V5
1 V3
\/§ 3
o ! V2+1 /241

V2-1 V2 o1z

Q

. Cette propriété est fausse pour la racine carrée, ce n'est pas un oubli.
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— Proposition 10 | Racines et encadrements Exemple 12 Donner, en fonction de x, un expression sans valeur absolue de la
® On peut toujours appliquer la racine carrée a un encadrement positif c’est-a- quantité |x — 3| — |x + 2. On pourra présenter le résultat sous forme d'un tableau
dire : de signes.
Vx,yeR, [0k <(<)y = 0<Vx<(<)\/y. o

Autrement dit, la fonction x € R* — /x est (strictement) croissante.
® On peut toujours appliquer la racine cubique a un encadrement :

Vi, yeR, x<(<)y = Vx<(<)¥y.
Autrement dit, la fonction x € R — {"/} est (strictement) croissante.

Preuve Conséquences directes des monotonies des fonctions usuelles, voir le Cha-
pitre (AN) 1.

Exemple 10 Montrerque: 2< \/g <3.

4

Définition 5 | Distance entre deux réels
Soit (x,y) € R%. On définit la distance de x & y comme étant le réel noté d(x, y)
etdéfini par: d(x,y)=max(x,y)—-min(x,y). Cest donc la différence entre la
plus grande valeur et la plus petite.

Exemple 13
Valeur absolue
B vateu - e d(1,4)=4-1=3, e d(3,-1)=3—(-1)=4.

La valeur absolue d’un réel est le méme nombre réel mais dont on aurait enlevé le .. . .
Proposition 11| Lien entre distance et valeur absolue

signe devant. Ainsi, si ce réel est positif il n’y a rien a faire, c’est sa valeur absolue. En Soit (x,y) € R2. Alors:  d(x,y) = |x—y/-

revanche, s'il est négatif, il suffit d’ajouter un signe « - » devant ledit réel. Cela nous

mene tout droit a la définition ci-apres.
Preuve  (Point clef — Disjonction de cas suivant la position entre x et y.)

Définition 4 | Valeur absolue, Distance a zéro d’un réel

Soit x € R, 1a valeur absolue de x, notée | x|, est le réel défini par : L 4
X six=0
lx| = i
-x six<0.
o

Exemple 11 Déterminer :

* 2= * 0] =

e |-3|= o |-mt|= Remarque 5 Puisque pour toutréel x,ona: |x| = |x — 0], la valeur absolue de x
peut s'interpréter comme étant la distance entre x et 0.
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Les réels peuvent se représenter sur une droite dite « numérique », les quantités dé-
finies supra se visualisent comme suit.

yi |X| \
y ¢ 'x
vl o0 R

|x-y

Pour tous réels x, y, la valeur absolue correspond a I'écart (sans signe) entre x et y,
et |x| représente donc la distance entre x et 0.

— Proposition 12 | Propriétés de la valeur absolue et de la distance
Soient x,y € R.

1. |0] =0,
2. |x|=0, |x|=max{x,—x}.
3. [Séparation] [x|=0<<—= x=0, d(x,y)=0<= x=y.
4, [Parité / Symétrie] |x|=|-x|, d(x,y)=d(y,x).
5. [Egalité et valeur absolue] Pour tout M € R* :
[x]| =M < x = +M.
6. [Encadrement et valeur absolue]
toutM e R* :
x| <M < -M<x<M, [x|>M < x>Moux<-M.
Les propriétés restent vraies avec des inégalités strictes.
7. [Carré] |x|= V2, |xl? = x2.
8. [Egalité de valeurs absolues] |x|=|y| < x=youx=-y.
9. [Produit/quotient] |xy|=|x|x |y|. De plussiy # 0, alors:
x| _ x|

I

—|x|] < x < |x|. Plus généralement, pour

y

Remarque 6 Les propriétés

[X]| <M < -M<x<M,
sont tres intuitives si on garde a l'esprit 'interprétation de la valeur absolue en
terme de distance a l'origine. Si |x| < M, alors cela signifie que x est a distance
au plus M de l'origine, donc que x est dans [-M, M].

[X|2M <= x=Mou x<-M

Toutes ces propriétés seront plus intuitives dans le Chapitre (AN) 1 ot la valeur ab-
solue sera vue comme une fonction.

Preuve

1. Lapropriété |0] = 0 est évidente.

2. Lapositivité est élémentaire et découle de la définition en séparant les cas. Passons a la
seconde partie.

4

3. Faisonsla preuve pour |x| = 0 <= x = 0. Celle pour la distance découle directement en
remplacant x par x — y dans la premiere.

4.  Faisons la preuve pour |-x| = |x|. Celle pour la distance découle directement en rem-
placant x par x — y dans la premiére.

7

5. [Egalité et valeur absolue]
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6. [Encadrement et valeur absolue] La premiére partie s'obtient en prenant M = |x|,

on se contente donc de la deuxiéme.

7

® Enrevanche, il est complétement faux d’écrire :  |x — y| < |xl—1{7].

Preuve
1. Commengons par montrer que |x +¥| < |x| + |y|. Nous allons montrer que I'inégalité
élevée au carré est vraie. On a:

|[x+y]?=(x+1)*=x*+y*+2xy,
(Il +|y])? = 1xI* +21x| x |y| + |y|? = x* + 2|xy| y*.

o’ Or xy<|xy|, doitx?+y?+2xy < x*+2|xy|y? cest-a-dire
[+ y[* < (Ixl + ly[)
Et,comme|x +y| = 0 et|x| +|y| = 0, en obtient en passant a la racine dans l'encadrement :
[x+y[<lxl+]y]-
2. De maniére analogue, on montre ensuite || x| —|y|| < |x + |-

7. Sixz0alors

Vaz=\/xx\/x=yx =x=|x.
Six<Oalors—x=0etona n SOUS-ENSEMBLES USUELS DE R
Va2 =02 = VE0) x VED = VED = —x =l

La deuxieme partie de la formule est une conséquence directe de la premiére, en I'éle-
vant au carré.

m Sous-ensembles usuels

On rappelle brievement quelques sous-ensembles de réels connus depuis le col-
lege.

9. On peut par exemple utiliser la propriété analogue déja démontrée pour la racine.

eyl =y = \/x2y2 = Va2 Jy2 =[xl x [y

Theoréme 1| Inégalité triangulaire
Soit (x,y) e R? alors: |lx|—|y|| < |x+y| <|x|+]|y].

La majoration de droite sert beaucoup plus souvent que la minoration de

Note . N A
gauche, mais les deux sont bien a connaitre.

Attention
® Pourtousréels x et y,ona|x + y| < |x|+|y| donc en remplagant y par —y, on
obtient (puisque |-y| = |y]):

Vx,yeR, [x-y|=<|x|+]y|. Sur ce dessin :
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* R désigne les réels, * (Q désigne les rationnels,

* D désigne les décimaux, c'est-a-dire les ¢ R~ Q désigne les irrationnels,
nombres a virgules ayant un nombre
fini de chiffres aprés la virgule,

e 7 désigne les entiers relatifs (parfois * N désigne les entiers naturels.
appelés simplement entiers),

Comme le dessin le rappelle, on a alors la chaine d’inclusions suivante :
NSZcDSQcRcC.

e Notation
S

oit E c R un sous-ensemble de R. Alors on note en général :
® E*={xeE|x+0},
® E*={xeE|x =0}
® E ={xeE|x<0}.
On peut aussi combiner les deux conditions :
E**={x€E|x>0}, E*={xeE|x<0}

Partie positive, négative, étoilée d’un sous-ensemble de R

m Intervalles

On passe a présent a une classe d’ensembles qui nous offrira un cadre commode

pour définir toute sorte de notions sur les fonctions : les intervalles.

Soient a et b deux réels avec a < b, on définit alors les sous-ensembles ci-dessous,

que 'on appelle intervalles deR*

le segment[a, b] : - [a,b] -
[a,b]={x€R|x=a,x < b} L a b
' intervalle semi-ouvertena, [a, b] : - la, b] R
la,bl={xeR|x>a, x <b} L a b
i [a, bl
[a,b[={xeR|x=a, x<b} (; ',b)
3 la, b
la,b[={x€eR|x>a, x<b} 3 d1 '.b>

1. Onindique sous la définition mathématique la lecture de I'ensemble.

| [a, +0o]

[a,+oo[={xeR|x = a} ! z; »
777777777777777777777777777777777777777777777 T e T
la,+oo[={x eR|x > a} ! a'.l 3
777777777777777777777777777777777777777777777 N I
]—o00,b]={x€R|x < b} "1?>
********************************************* T T
]—oo,b[={x€R|x < b} r'b>

Remarquons que lorsque a = b alors on définit de maniére naturelle :
[a,b] ={a}, [a,b[=]a,b]=]a,b[=¢.

INTERVALLES ET LIEN AVEC LA VALEUR ABSOLUE. Les intervalles centrés autour d'un
point peuvent étre reformulés a 'aide de la valeur absolue, puisque rappelons que
pourtoute e R*, x eR:

x| <e <= —e<x<e < x€[—¢¢],
ou encore pour tout x,x, € R,e e R* :
|x—xo| <€ &= —e<x—xy<€e < x€[xg—€x5+E].

[Xo— € Xy + €]

L 1
L X "
Xg—€ 0 Xog+€

On arrive alors a la prochaine proposition.

Proposition 13 | Intervalles et valeur absolue
Soient x € Ret € > 0. Alors :

[xeR||x—xo| <€} =]xg—&,xo+e[, [xeR||x—xo| <€} =[xy—¢ x,+¢]

Exemple 14 (Ecriture avec valeurs absolues d’intervalles plus généraux)
Montrer que si (a, b) € R? avec a < b, alors

b| b- b| b-
[a,b]:{xelm x—a+ < a}, ]a,b[z{xE[RHx—a+ ‘< a}.
2 2 2 2
Illustrer la premieére formule sur un dessin.
¢

P
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En résumé, la valeur absolue est une quantité tres efficace pour traduire des condi-
tions d’appartenance a un certain intervalle. Nous utiliserons régulierement ce genre
de choses en analyse.

n RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’'INEQUATIONS

m Principes généraux de raisonnement

Rien de bien nouveau dans cette partie par rapport aux classes antérieures. On for-
malise simplement différents types de raisonnements rencontrés jusqu’alors pour
résoudre des équations et inéquations, a 'aide des rudiments de logique dévelop-
pés dans le Chapitre (ALG) 1. Commengons par rappeler des erreurs cruciales a ne
pas commettre.

Attention Au sujet des divisions / factorisations

® Ne jamais diviser par une quantité qui pourrait éventuellement étre nulle.
® Si (a,b) € R? alors I'égalité a®> = b? nest pas équivalente a I'égalité a = b.
Mais, on rédige la condition en utilisant une identité remarquable :
a’?=b?> = a’>-b*>=0
<~ (a-b)(a+b)=0

< a=boua=-b.

Qidentité remarquable

Qéquation produit-nul

Comment procéder pour résoudre une équation? Plusieurs méthodes s'offrent a
nous.

Méthode Résolution d’une équation ou inéquation

#)

Considérons deux équations ou inéquations (EQ, ), (EQ,) en une inconnue no-

tée x.

1. [Ensemble de définition] On commence par déterminer I'ensemble de

définition de '’équation (ou inéquation) de départ. On cherche donc les in-

connues solution dans 'ensemble de définition de 1'équation (ou inéqua-

tion).

On note A, %, I'ensemble des solutions (éventuellement vide) respectif de

(EQ)), (EQ,).

® [Travailler par équivalence] On arrive a transformer ’équation (ou in-
équation) initiale en (EQ,) équivalente a la premiere, c’est-a-dire :

x solution de (EQ;) < x solution de (EQ,).
Ou encore :

xeS < xe.%, entermedensemblesdesolutions: |# =.%]|
[Travailler par implication] On arrive a transformer 1’équation (ou in-
équation) initiale en (EQ,) mais a partir d'implications a partir de la pre-
miere, c'est-a-dire :

x solution de (EQ;) = x solution de (EQ,).
Ou encore :

xe# = xe,, entermesdensemblesdesolutions: |F c.F|
Ainsi, des solutions « parasites » (de (EQ,) mais pas de (EQ, )) peuvent ap-
paraitre. Il faut donc vérifier a posteriori lesquelles sont effectivement des
solutions de (EQ, ). Typiquement, cela peut se produire lorsque I'on éleve
au carré une équation.

[Technique spécifique aux inéquations] Pour résoudre f(x) = g(x)
avec f, g : R — R deux fonctions, on peut aussi étudier le signe de la fonc-
tion f — g (al'aide de la dérivée).

Attention Ensemble de définition

Quand on parle d’ensemble de solutions .#,, .%, cela sous-entend naturellement
ensemble de définition et de solution. On commence donc toujours pas préciser
I’ensemble de définition de I'équation ou I'inéquation considérée.

Notation Ensemble de solutions
Lensemble des solutions est souvent noté .. Lorsque 'on cherche les solutions
uniquement dans un certain ensemble E, on notera .%; les solutions apparte-

nant a E. En d’autres termes: % =% NE.

Larigueur delarédaction mathématique demande qu'une fois que 'on a commencé
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a utiliser des symboles d’'implications (= ) dans une suite d’assertions on ne réuti-
lise plus de symboles d’équivalence (< ) — une fois que 'on a perdu une équiva-
lence, c’est donc perdu jusqu’au bout du calcul!

Attention

Il ne suffit pas d’écrire sur sa feuille un symbole « <= » pour prouver ladite
équivalence! Si certaines ne sont pas évidentes, une justification précise est at-
tendue.

m Techniques spécifiques de résolution

B 3.21. Avecdes produits et des quotients

On integre les réflexes suivants lorsqu’on cherche a résoudre une (in)équation :

® tout passer du méme coté pour comparer a 0,
® tout mettre sur le méme dénominateur le cas échéant,
® factoriser au maximum.
a Méthode Produit ou quotient nul, signe d’un produit ou d’un quotient

Soient A et B deux réels.
® AB=0 < A=00uB=0.
] B 0 < A =0 (et B # 0 pour que le quotient ait un sens, cette condition

peut intervenir dans 'ensemble de définition de I'équation).

® Pour déterminer le signe d'un produit ou d'un quotient, on dresse un tableau
de signe pour chaque facteur au numérateur et éventuellement au dénomi-
nateur.

B 3.2.2. Cas polynomial

ETUDEDE ax + b, a # 0. Tout se cache dans le tableau de signe.

Sia>0 Sia<0
b b
X —00 - +00 X —00 - +00
a a
ax+b - 0 + ax+b + 0 -

Exemple 15 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
® x(x+2)=2x(3x-4).

o’ x(x+2)=2x(3x-4) = 5x(2-x)=0 = .

® 3x—-1)(x+2)>(2—6x)(4x +3).

’I

2 4
e — >

X x+4

’I

ETUDE DE ax?+bx+c,a # 0. Onreprend les formules vues au lycée pour résoudre
des équations du second degré a coeflicients réels. Elles seront généralisées dans le
Chapitre (ALG) 4 aux cas de coefficients complexes.

Considérons un trinéme x — ax® + bx + ¢ avec a, b, ¢ € R et a # 0. Vous avez ap-
pris en premiere comment on trouvait ses racines, en mettant le trinéme sous forme
«canonique » . On a pour tout x € R, puisque a # 0 :

b
ax’+bx+c=a (x2+—x)+£]

a a ; .
orme canonigue
b\ b*> ¢
=al|lx+—| ——+—
2a 4a% a

by 1
=a (x+—) —@(bz—élac)

2. C'est-a-dire sans facteur en x
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Le terme entre crochet ressemble a une identité remarquable de la forme « a — b* ».

Deux cas se présentent, en notant A = b?>-4ac:
® SiA>0:

b2 NG
ax’*+bx+c=a (x+—) —(i)
2a 2a

identité remarquable

( —b+\/Z)( —b—\/K)
2a 2a
{—b+\/K —b—\/K}
=0 << x¢€ , .
2a 2a
® SiA=0:
b \2
ax’*+bx+c=a (x+—) -0
2a
_bZ
=
2a
-b
=0 = x=—.
2a
® si A <0, alors
1 ) -A b \? )
-—(b*-4ac)=— >0, (x+—) >0 = ax*+bx+c>0.
4a? 4a? 2a

Donc il n'y a pas de solution (dans R).

On arrive tout droit au théoréme suivant.

— Théoréme 2 | Second degré sur R
Soit (a, b, c) € R® avec a # 0. On chercheles solutions deI'équation ax?+bx+c =
0 d’inconnue x. On appelle discriminant la quantité A = b? - 4ac.
® Si A >0l'équation ax®+ b + x + ¢ = 0 admet deux solutions :

_—b- VA _—b+ VA
 2a  2a
® Sjen particulier A = 0 alors les deux solutions sus-mentionnées sont confon-

X1 2

b
dues. Il n'y a qu'une solution définie par ~5g
a

® Si A <0 alors'équation ax? + bx + ¢ = 0 n'admet pas de solutions sur R.

De plus, on connait le signe de I'expression P(x) = ax* + bx + c.
* SiA>0,a>0
x —00 X1 X2

P(x)

e SiA>0,a<0
+00 X

P(x) -

e SiA<0,a>0 e SiA<0,a<0

X -0 +00 X -0 +00
P(x) + P(x) -
Attention

On ne calcule A que dans les cas indispensables, c’est-a-dire lorsque le poly-
nome n'est pas déja factorisable rapidement (par racine évidente ou identité re-
marquable).

Exemple 16 Soit m € R et P(x) = 2x% + (2m + 2)x + m? — 1 définie pour tout
x € R. Pour quelle(s) valeur(s) de m I’équation P(x) = 0 admet-elle une unique
solution? Quelle est alors cette solution?

o’ A, =4m?>—-8m—12 = 0, dont on souhaite a présent étudier le signe en m.
On calcule donc le discriminantenm : A = 256 = 162

DoncA,, =0 < m=m, ou m, avec m; = -1 et m, =3.

® Doncsim =3 oum = —1, 'équation P(x) = 0 admet une unique solution.
® Sim = —1,0 est l'unique solution.

® Sim =3, -2 est l'unique solution.

Pour déterminer les racines d’'un trinébme, on peut éviter parfois le calcul de A, en
devinant une racine simple puis en exploitant les relations coefficients racines.

Proposition 14 | Relations coefficients/racines pour 'ordre 2
Soit (a, b, c) € R* avec a # 0, tels que b* —4ac = 0. Notons x;, X, les deux solu-

, c
tionsde ax?+bx+c=0.Alors: X, +X,=——, X;X,=—.
a a

Ainsi, connaissant une racine, disons x;, on peut obtenir facilement x,.

Exemple 17 Pour les équations qui suivent, déterminer une solution évidente
(i.e. dans {-2,-1,0,1,2}), puis en déduire la deuxieme.

e 4x2—4x+1=0 e 5x2+x—-4=0

o’ o’
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o x2—(2+m)x+2n

LORSQUE LE DEGRE EST SUPERIEUR OU EGAL A 3. Tout ce qui suit deviendra plus na-
turel lorsque nous traiterons les polynémes dans le Chapitre (ALG) 9.

)

Méthode Equations/Inéquations de degré supérieur ou égal a 3

® Si c'est possible (équations bicarrées), on peut chercher a effectuer un chan-
gement de variable.
® Sinon, on cherche a factoriser I'expression A(x) intervenant dans I’équation
ou I'inéquation pour se ramener a I’étude d'un produit de facteurs de degrés
inférieurs :
o soit on factorise directement en repérant un facteur commun (voir plus
loin),
© soit on trouve une racine évidente x, (donc vérifiant A(x,) = 0) et dans ce
cas on sait qu’il est possible d’écrire A(x) sous la forme
A(x) = (x — xo)B(x)
pour tout x ou1 le degré de B(x) est le degré de A(x) moins 1. Il s’agit alors
de poser une forme générale pour B(x), avec des coefficients inconnus,
puis de trouver la valeur de ces coefficients en redéveloppant 'expression
(x — x¢)B(x) et en identifiant terme a terme avec A(x).

Exemple 18 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. X3+ x+2=4x2%
® Cherchera,b,ceRtelsque: VxeR, x3-4x*+x+2=(x-1)(ax®+
bx +c).

4

VxeR, (x-1)(ax*+bx+c)=ax®*+(b-a)x*+(c-b)x—c.
Onveutdonc: VxeR, ax3+(b-a)x*+(c—b)x—c=x3—4x*>+x+2.
Lechoixa=1,b=-3etc=-2convient. Doit: x>—-4x*+x+2=0 <
(x-1)(x*-3x-2)=0.

1 7
Or les racines du trinéme x> —3x — 2 sont—g et 2 apres calcul du discrimi-
nant.

1 7
Léquation admet ainsi trois solutions : 1, — 3 et >

® On peut a présent résoudre I'inéquation.

2. x*-x<o.
® Montrerque:Vx e€R, x*—1=(x-1)(1+x+x?).

R4

® On peut a présent résoudre I'inéquation.

m Transformer des équations et inéquations pour mieux les résoudre

RAPPEL DES PROPRIETES DE exp,In. Les fonctions exp,In seront revues plus tard,
mais rappelons un kit de survie concernant leurs propriétés.
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— Proposition 15 | Quelques propriétés de exp et In

® [Exponentielle]

_, e
V(x,y) €eR?, eV =e'e’, eV = =
e

® [Logarithme]
Y(x,y) € (R*)?, In(xy) = In(x) +In(y), ln(%) =In(x) - In(y).

VxeR;,neN, In(x")=nlnx.
® [Réciprocité]

VxeR, In(e’)=x, VxeR™, el*=x.

UTILISER LES PROPRIETES DE In, exp. Lidée est d'essayer d’'appliquer In, ou exp de
chaque co6té afin de simplifier I'équation.

Exemple 19 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. 2In(x+1)=In(x-1)+In(2x-1)
s’ 2In(x+1)=In(x — 1) +In(2x — 1) est bien définie lorsque x > 1. Alors
2In(x+1)=In(x—1) +In(2x —1)
— In((x+1)?) =In((x -1)(2x -1))
—= (x+1)2=(x-1)2x-1) &= x*-5x=0 < x(x-5)=0

— (x=0o0ux=5)etx>1

<~ x=5.
2. e"tled 451,
’I

ELEVER AU CARRE. Llidée est d’essayer d’élever au carré afin de supprimer d’éven-
tuelles racines. Attention : on rappelle qu’on ne peut élever au carré n'importe com-
ment une inégalité! Il faut toujours prendre la précaution de savoir si les membres
sont positifs.

x=v2-x.
o’ Léquation est définie sur]—oo,2]. On a pour x € |—00,2] :
x=V2-x = x2=2-x
= x> +x-2=0
= (x-1)(x+2)=0
= x e{1,-2}.

Exemple 20 Résoudre dans R 1'équation suivante :

On voit ainsi que les solutions de notre équation sont incluses dans l'ensemble
{1, -2}. En réinjectant ensuite ces valeurs dans l'équation on constate que seul 1
est solution.

Vx2+2x<x+1.

o’ Vx%+2x < x+ 1 nlest bien définie que si x €] — 0o; —2] U [0; +oo].

Exemple 21 Résoudre dans R I'inéquation suivante :

Par ailleurs, comme \/ x* + 2x = 0 on a aussi x +1 > 0 par transitivité donc on sait
que x > —1. Pour tout x € [0; +oo[, on a alors

Vx24+2x<x+1 < x*+2x<(x+1)? = 0<1

ce qui est toujours vrai donc vV x? +2x < x + 1 pour tout x € [0; +oo[. Lensemble
des solutions est [0; +oo].

UTILISER UN CHANGEMENT DE VARIABLE. Il s’agit de poser un changement de variable
du type X = e* ou X = In(x) ou X = x? ou X = /x... pour faire apparaitre une
(in)équation plus simple a résoudre (en général polynomiale). Dans les exercices,
le changement de variable éventuel a réaliser sera toujours donné.

e Attention

Attention, une fois les valeurs possibles de X trouvées, il ne faut pas oublier de
revenir aux solutions en x pour conclure.

Exemple 22 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. x*-3x*+2=0etx*-3x*+2<0.
o’ PosonsX =x?.Onaalorsx*-3x*+2=0 < X?-3X+2=0etX = x>
Les racines du trinomeX? —3X +2 =0 étant 1 et 2,
x*-3x2+2=0= x*=1loux*=2 <= xe{—\/i,—l,l,\/i}.
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Pour l'inéquation, X* —3X +2 < 0 < X €]1;2[ donc
xt-3x242<0 = 1<x*<2 = xe]—\/é,—l[u]l,\/i[.
2. e“+el™=e+1.
o ef+elFze+l = e +e=(e+1)e’ = (e¥)’—(e+1)e*+e=0.
PosonsX =e*.Onaalorse*+el™ =e+1 < X*—(e+1)X+e=0etX=¢".
Le discriminant du trinomeX? — (e + 1)X + e est A = (e —1)? > 0 donc

e+l—-(e—1 e+l+(e-1
Xz—(e+1)X+e:0<=>X:%:1% :%:e
Ainsi,
e+el"=e+l = e"=loue*=e << x=00ux=1.

ENLEVER LES VALEURS ABSOLUES. Pour enlever une valeur absolue, il faut connaitre
le signe de ce qu’il y a a 'intérieur. On peut donc étudier le signe de I'expression
dans la valeur absolue puis faire une disjonction de cas pour résoudre I'(in)équation
obtenue sans la valeur absolue dans chacun des cas possibles.

Exemple 23 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.

1. |x—4|=2x+10.
o’ Six—4=0 < x =4, 'équation sécritx —4 =2x+10ie x = -14 ¢
[4; +oo[ donc l'équation na pas de solution dans cet intervalle. Finalement,
|x—4|=2x+10 < [x = -2|.

2. |3—x|>|x+2|.

4

® six €] —oo;-2], l'inéquation devient3 —x > —x —2 < 3 > -2 ce qui est
toujours vrai donc l'inéquation est vérifiée pour tout x €] — oo; —2].

1
® six e [—2;3], l'inéquation devient3—x > x+2 < x < 3 donc l'inéquation
1
est vérifiée pour tout x € [-2; —|.

® six € [3;+00[, l'inéquation devient x —3 > x +2 < -3 > 2 ce qui est
toujours faux donc l'inéquation nest vérifiée pour aucun x € [3; +ool.

1 1
Finalement, |3 — x| > |x +2| < x €] —oo;é[.Donc & =] _00;5['

RESOLUTION D'INEQUATIONS PAR UNE ETUDE DE FONCTION. Si on souhaite montrer
qu'une inéquation est vraie pour tout x dans un certain sous-ensemble E (de R), ou
méme vraie sur R tout entier, et que I'on n’y parvient pas par inégalités successives,
on peut essayer d’étudier les variations d'une certaine fonction.

Méthode Pour montrer«Vx € E, f(x)<(ou =)g(x)»

Soient f, g : R — R deux fonctions définies sur R.

® On définit la fonction h : x — f(x) — g(x).

® On étudie les variations de h, on en déduit le signe de h.
® Lesigne de & donne alors la réponse.

Commencons par un exemple complet.

Exemple 24 RésoudresurR: e =x+1.

R — R
o’ Soitf .

o1 La fonction f est dérivable car somme de fonc-

ex

tions dérivables.
Pour tout x € R,on a f'(x) = exp(x) — 1. Ainsi, six > 0 alors f'(x) >0 et six <0
alors f'(x) < 0. On obtient donc le tableau de variations suivant :

X —o0 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
F(x) T—

Duapres le tableau de variations f admet 0 pour minimum sur R et latteint
en 0. On a donc montré que, pour tout réel x € R, f(x) = 0 et, par suite,
[l'ensemble des solutions estR)].

Exemple 25 Montrer, sans utiliser I'exemple précédent, que : Vx > -1,
In(1+x) <=x.
s’ On posef la fonction définie sur] - 1; +oo[ par:
Vx>-1, f(x)=In(1+x)-x.
La fonction f est dérivable sur]—1;+oo| et :
-X

T 1+x
On dresse alors le tableau des variations de f :

1
vx>-1, f'(x)=—-1
=

X -1 0 +00
f1(x) - 0 +
0
f(x) T T
—00 —00
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Comme f(0) =0, on a que pour tout x > —1,
Vx>-1, In(l+x)<ux.

f(x)=0.Ainsi:

n PARTIES MAJOREES, MINOREES DE R & PARTIE ENTIERE

Minorant, majorant, borne inférieure/supérieure

— Définition 6 | Majorant, minorant
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

® On dit que A est majoré si:
IMeR,VaeA, as<M.
On dit alors que M est un majorant de I'ensemble A.
® Ondit que A est minoré si:
dmeR,VaeA,
On dit alors que m est un minorant de 'ensemble A.
® Un ensemble a la fois majoré et minoré est dit borné, c’est-a-dire lorsque :
IMeR,AmeR,VaecA, m<a=m.

a=zm.

Exemple 26
® [ensemble N est non majoré dans R mais il est minoré par 0.
® Lensemble [0, 1] est minoré par 0 et majoré par 1 car:

Vxe[0,1[,0<sx<1<1.

Attention

Un ensemble majoré (resp. minoré) admet une infinité de majorant (resp. de mi-
norants). En effet, si M est un majorant, alors M + 1 en est un aussi.

Exemple 27 (Négation) Ecrire la négation de « A est minoré », « A est majoré »,
puis « A est borné ».
[ ] ”

Proposition 16 | Partie bornée et valeur absolue
Soit A un sous-ensemble non-vide de R. Alors :

Aestborné < AMeR*, VxeA, |x|<M.

Preuve
Supposons d’abord que A est borné, soit alors M un majorant de A et m un minorant
de A. Alors, pour x € A on a

x<M< M|,
Posons R = max{|M|, |m|}, on a alors [M| < R et — |m| = —R.
Ainsi, pour toutx e Aona-R < —|m| < x < |M]| <R, cest-a-dire |x| < R.
Réciproquement supposons qu’il existe R € R* tel que, pour tout x € A, |x| < R. Alors,
pourx € Aona

x=mz=—|ml.

x<lxI<sR, xz=-|x|=-R.

Le réel R est donc un majorant de A et —R est un minorant de A, 'ensemble A est ainsi borné.

Exemple 28

e Lensemble ]1,3] est ¢ Lensemble | — 0o,4] est

o’ borné o’ majoré mais nest pas minoré
* Nest e Q

o’ minoré mais nest pas majoré o’ nest ni majoré, ni minoré

— Définition 7 | Minimum, maximum
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

® [Maximum] On dit que A admet un maximum M si :
(i) A estmajoré par M,
{ (i) MeA.
® [Minimum] On dit que A admet un minimum msi :
(i) A estminoré par m,
{ (i) meA.
Un minimum ou un maximum est appelé un extremum.

— Proposition 17
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

® Si A possede un maximum, il est unique et on le note max(A).
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® Si A possede un minimum, il est unique et on le note min(A).

Preuve  Faisons par exemple la preuve pour le cas du maximum par exemple. Soient M, M’
deux maximum.
7

Exemple 29 Montrer que 'ensemble A = [0,2[ admet un minimum et que 2 ma-
jore A.

4

Considérons a nouveau l'intervalle A = [0, 2]. Ici, les réels 0 et 2 jouent un role parti-
culier.

® 0 est un minorant, et il ne semble pas y en avoir de plus grand, et il est dans A.
On dira que 0 est la « borne inférieure de A », et méme un « minimum de A » car il
appartient a 'ensemble comme nous 'avons vu.

® 2 est un majorant, et il ne semble pas y en avoir de plus petit, et il n’est pas dans
A. On dira que 2 est la « borne supérieure de A ».

Formalisons cela dans la définition/proposition qui suit.

— Définition/Proposition 1| Borne supérieure/inférieure o—
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

® [Bornesupérieure] SiA estmajorée, alors: A admet un plus petit majorant,
et on appelle borne supérieure de A le plus petit de ces majorants, noté sup A.

® [Borne inférieure] Si A est minorée, alors : A admet un plus grand mino-
rant, et on appelle borne inférieure de A le plus grand de ces minorants, noté
infA.

Nous admettons I'existence d'un plus petit/grand majorant/minorant sous les hy-
pothéses mentionnées (toute partie non vide et majorée de R posséde une borne
supérieure, toute partie non-vide et minorée de R posséde une borne inférieure).

La proposition qui suit est immédiate d’apres les définitions et fait le lien entre ex-
tremum et borne supérieure / inférieure.

— Proposition 18 | Lien avec le maximum / minimum
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

® SiAestmajorée et supA €A, alorsA posséde un maximum et:
maxA = supA.
® SiAestminorée et

infA € A, alors A possede un minimum et :

minA = infA.

Attention
Un ensemble n'admet pas forcément de maximum ou de minimum. Mais, pour
nous, toujours une borne supérieure ou inférieure car nous travaillerons avec
des parties non vides majorées ou minorées.

Exemple30 SiA=1[0,2[,ona:
infA=minA=0 et
[H.P] Démontrons rigoureusement, méme si cela dépasse légerement le

cadre du programme, que : SUpA = 2. (Dans la pratique, sur la notion de inf,sup, on
attend de vous seulement une intuition.)

7

SupA = 2.
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Remarque 7 Le calcul de la borne inférieure / supérieure permet également de
répondre a la question de I'existence d'un minimum / maximum (conséquence
de la Proposition 18).

En effet, dans I'exemple précédent, sup A = 2. Si A possédait un maximum, alors
il serait égal a supA =2, or 2 ¢ A donc A ne possede pas de maximum.

Remarque 8 (Un peu d’orthographe) IAcadémie Francgaise recommande
d’utiliser le pluriel « a la francaise » pour les mots latins finissant en « - um »
comme « maximum », « minimum » ou « extremum ». En revanche, en Mathéma-
tiques, nous utiliserons des pluriels latins c’est-a-dire : « maxima», « minima » et
«extrema ».

Exemple 31 On considere les ensembles suivants
A=[1,2], B=]-00,3], C=]0,4[, D=]1,+00[, E=N, F=R*"*.
Préciser si ces ensembles admettent un maximum ou minimum, et donner sa

valeur le cas échéant.
[} p’

Remarque 9 (Caractérisation de la borne supérieure / inférieure [H.P])
Pour terminer, on souhaite traduire mathématiquement (a I'aide de quantifi-
cateurs) les portions d’assertions « plus petit majorant » et « plus grand mino-
rant » apparaissant dans la Définition/Proposition 1. Reprenons I'exemple de
A =[0,2[. On a 2 = supA, mais comment traduire que c’est le plus petit majo-
rant?

A=1[0,2[ 2-¢€

| I \
| L 4
T2—5Ia€A,2—s<as2

©m

Si on se fixe € > 0, alors 2 — € ne sera pas un majorant, c’est-a-dire il existe a € A
de sorte que 2 — € < a < 2. On peut traduire de la méme facon le fait d’avoir un
plus grand majorant, ce qui nous menerait au résultat suivant : soit A un sous-
ensemble non-vide de R, alors

® [Borne supérieure] SiA est majoré, alors :

(i) M est un majorant,

M =supA < < . .
(i) Ve>0, M—enest pas un majorant,

(i) VYaeA a<M,
(ii) Ve>0, dJacA M—-ec<as<M.
® [Borne inférieure] SiA est minoré, alors :
. (i) m estun minorant,
m=infA < { )
(i) Ve>0, m+en'est pas un minorant,

(i) VYaeA m<a,
(ii) Ve>0, JdJacA m<sa<m+e.

Partie entiére

La notion de borne supérieure va nous permettre de définir proprement la notion
de « partie entiére » d'un réel, qui est connue depuis bien longtemps mais peut-étre
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A

pas sous ce nom. Ainsi, on souhaite définir mathématiquement I'action d’6ter la par-
tie décimale d'un nombre réel, c’est-a-dire transformer par exemple 1.1 en 1. Com-
ment définir mathématiquement une telle transformation? Une idée serait de justi-
fier 'écriture de tout réel x de la manieére suivante :

keN, yel0,1].

Puis on poserait que la partie entiére de x est'entier k, mais encore faudrait-il prou-
ver d’abord l'existence et]'unicité de x. Par exemple 1.1 = 1+0.1 doncla partie entiere
de 1.1 est 1. En revanche, ce n’est pas la définition classique qui consiste a dire qu’il
existe un unique k € Z tel que x € [k, k + 1], c’est-a-dire que x se trouve dans un
unique intervalle de deux entiers consécutifs. Dans notre exemple, 1.1 € [1,2].

x=k+y,

Définition/Proposition 2 | Partie entiére
Soit x € R. On appelle partie entiére de x 'unique entier relatif noté | x| € Z, tel

que:

xe[lxl,lx]l+1] (= lx]<x<|x]+1).

Attention

Attention aux confusions entre <, <.

® Si vous confondez les deux symboles, alors on change completement la no-
tion. *

® Sivous oubliez d’utiliser une inégalité stricte, c’est pire, il n’y a plus unicité!

Exemple 32 Calculer les parties entieres ci-apres.

e 3.1
o’ 13.1]=3car3<3.1<3,

o |—4.5]
o’ |-4.5]=-5,car—5<—-4.5< —4,
7
o [12] 13
» _ 7 7
of [12] =12,car12<12<13, S EJ _ 2 car2 < . <3

Contrairement aux apparences, l'existence de la partie entiére n’est pas du tout tri-
viale. Nous I'admettrons largement dans le contexte de ce cours.

Preuve  Nous devons maintenant justifier I'existence et I'unicité de la partie entiére. Soit
x €R.
Existence. (trés partielle) Considérons N, = {n € Z | n < x}'ensemble des entiers inférieurs

a x. Nous admettons que N, est non vide, cet ensemble est majoré par x. Il admet donc une

3. Par exemple, si on avait pris comme définition |x] < x < |x] + 1, alors on aurait |5] = 4... curieux
non?

borne supérieure que 'on note |x] = sup(N,). On admet que cette quantité convient.
Unicité. Supposons que m, n € Z conviennent pour la partie entiére de x. Alors :
n<x<n+l, m<x<m+l1.

On peut supposer que n < m, sinon on inverse les roles. Alors en combinant les deux enca-
drements, ona:

n<ms<sx<n+l<m+1.

En particulier, n < m < n+1. On aurait donc qu'un entier m serait compris strictement entre
deux entiers consécutifs n, n + 1 — absurde.

— Proposition 19 | Reformulation de la définition
Soit x € R. Alors :

® |x] estle plus grand entier inférieur ou égal a x, i.e. :
lx] =max{neZ|n<x}.
® |x] estl'unique entier relatif noté | x|, tel que :

x—-1<|x]<x.

De maniéere générale, lorsque 'on ne sait plus si on doit ouvrir ou fermer I'encadre-
ment, on vérifie ce que I'on écrit avec un exemple, par exemple tester avec x = 1.1.

E TRIGONOMETRIE

On rappelle dans cette section la définition géométrique du cosinus, sinus et de la
tangente. Leur étude en tant que fonction sera faite dans le Chapitre (AN) 1.

m Définitions

Définition 8 | Cercle trigonométrique
Le cercle trigonométrique est le cercle du plan de rayon 1 et de centre O.

D’apres le cours de géométrique, c’est le cercle d’équation cartésienne :
x+y*=1.

Définition 9 | Cosinus, sinus et tangente
Soit (O, ;,]) un repere orthonormé du plan. Soit € le cercle trigonométrique. Soit
x un réel et M(x) le point de % tel que x soit une mesure de I'angle (7, OM).

® On appelle cosinus de x, noté cos x, I'abscisse du point M(x).
® On appelle sinus de x, noté sin x, 'ordonnée du point M(x).
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T .
® Lorsque x ¢ {E +km ‘ ke Z}, on appelle tangente de x, notée tan x, la quan-

. sinx
tité: tanx = .
cosXx
1
e
1 M(
2 Pourquoi indiquer tanx a cet
sinx tanx  endroit? Ceci est une simple
% \ conséquence du théoreme de
-1 1 cos X 1 THALES. En effet, il donne
-= tanx 1
N
_t sinx cosx
2
\
-1

I
Remarque 10 Pour la tangente, la condition x ¢ {E + km ’ ke Z} garantit que

cosx ne s'annule pas, donc que la fraction est bien définie. Nous le reconstate-
rons lors de la résolution d’équations trigonométriques.

— Proposition 20 | Conséquences directes de la définition
® [Inégalités fondamentales]

-l1<cosx<1 |cos(x)| <1,
Vx eR, . — )
-1<sinx<1 |sin(x)| < 1.
® [Théoréme de PYTHAGORE]
Vx€eR, cos’x+sinx=1.
® [Périodicité] Pourtoutxe R, k€ Z,

cos(x +2km) =cosx, sin(x+2kmn)=sinx, tan(x+ kmn)=tanx.

Remarque 11 Dans la proposition précédente cos®(x) désigne (cos(x))? . Autre-
ment dit, la fonction cos? évaluée en x.

Remarque 12 (Et le college?) Ces définitions sont tout a fait cohérentes avec
celles qui ont été vues au college et au lycée. Dans votre enfance, on vous avait
expliqué qu’en considérant un angle x d’un triangle rectangle, on avait :
coté adjacent
COSX = ————————
hypoténuse

Ici, le triangle rectangle sous-jacent est celui dessiné sur le cercle trigono-
métrique précédent, avec la longueur de I'hypoténuse qui vaut 1 (la distance
OM(x)). Pour retrouver la formule du college avec une longueur d’hypoténuse
quelconque, on applique le théoréeme de THALES. Il en est de méme pour le si-
nus.

m Valeurs remarquables

On rappelle également ici un certain nombre de valeurs remarquables utiles.
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e Attention

i i 1 V2 V3
sin x | 0 | — | —_— 1 —_— 1 1
,,,,,,,,,,,,,,,, R A A A
st 1 M3 b ove2o 1
! ! 2 ! 2 ! 2 !

| | 3 |
tanx | 0 5 1 BEVE
Proposition 21| Multiples de it
Soit n € Z. Alors : : cos(nmn) =(-1)", sin(nn)=0. ’

Preuve  Lecture directe sur le cercle trigonométrique.

m Formules trigonométriques

I existe de nombreuses formules en trigonométrie, seules quelques unes sont a
notre programme, ce sont celles figurant dans les énoncés ci-apres. Toutes les
autres sont hors-programme, certaines d’entre elles seront vues néanmoins dans des
exemples. On commence par les principales : les formules d’addition, qui seront ad-
mises (voir vos cours de lycée sur le produit scalaire).

Proposition 22 | Formules d’addition
Soient x,y € R.

® cos(x +y) =cos(x)cos(y) Fsin(x)sin(y),
® sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x).

au sinus

Pour le sinus, le signe est inversé dans le résultat. + ~ F.

Exemple 33 (Autre formule : anti-linéarisation) Soit (x,y) € R?. A l'aide
des formules précédentes, établir une formule pour cosxcosy, sinxsiny et
sinxcosy.

4

En prenant différentes valeurs de x, y, et en utilisant les valeurs remarquables, on
déduit les formules ci-apres facilement.

— Corollaire 1| Formules de transformation d’angles associés
Soit x € R.

e cos(m—x)=—cos(x),

e cos(m+ x) = —cos(x),

* cos (g — x) = sin(x),

n .
® CoS (E + x) = —sin(x),

¢ cos(—x) = cos(x), .

sin(—x) = —sin(x),
sin(m — x) = sin(x),

sin(m + x) = —sin(x),
sin(g - x) = cos(x),

sin(g + x) = cos(x).

Remarque 13 Naturellement, des formules similaires peuvent s'obtenir pour la
tangente. Mais on les retrouve facilement a I'aide de celles énoncées précédem-

ment.

Remarque 14 (Retenir les formules d’angles associés de maniére géomé-
trique) Les relations entre les cosinus et sinus des angles associés ne s'ap-

. . . b
prennent pas par coeur! Mémoriser comment construire les angles E txetmtx

sur le cercle trigonométrique.
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AN

Les cas particuliers x = y dans les formules d’addition fournissent les formules dites
«de duplication ».

Corollaire 2 | Formules de duplication / anti-linéarisation
Soit x € R.

® cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 1 — 2sin?(x) = 2cos?(x) — 1.
® sin(2x) = 2cos(x)sin(x).

Preuve

4

Ou encore, de maniere équivalente, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3 | Formules de linéarisation
Soit x € R. Alors :
—cos(2x)

1+ cos(2x 1
—(), sin?(x) =

2
COS™\X) =
(x) 5 5

Preuve

4

Exemple 34 A l'aide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, dé-
terminer les valeurs ci-apres.

5) ()
* cos|— * sin|—
3 4
o’ o’
=) 5
* cosf{—— * sin|——
4
o’ o’
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Remarque 15 Les propriétés précédentes peuvent aussi se lire directement sur
le cercle trigonométrique.

TRANSFORMATION DE FRESNEL. Une derniere conséquence des formules d’addition

est la transformation d’expressions trigonométriques en cos ou sin. Equations et inéquations trigonométriques trigonométriques

Méthode Ecriture d’une combinaison linéaire de fonctions trigonométriques sous

0 « forme déphasée » EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES. Pour procéder  la résolution, on s’appuie sur le ré-
Satlents @, 7, 7 = I, (0 @slnetiis s fomer L esston sultat/ 51.nvant, qui découle directement d'une lecture graphique sur le cercle trigo-
. nométrique.
E(x) = acosx + bsinx
en pcos(x + ), avec p € R, ¢ € R, ou la forme psin(x + ¢). On supposera que — Proposition 4 | Résolution d’équations O—
a # 0 et b # 0 (sinon I'expression est déja de la forme voulue). ® Soit (x,y) € R
1. Mettre p = V a? + b? en facteur, de sorte que cos(x) =cos(y) < ke Z x=y+2knoudke”Z x=—y+2km.

® Soit (x,y) € R%.

sin(x) =sin(y) < 3keZ x=y+2knoudkeZ x=n—-y+2km.
® Soit (x,y) € D%,

tan(x) =tan(y) < IkeZ, x=y+kmn.

a b .
E(x) = p(—cosx+ —smx).
p p

a b
2. Comme (—, ——) est sur le cercle trigonométrique, puisque
p

a\? N b\? _ 2an2 B Les équations ci-dessus sont appelées équations fondamentales.
p o) P o 17 (Retenir les solutions d'équati , striqucs d
il existe @ € [0, 27[ tel que ; t.amarque (. etenir les solutions d’équations trigonométriques de ma-
a niére géométrique)
—————— =C0s Y, ————— =gin @. ANGLES AYANT LE MEME COSINUS ANGLES AYANT LE MEME SINUS
Vv a? + b? Vv a? + b? > b
3. Alors E(x)=cosxcos@—sinxsing = cos(x + ¢) d’'apres les formules d’ad- J J
dition. T P N

Une méthode analogue existe si l’on souhaite une forme déphasée de la forme

VI(x) M(m —
psin(x + ), il suffit de choisir I'angle différemment.

VI(x)

Remarque 16 Langle ¢ peut ne pas étre explicite en fonction des valeurs de a, b.

Exemple 35 Ecrire sous forme d’'un sinus puis d’'un cosinus l'expression
\/Ecose + \/Esine avec 0 € R.

" ~_ | ~_ |

ANIIVAN
AN

Exemple 36
® Résoudre sinx =2en x € [0,27].
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1
® Résoudre sinx = > en x € |-2m,0].

2
® Résoudre cosx = — 5 en x € [0,2m].

® Résoudre sinx =cosx en x € R.

Exemple 37 Résoudre \/gcosx —sinx = \/5 enx €R.

INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES. Il 'y pas de résultat mentionné au programme,
on procede alors a la résolution avec I'aide de dessins sur le cercle trigonométrique,
en essayant d’abord de se ramener a une inéquation sur cos ou sin. Voyons deux
exemples.

Exemple 38 Résoudre les inéquations ci-apres sur R puis donner les solutions
sur [0,2m], et [—m, 7).
1. 2sinx-1<0.

o’ On se rameéne a une inéquation fondamentale 2sinx —1 < 0 <

1
sinx < 7 On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

y[R:U

kezZ

T 51
Etona:| % pom = lO,g] U]F,ZH[.

7
_ +2kn,g +2km
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T 5T On peut faire un second dessin pour pouvoir en déduire les solutions sur les
Et finalement :\|_ . = [—n,g] U] ,n]

intervalles demandés Ona:
lln 1311 2371
y[ozn]z 0,— B —27[

7m 5w 1 L Et finalement :
"6 6 12 6 1 11
6 6 2 6 y[_m{]:[ JI] ]__ _l I T ]
’ 12" 12
—METN 0=2mn

2. 2cos(2x) > \/5 ! 2
s’ On seramene & une inéquation fondamentale :

\/_ —n=7 [2m}
3
2cos(2x) > \/5 < cos(2x) > — (*).
. o 2 . 1n  Mn
On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement : BTN [27]

L 1
(¥) <= 3Jk ez, —g+2kn<2x<g+2kn

«— JkeZ, ——+kn<x<£2+kn.
T
6
V3
2

On obtient donc :

T T
FH=U |-—=+kn,— +kn|.
=l 12 12




m Puissances & Racines

Exercice 1 | €% Puissances

n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

1. Factoriser les expressions suivantes (7 est un entier naturel) :
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2 1)\2n
A — 9n+1 _9n+2_3 X32n, B — 4_n _5 X2—2n—1 +7 X (5) , C — 32”(_1)}1 _(_9)”

Savoir-faire 2. Soient x,y € R*. Réduire les expressions suivantes :
1. Sur les ensembles de nombres : A xlx _9 B - x5 _ x—syz
® Jesensemblesclassiques ............ i O x5’ (x—2)3’ (xy—hH*
® les propriétés de 'addition et la multiplication desréels ..................... O
® lesreglesdecalcul dans @ .........ovuiiriiiniii i O Solution (exercice 1)
® lesregles sur les puissances, lesracines, ............ccooiiiiiiiiiiiiia... O 1.
® Jes idenj[ités femarquabl’es ................................................. O A =gntl _gn+2 g, 32n _gn+l _gn+2 _ g, gn
2. Surlarelation d’'ordre des réels :
® les propriétés de la relation d'ordre ...............c..uuiiiiiiiiiiii. a =9"(9-9-3)=3.9"(2-3%)=
® lescompatibilités ...........oiiiiii i e O 2 1\2n 2 5 7
@ 1eCaS dES PUISSATICES ..o vt vttt ettt et ettt et e e e e eae e O B=—-—5x2"2""147x (—) =——+ —
® lanotiond'intervalledeR ....... ..o (I 47 2 2zm 22m2 2w
® les propriétésdelavaleurabsolue .............. ... o ool O _ L (2 _ § + 7) _ 13
® 'inégalité triangulaire ...............oovneiniitneiieie e, O 22n 2 2n+l”
3. Surles bornes d’ensembles : C= 32n(_1)n —(=9)" = 9"(=1)" — (=1)"9" =
® connaitre la définition d'un majorant et d’'un minorant ...................... ]
® connaitre la définition d'un maximum et d'un minimum .................... O 2. 8
® savoir définir la borne supérieure et la borne inférieure ...................... (I A=x!x X ,
® savoir définir la partie entiere, connaitre les propriétés ...................... O 5 x5
4. Surles résolutions d’équations & d'inéquations ...................ceeeuneeinn.. O x8 x5
5. Surla trigonométrie : = (x-2) = 1
® connaitre la définition géométrique de cosetsin ............... ...l O 35 3 5
® connaitre les formules d’angles associés (a retrouver sur le cercle trigonomé- Xy Xy Y
185 0 013 S O (xy~H*  xiy—t X7
® connaitre les valeurs remarquables (& retrouver sur le cercle trigonométrique) O
® connaitre les formules d’addition et leur conséquence (duplication).......... O Exercice 2 | @2 Racines Simplifier les expressions suivantes.
® savoir résoudre des équations & inéquations trigonométriques .............. O )
o A=4\/24-5\96+4/54, . B:(\/?—z\/8+\/7+2\/6),
Parcours du TD
Plusieurs « parcours » sont proposés pour ce TD. « C = m’ on précisera no- s D = \/§ 4 3 )
&2 Exercices d’entrainement : ils sont faits pour travailler les notions du cours et sont tamment le domaine de validité V3-V2 V3+V2
généralement des applications directes (mais peuvent étre techniques). Inutile de )
travailler forcément tous les exercices de ce parcours.
¥ Exercices classiques : les méthodes a maitriser absolument. Il est conseillé de tous Solution (exercice 2)
les aborder. A =4\/24-51/96 + 4+/54
4} Pour aller plus loin : exercices plus difficiles, ou plus techniques. A ne regarder que
si les autres parcours ont été correctement réalisés. =4\/3x4x2-5\/3x4x2x4+4V6x3?
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=8v6-20v6+12V6
~[0]
B=7-2 6+7+2\/6+2\/(7—2\/8)(7+2\/é)
=14+2\/49-4x6=[24].
= \/m = l'expression est définie sur R

_VO(V3+v2)+3(v/3-v2) _6 3+3\f 3v/2 _[6v3)
(V3-v2)(V/3+12)

m Equations et inéquations

Exercice 3 | 83 Polyndmes Résoudre les équations et inéquations ci-apres.

1. 2+4x?+x-620, 2. x*-x*-x-2<0,
3. Bx-1D(x+2)+(2-6x)(4x+3)>0, 4 32x%-162x2 <0,
2x 2x+1 xt+x
5. < , 6. — <1,
4x2 -1 4x%2-4x+1 x*—-5x2+4
7. 2x*—4x+2=1-x, 8. (x—-1)2<1,
1 1 2x+1 3x-2
9. —_— <, 10. = )
xX—-2 2x 1+x 1+x

x> +10x -4 _16x+2

1. < .
xX—2 x+1

Solution (exercice3) Dans tout!’exercice, on notera.# 'ensemble des solutions

de I’équation ou I'inéquation résolue.
1. 1 est racine évidente et on obtient :
5x +6) = 0. Un tableau de signe donne |5ﬁ =

[-3,—2[U]1, +oo[ ]

2. 2estracine évidenteetonobtient: x*—x*-x-2<0 < (x-2)(x*+x+1)<

0 et le discriminant de x? + x + 1 est négatif donc[.% = ]—o0, 2[.
3. On factorise par 3x — 1 et on obtient :

Bx—-1)(x+2)+(2-6x)(4x+3)>0 < (3x—-1)[x+2—-2(4x+3)]>0

— (Bx-1)(-7x—-4)>0.

Un tableau de signe donne |.¥¥ = | ——, - |.

4, On factorise par 2x? puis on utilise I'identité remarquable a® — b? et on ob-

X+4x°+x-620 = (x-1)(x*+

tient :
32x% - 162x% < 0 < 2x%(16x*-81) <0 < 2x%(4x*-9)(4x*+9) < 0.
33
-—,—| ~1{0}.
3|0
5. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie si

11
et seulementsi4x®>—1#0et4x®>—4x+1#0.Ainsi 2 = R\{—E,E}.

On passe tout du méme c6té et on met tout au méme dénominateur. On a :
2x 2x+1 - 2x(2x—-1)-(2x+1)(2x+1) <0
2x+1)(2x-1) (2x-1)% (2x-1)2(2x+1) h
—-6x—1
— <0
(2x-1)2(2x +1)

Un tableau de signe donne |.¥ =

Un tableau de signe donne |.%# = ]—oo,——[ [—— —I ]—+oo[

6. On commence par le domaine de résolution. L'inéquation est bien définie
si et seulement si x* —5x>+4 # 0 < (x> -4)(x>—1) £ 0. Ainsi 2 = R~
{-2,-1,1,2}.

On passe tout du méme c6té et on met tout au méme dénominateur. On a:
xt+x 5x2+x—4

— - 1<0=> ——<0.
x*—5x2+4 (x2-4)(x2-1)

Un tableau de signe donne

5W=]—2,—1[u]—1,§lu]L2L

1
7. 2x%—4x+2=1-x < 2x>-3x+1=0donc 5”:{5,1}.
8. (x—1)?<1 < x(x-2)<0donc|.¥ =[0,2]|

9. On commence par le domaine de résolution. Linéquation est bien définie si
et seulement six —2 # 0 et 2x # 0. Ainsi 2 = R~ {0, 2}.
Deplus,ona:

1 1 x+2
<= " <0
x—-2 2x 2x(x—2)
etun tableau de signe donne : | = ]—oo, —2[ U0, 2[].

10. On commence par le domaine de résolution. Linéquation est bien définie si
et seulement si x +1 # 0. Ainsi 2 =R~ {-1}.

2x+1 3x-2 -x+3
> — =0
x+1 1+x 1+x
et un tableau de signe donne | =[-1,3]|.

11. On commence par le domaine de résolution. Linéquation est bien définie si
etseulementsix—2+0etx+1+#0.Ainsi¥ =R~ {-1,2}.
x2+10x—4<16x+2 x(x? —5x+36)
x-2  x+1 (x-2)(x+1)
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Exercice 4 | % Transformations puissances, exponentielles et logarithmiques

donc un tableau de signe donne|.% = ]—oo, -1[U [0, 2[].

Résoudre les équations et inéquations ci-apres.

1.
3.

In(x%—4e?) <1+1n(3x), 2.
In(2x+4)-In(6—x) =In(3x—2) — &

Inx| <1,

2e?* —_e*-1<0,

In(x),

2In(x) +In(2x—1) > In(2x+8) + 6.

4e* —3ez =0,

2In(x-1),

Solution (exercice &)

1. ®
°

® OnposeX = e* et on doit résoudre 2X*> —X —1 < 0. On obtient X €

Domaine de résolution : 2 = |2e, +oo[

Ona:ln(x?-4e?) <1+In(3x) < x*>—3xe—4e* < 0. Un tableau de signe

donne m.

Domaine de résolution : 2 = R**.

On distingue deux cas :

o Six =1, alors [Inx| =Inx et on doit résoudreInx <1 < x < e, donc
S =l

1
¢ Si0<x <1,alors|lnx| = —Inxetondoitrésoudre —Inx <1 < x > —,
e

donc % =

_’1
e

1

Ainsi, &£ = A U S, soit: |L = |-, el
e

2
Domaine de résolution : & = ] 3 6 [
En utilisant les propriétés du logarithme népérien, on a : In[x(2x +4)] =
In[(3x —2)(6 — x)]. Ce qui est équivalent a x(2x +4) = (3x —2)(6 — x) car
la fonction exponentielle est strictement croissante sur R. En passant tout

5

6
du méme coté et en développant, on obtient : |.¥ = {—, 2} .

Domaine de résolution : 2 = R.

)

1
=1
2

soit e* > - et e* < 1. La premiere équation est toujours vraie, et la

deuxieme équivaut a x < 0. On a donc: | = [—o0,0]|.

Domaine de résolution : 2 = |1, +o0.
En utilisant les propriétés du logarithme népérien et le fait que la fonction
exponentielle est strictement croissante sur R, on doit résoudre 5x*—14x +

8 < 0. En n'oubliant pas le domaine de définition, on obtient|. = |1,2[|.

6. ® Domaine de résolution : 2 = R.
® On poseX = e? et cela revient a résoudre 4X> —3X = 0 < X(4X-3) =

. P . < X X 3 os o 2 .
0. Ce qui est équivalent a ez < Ooue? > 7 La premiere inéquation est

3
impossible et la deuxieme donne | = [21n (Z)’ +oo[ .

Exercice 5 | @5 Avec radicaux Résoudre les équations et inéquations ci-apres.

1.

3.

L

N

vVx+l=x-1, 2.
Vx2-3>5x-9, 4,
Vix+3)(x-1)=2x-1, 6.

=)
1s|——] <9

Vx+4+vVx+2<1,
ex—lz\/ex+1—ex—e+1,

Vx+4-+vVx+2=1,

x—1

Solution (exercice 5)
1. ® Domaine de définition : 2 = [—-1, +o0o[
® Attention, pour pouvoir élever au carré, il faut que les termes des deux

coOtés soient du méme signe! Il faut toujours faire des cas :

o [Cas 1] six < 1:on ne peut pas élever au carré. Une racine carrée
étant toujours positive, on a . # = @.

o [Cas2] six =1:onpeutpasseraucarrée dansl’égalité tout en conser-
vant I’équivalence, les deux membres étant positifs. On obtient comme
résultat x = 0 ou x = 3. Or, on est sous '’hypotheése x = 1 donc %, = {3}.

Synthése : on a ¥ = % U S, soit : | = {3}].

Domaine de définition : 2 = [-2, +o0[.

Les deux termes étant positifs, on peut passer au carré dans I'inégalité tout

en conservant I’équivalence et on obtient

\/m + \/m <] &
Il faut ensuite faire deux cas :
o [Cas 1]
Comme une racine est toujours supérieure ou égale a 0, on obtient .} =
D.
o [Cas2]

Syntheése:ona|.¥ = @|.

(x+4)(x+2) < —g—x.

six > -3 : on ne peut pas élever au carré.

5
six < -5 impossible car 2 = [-2, +oo[ donc .%, = @.

3. ® Domaine de définition: 9 = ]—oo, _\/5[ u [\/g, +oo].
® [ On fait deux Cas pour élever au carré |
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9 .
o [Cas 1,six < E] on ne peut pas élever au carré. Une racine carrée
étant toujours positive ou nulle, et le membre de droite étant négatif,

on obtient ¥ = ]—oo,—\/g[u \/g,g]

. 9 o . .
o Cas2,six > 5 Les deux termes de I'inéquation sont alors positifs et on

peut donc passer au carré tout en conservant I’équivalence. On obtient
Vx2-3>5x-9 < 4x*-15x +14<0.

. 7 .
Les racines sont alors 1 et 2. Lensemble solution est alors pour ce cas,

en n'oubliant pas de regarder a la fois le domaine de définition et I'hy-
9 9

othesex > -, & = l—,2 .
P 5727 |5

Synthese :|.# = ]—oo,—\/g[u]\/g,Z[.

4, ® Domaine de définition : 'inéquation est bien définie si et seulement si

e—1
el_e"—e+120 = (e-1)e*-e+120 = ex>—1

e pa—
care—1> 0.Ainsionobtientque: e**'-e*—e+120<=e* =21 x>0
en composant par la fonction In qui est bien strictement croissante sur

R**. Ainsi 2 = R*.

® On peut remarquer que sur 2, on a toujours e* — 1 = 0. Ainsi les deux

termes de I'inéquation sont toujours positifs et on peut passer au carré
tout en conservant I'équivalence. On obtient que :

ef—1>Vertl—ef—e+1 = e’ —(1+e)e*+e=0.
On pose alors X = e* et on doit résoudre X — (1 + €)X + e = 0. Le discrimi-
nant vaut A = (e — 1)? et les racines sont 1 et e. Ainsi on obtient :

e -1>Vetl—ef—e+] < e*<loue*>e < x<Ooux>1
en composant par la fonction In qui est strictement croissante sur R**.
Comme 2 = R", on obtient que :

e -1>Vetl—ef—e+1 < x=0oux=>1.

® Conclusion:|# = [1, +oo[ U{0}].
5. ® Domaine de définition :I'inéquation est bien définie si et seulement si (x +

3)(x—1) = 0.1l s’agit d'un polynéme de degré 2 dont les racines sont —3 et
1.Ainsi 2 = |—o0, —3] U [1, +o0l.

® On étudie deux cas:

1
o [Cas1,si2x-1<0 < x< E] on ne peut pas élever au carré. On se

place donc sur |—oo, —3]. Comme une racine carrée est un nombre po-
sitif ou nul, elle est bien toujours supérieure ou égale a un nombre stric-

tement négatif. Ainsi I'inégalité est toujours vérifiée sur cet ensemble et
on obtient que #, = [—o0, —3].

o CasZ,sin—l?O@xzz.

On se place donc sur [1, +oo[. Les deux termes sont alors positifs et on
peut donc passer au carré tout en conservant I’équivalence. On obtient
que:

Vx+3)(x—1)=22x-1 < x*>+2x-324x*>—4x+1 < 3x*>—6x+4<0.
Le discriminant vaut A = —12 et ainsi pour tout x, ona: 3x*—6x +4 > 0.
Donc % = 9.

Synthese : on a|.# = [—oo, -3]].

Domaine de définition 2 = [-2, +oo].

On utilise ici par exemple la forme conjuguée, c’est-a-dire on multiplie

le numérateur et le dénominateur par la quantité strictement positive

VX +4+ v x+2.0n obtient alors 'équation équivalente a résoudre

2
=]l 2=Vx+4+Vx+2.
VX+4+/x+2

On est ainsi ramené a pratiquement la méme équation que tout a ’heure

2l

7
que je vous laisse résoudre. On obtient |.% = {——}

Domaine de définition 2 = R~ {1}.
La racine carrée est une fonction strictement croissante sur R* et tous les
termes de I'inéquation sont bien positifs, on peut donc composer par la
racine carrée. On obtient (attention a ne pas oublier la valeur absolue!) :

x-3

1s|——|<3.

x-1

On fait alors deux Cas pour enlever les valeurs absolues —

x-3
o Cas 1,—120 < x€]-00,1[U[3,+0o0l.
x_

. . yeo 2 . X . .
On doit alors résoudre I'inéquation 1 < 1 < 3. Les réels x doivent

x-3 x-3
et
. . x—-1 x-1
équation donne :

donc vérifier 1 <

< 3. La résolution de la premiere in-

x-3 -

—— 2]l —=20<—= x-1<0.

x-1 x-1
Le premier ensemble solution est ainsi [—o0o,1]. La deuxieéme inéqua-
tion donne

x-3 x-3 —-2x

—— <3¢ —-3<0 << ——<0.

x—-1 x—-1 x—-1

Un tableau de signe donne alors que le deuxieme ensemble solution est
alors |—o00,0] U [3, +o0].
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On obtient ainsi, en faisant I'intersection de ces deux ensembles et en
vérifiant qu'on est bien aussi dans |—oo, 1[ U [3, +00[, que A = [—00,0].

-3
[Cas 2] x_l <0 < x€[1,3].
x_

. ) v . x—-3 ) .
On doit alors résoudre I'inéquation 1 < ] < 3. Les réels x doivent

- 3—x 3-x . . L
donc vérifier 1 < 1 et < 3. Larésolution de la premiere inéqua-
x - X —
tion donne
3—-x —2x+4
=1 —=0.

= @
x-1 x—1
Un tableau de signe permet de trouver le premier ensemble de défini-
tion. Le premier ensemble solution est ainsi [1, 2]. La deuxiéme inéqua-

tion donne
3-x 3—-x —-2x+3
€3 —-3<0 <= —<0.
x-1 x-1 x-1
Un tableau de signe donne alors que le deuxieme ensemble solution est
3
alors |-, 3] .
2

On obtient ainsi, en faisant I'intersection de ces deux ensembles et en

3
vérifiant qu'on est bien aussi dans ]1,3[, que %, = [E’ 2] .

Synthése : I'ensemble des solutions correspond alors ala réunion des deux

® [Cas2,si2+ x <0, asavoir si x < —2.’équation a résoudre est alors]

2-x42+2x=x> = x*-x=0

Les solutions sont x; = 0 et x, = —1. Aucune des deux solutions trouvées
n'appartient a I'intervalle [—o0, —2], ainsi .%, = @.

Synthése : on obtient | = {—1,4}|.

2. Ily aune valeur absolue, on étudie donc deux cas :
® [Cas1] six=0.Léquation arésoudre est alors équivalente a

=x <= x*-x=0 <= x(x-1)=0.

Lensemble des solutions est alors .4 = {0, 1}.
® [Cas2] six <0.Léquation arésoudre est alors équivalente a

2

x=—x = x’+x=0 = x(x+1)=0.

Lensemble des solutions est alors .%, = {—1, 0}.

Synthese : 'ensemble des solutions est|.# = {-1,0, 1}|.

15
3. On fait deux cas selon que 2x —3 = 0 ou 2x — 3 < 0 et on obtient|.¥ = I ] .

2’2

4. On commence par faire un tableau récapitulatif et on obtient :

sous-ensembles .4 et .%,. Ainsi, on obtient :

y:]—oo,o[u[g,zl.

Exercice 6 | %3 Avec valeurs absolues Résoudre les équations et inéquations ci-

apres.

1 |24 x|+2+2x =12

3. |2x-3|<2
5. |x2—1|<2|x|,

2
*+yox
|[x2=1]+1

Solution (exercice 6)

2. x%2=|x|
4, |2x+3|—-|-5x+6]=3x+2,

6. Vx2-x-2=13x+2|,

1. Il y a une valeur absolue, on doit donc étudier deux cas :
® [Cas1] si2+x=0,asavoirsix = —2. équation a résoudre est alors :

24x+2+42x=x> < x2-3x-4=0

Le discriminant d’une telle équation est A = 25, ainsi, les solutions sont
x; = —1 et x, = 4. Elles sont bien toutes les deux supérieures a —2, donc

Lsﬂl = {_1’4}~

3 6
X —00 -- - +00
2 5
2x + 3| -2x-3 0 2x+3 2x+3
|-5x + 6| —-5x+6 —5x+6 0 5x -6
[2x + 3] — |-5x + 6| 3x-9 7x -3 -3x+9
On étudie alors les 3 cas et on obtient au final—|.%# = @.
5. On commence par faire un tableau récapitulatif des cas :
X —00 -1 0 1 +00
x| —X -X 0 X X
|x2—1‘ x?-1 0 —x?+1 -x*+1 O x?-1

Etude de cas :
® [Casl] sixe€[-oo,—1]:

‘x2—1|<2|x| e x2-1<-2x < x2+2x—-1<0.

Ainsi 7 = [-1-V/2,-1].
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® [Cas2] sixe]-1,0[:
‘x2—1|<2|x|<=>—x2+1<—2x<=>x2—2x—1>0.
Ainsi % = [-1,1- V2.
® [Cas3] sixe0,1]:
‘x2—1’<2|x|<:>—x2+1<2x<:>x2+2x—1>0.
Ainsi % = [-1+V/2,1].
® [Cas4] sixe]l,+oo[:
‘x2—1’<2|x|<:>x2—1<2x<:>x2—2x—1s0.

Ainsi 7 = [1,1+ /2]
Synthese : on obtient |.% = [—1 - \/5,1 — \/5[ U [—1 + \/5,1 + \/E] .

. Lesracines de x — x?—x—2sont —1 et 2. Onrésout donc sur 2 = ]—oco, —1]U

[2,00]. Les deux membres de I'inéquation étant positifs, nous avons :
Vx2—-x-2213x+2| &= x*-x-2=(3x+2)?
— x?-x-229x*+12x +4
< 0=8x*+13x +6.

Ce dernier trindme est de discriminant négatif, donc est toujours positif.
Ainsi, I'ensemble des solutions est |5” =]—o00,—1]U[2,00[|, 'ensemble de dé-
finition.

. On résout sur 2 = R puisque le dénominateur ne s’annule jamais (somme

d’un réel strictement positif et d'une quantité positive).
® [Cas1l] xe[-1,1].Alors:

2 2
x2+/2x . X +\/§x>1
x2—1|+1 2-x2

x(x+\/§) o
Vo]

X
=1
>\/§—x>0

- X

—

|

S
MISROE

— x=

— X =

On obtient un premier ensemble de solutions: % =|—,1].

V2
2

® [Cas2] xe~[-1,1]. Alors:

2 2
Hevox o ever
|x2-1|+1 x?

<=>x+\/§>1

by

x+\/§ X \/5
— -—=—20.
X x X

Cette derniere inégalité ne pouvait étre vérifiée que pour les x positifs, on
déduit un second ensemble de solutions: % =[1,00].

V2

—,00]| |

2

Lensemble des solutions est donc | =

Exercice 7 | € Avec étude de fonction Montrer que :

2

X
1. Vx>0, x—;sln(1+x)<x,

.7C2

2. VxeR*, e*——=>=1.

2

Solution (exercice 7)
1. On démontre I'inégalité en deux temps.

2
X
® Montrons d’abord que pour tout x >0: x — > <In(1+x).
52
On pose pour cela la fonction f(x) =In(1+x)—-x+ > Cette fonction est
bien définie sur R* et elle est dérivable sur R* comme composée et somme

1
de fonctions dérivables. On obtient pour tout x = 0: f'(x) = Toc l+x =
X
2

T Comme on est sur R*, ona: f'(x) = 0, donc f est croissante. Ainsi
X

0 est le minimum de f sur R* et on obtient bien que pour tout x > 0 :
2 2

X X
In(1+x)—-x+ > =0, asavoirx—? <In(1+x).
® On montre de méme la deuxieme inégalité en étudiant la fonction g(x) =

In(1+x)-x.
2

X
. Pour tout x € R*, on pose f(x) = e* — 5 1. La fonction f est définie et

dérivable sur R comme somme de fonctions définies et dérivables. On a, pour
tout x € R,

fl(x)=e"-x.

Or on a montré dans le cours (il faudrait refaire le raisonnement) que I'on a
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e* = x + 1 pour tout x € R, donc on a f'(x) = 0 sur R*. On obtient alors le
tableau de variation suivant

X 0 +00
') .
(0. @]
£(x) /
0

De plus, f(0) = €’ —0—1 = 0. Dconc la fonction f est toujours positive ou
nulle d’apres le tableau de variations, on a donc bien :
x2
e'=>—+1.
2

Vx eR,

Exercice 8 | @ Démontrer que : x+x%< 2\/}.

Vx€[0,1],

Solution (exercice 8) Il suffit juste de remarquer que

x€]0,1] = x?’<x< \/;
L'inégalité précédente est 4 connaitre. En particulier, on a x? < \/x et x <
en additionnant les inégalités, on obtient I'inégalité cherchée. Ainsi,

IVx €]0,1[, x*+x <2\/;.‘

x et

Exercice9 | ¥

1
1. Montrer que pour tousréelsaetb: |ab|< E(a2 +b?).  Indication : On pourra

considérer le développement de (|al — |b])?

\/Es—x;rl.

2. Démontrer que pour tout x € R* :

Solution (exercice 9)
1. Soient a et b deux réels. D'une part, on a:

(lal = 1b1)? = lal* ~2|al|b] +|b|?
=a*-2|al|b| + b*
=a®-2|ab|+ b>.

D’autre part, on a (|al — |b|)? = 0 (un carré étant positif).

Onobtient: a®*—2|ab|+b?* = 0, ce quidonne: 2|ab| < a®+ b?, d'ot1le résultat

>car lal* = a® |b|* = b*

Qcar |al|b| = |ab|

en divisant par 2 (ce qui ne change pas le sens de I'inégalité). Donc :

1
lab| < E(a2 +b?)|.

2. Soit x = 0. Il suffit d’'utiliser la question précédente avec a = \/; eth=1,ce
qui donne :

Ve L
ﬁsx+

définition. Donc :

) 1
puis :

, sachant que ‘\/ﬂ > 0 (puisque \/x = 0) et \/}2 = X par

\/;<x+1

2

Exercice 10 | %8 Résoudre dans R et selon les valeurs du parametre m € R, les
équations suivantes :

1. m(x+2)=2m(3x—4), 2. (m+1)x+2-m=0,
m+3 2m-1

3. e¥-2me"+1=0, =
X x—-1

5 x—-m=Vx%+mx.

)

Solution (exercice 10)
1. ® Domaine de résolution : R.
® Onrésout par équivalences successives, 'inconnue étant ici x. On obtient
ainsi que :
m(x+2)=2m(3x—4) < -5mx=-10m < mx =2m.
On doit doncici étudier deux cas selon que m est nul ou pas car on ne peut
pas diviser une égalité par un nombre nul...

o [Cas 1] si m = 0:1'équation est alors équivalente a : 0 = 0 et ainsi
T =)
o [Cas 2] sim # 0:1'équation est alors équivalente a : x = 2 et ainsi

[Fmso = (21}

2. Le domaine de résolutionest Retona:
(m+1)x+2-m=0<— (m+1)x=m-2.

® Si m = —1, 'équation devient 0 = -1 —2 = —3. On obtient donc :
EAET)!
® Si m # —1, on peut alors diviser par m + 1 # 0 et on obtient :
m-—2
PR |
m+-1 m+1
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3. Le domaine de résolution est R et on a

e —2me*+1=0 < X=e"etX*-2mX+1=0.

Etude de I'équation X? — 2mX + 1 = 0. Son discriminant vaut A = 4(m? —1).
On fait des Cas selon le signe de A —

® Sime ]-1,1[, alors A < 0, et.

® Sime ]-oo,—1[1,+o0], alors A = 0. Il existe donc deux solutions réelles

(distinctes si m # —1 et m # 1 et égale sinon) qui sont
Xy=m+vm?-letX,=m—-vm?-1.

Comme X = e*, on doit vérifier si X, et X, sont bien strictement positives.
o étudedeX; :

X;>0 <= vVm?-1>-m.

— Sim e [-o0,—1], alors —m = 0 et on peut passer au carré de chaque
cOté tout en conservant I’équivalence. Ainsi,
Vm2—1>-m < m?*-1>m? < -1>0.
Impossible donc X; ne peut pas étre solution si m € [—oo,—1].
— Sim € [1,+00[, alors —m < 0 et 'inéquation est toujours vérifiée.
Ainsi, X; est solution si m € [1, +o0].

o étude de X,. On refait un raisonnement analogue et on obtient que si
m e |—oo,—1], X, ne peut pas étre solution et que si m €]1, +o0], X, est
solution.

On peut donc conclure dans le Cas ou m € [-oo,—1], on a —

Fmel-o00,-11 = B}

Il nous reste ainsi a finir le Cas ou1 m € [1, +oo[. Dans ce cas, on a vu que

X, et X, sont strictement positifs. On obtient alors en utilisant le fait que

la fonction In est strictement croissante sur R**—

e -2me*+1=0 <= e =m+vVm?-loue*=m—-vVm2+1

— x=In(m+vm?-1)oux=In(m-vm?+1).

Ainsi, on obtient : |.%,,c(1 1o = {ln(m +vVm?-1),In(m-vm?- 1)} .
Domaine de définition : 9 = R~ {0, 1}.
On passe tout du méme coté et on met tout sur le méme dénominateur.
On obtient :

m+3 2m-1 (4-m)x—-(m+3)

x  x-1 x(x-1)

On doit donc étudier des cas :
o [Cas1l] sim=4,onobtient: m+3=0 < 7=0.Ainsi|¥,_, = D.

=0« (4—-m)x—(m+3)=0.

m+3
o [Cas2] sim #+ 4, onobtient x = —m Il reste alors a vérifier que ce
-m

. . . . 3
nombre est bien dans le domaine de résolution, a savoir que +0

1.

m
et
4

m+3
— Sim = -3 alors =0et ainsim

4-m

1 m+3
— Sim = - alors =1etainsi|.¥#, _ .
2 2o 7 [Tn=1 = 2]

. m+3
— Sinon ymER\{4,—3,%} = {4_ - }

5. ® Domaine de résolution : Léquation est bien définie si x*> + mx = 0 <

x(x + m) = 0. Les racines du polynéme de gauche sont 0 et —m. On doit
donc distinguer trois cas selon que m >0, m =0 et m <0.
o [Cas1l] sim>0:

Un tableau de signe donne que : 2 = |—o0, —m[0, +oo.
o [Cas2] sim=0:

On doit résoudre x? = 0 et ainsi: 2 = R.
o [Cas3] sim<0:

Un tableau de signe donne que : 2 = |—oc0,0[ — m, +oo].
Résolution :
Lorsque x—m < 0 <= x < m:iln'yapas de solution car une racine carrée
est positive ou nulle. Ainsi on se place dans le Cas ol x = m. Dans ce cas
13, les deux membres de I’équation sont positifs et on peut donc passer au
carré tout en conservant I’équivalence. On obtient ainsi—

x-m=Vx2+mx & x*-2mx+m?=x*+mx < 3mx =m>
On doit alors distinguer deux Cas selon que m = 0 ou pas—
o [Cas2] m =0:danscecas,onobtient:x—m =V x2+ mx < x = |x|

ce qui est vrai si et seulement si x = 0. Ainsi car le domaine

de résolution est R.
o [Cas1etCas3] m #0:dans ce cas, on peut diviser par m et on ob-
tient :

) m
X—m=vVvXx +mx<:>x:§.

IInereste plus qu’aregarder siun tel x est dansle domaine de définition,
et s’il vérifie bien la condition Xz m.
— [Casl] sim>0:ona 3 € [0, +o0[ © 2. Par contre, cette fois
m
ona EY < m, donc la solution ne convient pas. Ainsi on obtient que
‘Spm>0 = Q.

m
— [Cas3] sim<0:onabien 3 € [—00,0] € 9, et d’autre part, on a
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2m+1
aussi % = m. On obtient donc que |, = {ﬂ } 1. Ainsi, la racine est la plus petite des trois. On peut alors faire
3 . - A
un tableau de signe, en remarquant en particulier que m > 1 < m —
. P . N . >0:
Exercice 11 | 83 Inéquations avec paramétre Résoudre dans R et selon les valeurs 1>0
du parametre m € R, les inéquations suivantes :
X —00 @ -2 1 +00
2 m 1 1-m
1. x*—-(m+1l)x+m=0, 2. < —,
x—1 x+2 (m-1x+2m+1 - 0 + + +
3. V2x+m=x+1.
X +2 - - 0 + +
Solution (exercice 11) x—1 _ _ - 0 o+
1. Ici le domaine de résolution est R. On peut remarquer que le coefficient
constant du trinébme vaut m x 1, le coefficient du x vaut —(m + 1), et le coeffi- % - 0 + - +
cientdominantvaut 1. Les racines sont donc m et 1. Sil'on ne pense pas a uti-
liser cette propriété, on calcule le discriminant et on obtient que A = (m—1)2. Ainsi, | Fs = |00, zm+1 ul-2,1]|
On étudie donc 2 cas : —m 5 I
® [Cas1l] sim=1 1A10r25 A =0etx = 1 est la seule solution et x* — (m + o Si0< m < 1.Larésolution de lm T Test équivalente a0 < m < 1.
1)x+m29<=>(x—1) 20.A1n31m‘ o o C om+1 -m . .
® [Cas2] sim #1,alors A >0 etles deux solutions réelles distinctes sont Ainsi, laracine ——— estla plus grande des trois. On peut alors faire un
X, = miltim-1 X, = w On doit donc distinguer deux tableau de signe, en remarquant en particulierque m <1 <= m-1<0:
cas: 2 2 x —00 -2 1 v too
o Si m < 1 : les deux racines sont alors m et 1 et on obtient (m—1)x+2m+1 + + + 0 _
|ym<1 =]-o0,m] U1, +oo[| -
o Si m > 1 : les deux racines sont alors 1 et m et on obtient x+2 0 + * +
|ym>l =]—oo,1]U[m,+oo[.| x -1 - - 0 + +
2. Linéquation est définiesix — 1+ 0 et x +2 # 0. Ainsi, 2 = R~ {-2, 1}. Sur cet (n-ltomil + - H + 0 -
X— X
ensemble, on obtient : TS|
—(x— . m
m__ 1 m(x+2)—(x—1) <0 Ainsi, | Fpeo =1-2,1[U | ——, +oo0||
x—-1 x+2 (x—-1)(x+2) 5T
x(m-1)+2m+1 o Si m < 0. Ainsi, la racine est entre les racines —2 et 1. On peut
(x-1)(x+2) alors faire un tableau de signe, en remarquant en particulier que m <
® Sim =1, l'inéquation a résoudre devient alors : 0<1l < m-1<0:
m 1
< — <0.
x—-1 x+2 (x-1)(x+2) x —0o o 2m+1 1 +oo

Un tableau de signe donne alors :|#,,-; =]-2,1[|. (m—1)x+2m+1 N N 0 _ B

. . 2m+1 o
® Sim # 1,alorslaracinede x(m—1)+2m+1 est . Pour pouvoir faire

X+2 - 0 + + +

un tableau de signe correct, on doit savoir ou elle se situe par rapport a —2
-1 - - - 0 +
etl. *

. 2 : N (m=-1Dx+2m+1 _ _
< —2 estjustement équivalente a m > =D (x+2) + 0 +

2m+1
¢ Sim > 1.Larésolution de
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L 2m+1
Ainsi, | S0 = ]—2, U1, +oo[|.
-m
3. ® Domainederésolution. Linéquationaunsenssi:2x+m =0 <= x = -5
.. m
Ainsi, 9 = —?,+oo .

® Résolution :

o [Casl] x+1<0 < x<-1:
Linéquation est alors toujours vérifiée car une racine carrée est tou-
jours positive.
m
Pour trouver 'ensemble solution, il faut alors étudier la position de — )
par rapporta —1.
m
—;S—l — -ms<-2<<= mz=2.
Ainsi, on obtient
. m
— Sim =2,alors & ., = [—?,—1 [
— Sim<2,alors # ., = @.
o [Cas2] x+1=0 < x=-1.Les deux termes de 'inéquation sont

alors positifs, on peut donc passer au carré tout en conservant 1’équiva-
lence et on obtient :

V2x+mz=x+1 <= 2x+m=x>+2x+1 < x*+1-m<0.

Le discriminant est A = 4(m — 1), on a donc
— Sim<l1,alorsA<0et ., =P.

— Sim =1, alors les deux solutions sont —\/m —let \/m —1. 11 faut

m
alors étudier la position de —v/m — 1 par rapport a ~3 eta—1.0n

a
m
~Vm-12-—
2

— \/m—lzg

>termes positifs
= m’-4m+4=0
— (m-2)?=0.
Cette derniere inégalité est toujours vraie. Ainsi, on a, pour m = 1,
-Vvm-1= —ﬂ.
Un raisonnement analogue montre que
-Vm-1<-1<= m=z=2.
On en déduit les résultats suivants :
— Silsm<2,alors—-vm-1> -1, —% >—1et—

donc % e =[-Vm-1,vm—1].

m m
— Sim?Z,alors—Vm—ls—l,—Es—let—\/m—lz—?,donc

'%,mzz = [_1» vV nm — 1]'

o On peut alors conclure :

— Sim<1, alorsm

— Si 1l < m < 2 alors S =
yme[l,Z[: [_\/ m_l, V m_I] .

— Sim = 2, alors %,

ymzzz [_%, V m_ll

@ U [—\/m—l,\/m—ll, soit

—m,—l[ U [—1,\/m—1[ soit

2

Partie entiére

Exercice 12 | @ Equations/Inéquations avec partie entiére Résoudre :

1. WxZ + 1J =2, 2.

-1<2x+1] <1.

Solution (exercice 12)

1 [ X%+ lJ = 2 si et seulement si 2 < vV x2 + 1 < 3 par définition de la partie
entiere. Puisque les trois membres sont positifs, on a:

2<Vx2+1<3 <<= 4<x*+1<9

— 3<x?<8,
— ve]-vB-v3|u|Va ]

Lensemble des solutions est donc ]—2\/5, —\/5] U [\/5,2\/5 [
2. —1<|[2x+1] <2sietseulementsi:
-1<2x+1<0oul0<2x+1<1.

En effet, la partie entiere est un entier, et il n'y a que —1 et 0 comme entier
supérieur ou égal a —1 et strictement inférieur a 1. De plus:

1
-1<2x+1<0 <= —1<x<—5,

1
0<2x+1<1<:>—5<x<0.

Donc I'ensemble des solutions est :
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Exercice 13 | € Démontrer que :

Vx€eR,VneN*, L%LnxJJ = |x].

Solution (exercice 13) Partons la encore de la définition.
lx] <x<|x]+1.

Donc en multipliant par #,
nlx] < nx < nlx] + n.

Puisque n|x] est un entier inférieur a nx, ona n|x| < |nx]. Puisque n|x] + n est

un entier strictement supérieur a nx, ona |nx|+1 < n|x] +n, donc finalement :
nlx] <|nx] <n|lx]+n-1.

Divisons a présent par n de chaque coté :

Lstanxjsli+1—l<LxJ+1.
n n

Par unicité de la partie entiére, on a donc immédiatement :

EtnxJJ - x.

Exercice 14 | §§ Démontrer que:
Y(x,y)eR? x|+ |y|<|x+y|<lx]+|y]+1.

Solution (exercice 14) Pour établir des inégalités sur les parties entiéres, on uti-
lise en général la définition du cours ci-apres : c’est le plus grand entier inférieur
ou égal au réel en question. Par ailleurs, la partie entiére plus un est le plus petit
entier strictement supérieur au réel en question.
Soit (x,y) € R%. Par définition de la partie entiére, nous avons :
x| <x<lx]+1, |y]<y<Ix]+1.
Nous avons donc en sommant :
x|+ |y] <x+y<lxl+|y]+2. (%)
® Montrons que |x] + |y| < [x + y]. Pour établir cette majoration, il suffit donc
d’établir que | x| + |y | est un entier inférieur ou égal a x + y (on aura alors que
la partie entiere de x + y est supérieure a cette entier, puisque c’est le plus
grand). Le réel |x] + |y| est bien entier, puisque c’est une somme de deux
entiers, et on a montré avec (%) que |x| + |y| <x +y, c’est donc terminé.
® Montrons que |x+y| < |x] + |y] + 1. D’apres (%), [x] + |y] + 2 est un entier
strictement supérieur a x + y, |x +y| + 1 est le plus petit entier strictement
supérieur a x + y, donc
[x+y|+1<|x]+]|y]+2.

Donc |x+y]|<lx]+[y]+1.

On a donc établi que :

‘V(x,y) eR?,  |x]+|y] < |x+yl<Ixl+]|y]+ 1‘.
On retiendra donc en particulier de cet exercice que la partie entiere d'une
somme n’est pas la somme des parties entieres.

Maximum et minimum. Borne supérieure et inférieure.

Exercice 15 | %
suivantes :

Soit A € Z(R). Traduire a I'aide des quantificateurs les propriétés

1. Lenombre -7 est un majorantde A. 2. Le nombre 2 n'est pas un minorant

deA.
3. Lapartie A est bornée. 4 Lenombre /7 estun minorantdeA.
5. Lapartie A n'est pas majorée. 6. Lenombre 1 estla borne supérieure
deA.
Solution (exercice 15)
1. [VxeA x<-7] 2.
3. [ImeR, AM€eR, VxeA, m<x<M|]
4 |VxeA, x=/n] 5. [VMcR, GxeA, x> M|
VxeA, x=1 . L
6. { VM<1 3xeA, x>M. La seconde ligne signifiant que aucun M < 1

ne majore A.

m Trigonométrie

Exercice 16 | € Quelques calculs de cosinus et de sinus

1. Soient (a, b) € R%. Rappeler les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b).
2. Calculer les réels suivants :

(i) orli) el
cos(—|, sin|—/—]|, cosf—|
12 12 12

n
Indication : Par exemple, pour le calcul de cos (E)’ on pourra commencer par

remarguer uen I = T
querque =1 T 12
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. . o . bl T
3. En utilisant cette fois une formule de duplication, calculer : Exercice 17 | 4§ Calcul de tan 3 etdetan (E) Soient (a, b) € R?. On suppose que
I e ¢ PP
cos (5)’ sin (5) tana, tan b et tan(a + b) sont bien définis.

Solution (exercice 16) 1 Rappelef les formules df)nnant cos(a+ b) et sm(a.+ b). .
1. Ona 2. En déduire une expression de tan(a + b) en fonction de tana et tan b, puis une
expression de

cos(a+b) = cosacosb —sinasinb, 3. [Application : calcul de tan(m/8).]

Sin(;[l + ﬁ) = f_'[in“COS b+cosasinb. 31) Montrer que le nombre x = tan(mn/8) est solution de 'équation x*> +2x—1 =
2. ® Ona—-—-—-=—,donc: 0.
3 AJIT 12 n - - 3.2) Endéduire que x = V2-1.
cos ( 12) = cos (— - —) =cos (g) cos ( ) + sin (g) sin (Z) ) 3.3) Déterminer avec la méme méthode la valeur de tan(m/12).
\/_(1 + \/_) Solution (exercice 17)
soit apres simplification : |cos .
1. Ona
® De-méme, ona cos(a+b) =cosacosb —sinasinb
(T NG . (T 18 my . (7
SIH(E) = Sln(g - Z) =sin (g) cos (Z) —Cos (g) sin (Z) ) sin(a + b) = cosasinb + sinacos b.
2. Ainsi:
b1 2(v/3-1 : ;
soit apreés simplification : [sin | — | = M . t b) = cosasinb +sinacosb
12 4 an(a+b) = ——
N ) o cosacosb —sinasinb
® A partir du calcul précédent, on a: cosacosb (EL‘;’Z, zg;‘;)
m pL pL pL \/5(1— \/g) = COSdCOSb(l— sinasinb)
COS E = COS E + 5 —sin 12 1 . cosacosbh
T on 1 - _ | tana +tanb
3. Il suffit de remarquer que : ria) x 3 On pose alors 0 = 3 et on obtient par “|1—tanatanb |
la formule de duplication des angles : cos (20) = 2cos? (0) — 1. Ainsi, 3. 31) Ennotant x = tan(n/8), la formule donne pour a = b =n/8:
2
2(”)_C°S(%)+1_\/§+2 I:tan(n/4):tan(z+g)=—x
cos”|[=|= = . 8 8/ 1-x?
8 2 4

ce qui équivaut apres simplification a x2+2x—1=0|

3.2) Onrésout’équation polynomiale de degré 2. On trouve :

R ) . . .
Le réel 3 est dans I'intervalle [0, — | etle cosinus est positif sur cet intervalle,

ainsi :

cos(g): \/E+2. X = ﬂ——l+\/_
8

4
Une fois le cosinus connu, le sinus se déduit par la formule cos?(x) + Mais puisqu’on sait que x = 0 onam.
sin? (x) = 1. On obtient ainsi, 3.3) De méme sion pose y = tan(m/12) on a
sz(n) . V2+2 2-4/2 V3 an(n/6) 2y
<|=1- = . — =tan(n/6) =
8 4 4 3 1-2
5 . P .. ’e n . y a2 . . . ) .
La encore, le sinus étant positif sur l'intervalle |0, 3| on obtient : douy +2\/§y— 1=0.Ainsiy = —v/3+2. Mais puisqu’on saitque y = 0

onay:Z—\/g.

sin(g) = 2- \/5

4

Exercice 18 | @ Résoudre sur R les équations suivantes et représenter les solutions
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sur le cercle trigonométrique : 2. Légalité est de type équation fondamentale.
. 1 . } |
\/5 ] sin(4x) = - < sin(4x) = sin (—g)
1. cos(bx)=— 2. sin(4x)=-- - -
2 2 > JdkeZ dx=——+2knoudkeZ 4x =+ — +2km.
X /3 6 - 6
3. tan(—) =-1 4. tan(2x)=-v3 n  kn . kn
z @ P S P R e
24 24 2
PO
Solution (exercice 18) 1l s’agit dans cet exercice d’égalités trigonométriques e + B
fondamentales que I'on résout donc en appliquant la méthode du cours.
1. L'égalité est de type équation fondamentale. 7
T m 24
\/§ T —+ =
cos(5x) = - < cos(5x) = cos (E) 24
1 b
< JkeZ 5x=—=+2knoudkeZ 5x=—-—+2km. B
6 — 6 21
n 2kn n 2kn n
On obtient donc : y:{—+—}kez}u{——+—}kez}. Py
305 305 24
T 21 T N 3n
el ied 7 Gl
80 5 o on % + 7 24 2
T 4m an TR
oy 30 5 T 37n
30 e
24 2
T 4n i
30 5 30 Onremarqueici qu’il faut tracer 4 points pour chaque ensemble de solutions :
U
T 6m T en effet, on doit chercher k tel que > =2m, soit k = 4.
30 5 30 3. Légalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-
x 81 cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’apres le domaine de
X m
30 + = 30 + 5 définition de la tangente, que: — # —+kn, k€ Z < x # n+2km, ke Z.0n
' 87 résout ensuite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions
30 + 5 trouvées n'appartiennent pas a I'ensemble {nt + 2kn | k € Z}.

X x b
tan(E) =-1 < tan(E) = tan(—z)
Pour savoir combien de points tracer sur le cercle pour chaque ensemble de X -
solutions, on cherche la premiére valeur de k pour laquelle on retombe sur la — JkeZz, 571 +km

solution de départ modulo 2n. Par exemple, pour le premier ensemble de so- 13
2kt «— dkeZ x=—-—+2km.
lution, on cherche k tel que = = 27, soit k = 5: on doit donc tracer 5 points 2

. P N .S T
sur le cercle trigonométrique. Méme chose pour le deuxiéme ensemble de Donc: |¥= {_E +2kmn | ke Z}.
solutions.




4. Légalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-
cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’apres le domaine de

T n kn
définition de la tangente, que:2x #+ —+km, keZ << x+—+—,k€Z.On

résout ensuite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions

BCPST1 € 2023-2024

z ) : N ) T[ kT[
trouvées n'appartiennent pas a l’ensemble {Z + > ke Z}.
b
tan(2x) = —\/5 < tan(2x) =tan (—g)
— E”CEZ,Zx:—g-i-kT[.
— EIkeZ,x=—g+2kn.
k
Donc: y:{—f+—n}kez}.
6 2
n
3
=
5T
6
b
6
41
3

Exercice 19 | @  Résoudre les inéquations suivantes dans R, puis dans [0, 27| et

[, 7] :
1 3
1 7 tan(3x) > 1 2. sin(3x) = —%
3
3. \/Ecos Bx)<1 4, tan(x) <1

Solution (exercice 19)

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

1. On se ramene a une inéquation fondamentale :

%tan(?)x) >1 < tan(3x) > V3 ()

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

1 |
(x) < 3Jk ez, §+kn<3x<§+k7[

n km m km

— Jdke”Z, —+—<x<-—+—.

9 3 6 3
n kmnm km

Onobtient: |FH=U |=+—,=+—||
rez19 3 6 3

On refait alors un autre cercle trigonométrique (a faire) afin de placer les
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angles solutions et on obtient, en prenant k € [0, 5] :

(S0 =[5 2] U], F]O[ 2, 2] 0|20, =] G [ 27, 3]y ] Lon, Ux] |
Enfin,ona:
‘S’j nnt = 1=~ 5 [V]-% -3 [V]-5, —§[u[§ §lV]F 3lu 7;’55[‘

2. Larésolution graphique sur le cercle trigonométrique donne :

3
sin(3x) = —%

T 47
—3JkeZ, —§+2kns3x<?+2kn

. 2km 4 2km
—3JkeZ —-—+—<xX<—+—.
9 3 9 3

On obtient donc :

n 2km 4n 2km
yR:U —_—t—, — +—|
ezl 9 39 3
27 E
3 3

IS

On fait un cercle trigonométrique pour placer les solutions, et on obtient, en
prenant k € [0, 2] :
411] [571 1011] [lln 1611] [1711

- —,Zn] .
9 9 9

o e e i v

‘Sﬂ[O,Zn] = IO'

Et finalement :

S = [

1
3. Ona: \/Ecos (3x) €1 < cos(3x) < —=. Larésolution sur le cercle trigo-
2

nométrique donne :

1 b 7T
cos(3x)s — < 3IkeZ, Z+2kn<3xsz+2kn
2
— dkeZ, —+—<3x<—+—.
On obtient donc :
n  2km 7m 2km
H=U|=+— —=+—
=112 3712 3

A

Afin de donner les solutions dans [0,2n[ et dans [—m, 7], on représente les
solutions sur un cercle trigonométrique en prenant k =0, k =1let k =2.On
obtient alors :

L 9 157 17t 237w
Lo2m = |75 75 15’ 19 ETRETY
12" 12 127 12 12 7 12
Et finalement :
n7n In
Sl i v o b R vl
(=m,nl 12° 12 12




BCPST1 € 2023-2024

43

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

4. Larésolution graphique sur le cercle trigonométrique donne :

T T
tan(x) <1 <:>3k€Z,—§+kn<x<Z+kn.

On obtient :

F=U —g+kn,g+kn .

kezZ

Attention, les solutions pour la tangente sont définies modulo &, et non 2.

Il'y a donc deux intervalles solutions a tracer sur le cercle trigonométrique.

Onadonc:

S [0,2n] =

U

n] [n 51t
0,—|U|=,—
4 2 4

3
2

,211]

. Et finalement :

mn

3
o= | 1o 2 o o]
’ 4 2 4 2

N A
w3

|
A

Exercice 20 | 4§ Angle moitié

X
1. Soitx e R\{n+2km, k € Z}. On pose : u = tan (E), établir les relations suivantes,

et indiquer pour quelles valeurs de x elles sont valides :

1-u? 2u 2u

COSX = ——,sinx=——, tanx =
2 2
u 1+u

1-u?
2. En utilisant ces relations, résoudre sur R 'équation :

cosx —3sinx +2tan(g) —-1=0.

Solution (exercice 20)

1. Tout d’abord, u = tan (g) est bien défini pour x € R\ { + 2kmn, k € Z}.
2

1-u
® Onal+u?>0donc 132 est bien défini. De plus, on a
2 l—smz(%) 2(x s 2(x
l1-u w(3) cos’(3)-sin’(3) cosx
1+u2 = sin2(£) = >l x > x = =COSX.
1+ 300)  cos?(3)+sin?(3)
cos?(3)
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2u
® Deméme, 1+ u? >0 donc T2 est bien défini. De plus, on a
u

3)
2u cos(Z) _ 2cos(3)sin(3) Smx—sinx
1+u? 1+ Sinzz(%) cosz(’—z‘)+ 2()—2‘) ’
cos?(3)

x x
® Onal-u? # 0sietseulementsi tan? (5) # 1, C’est-a-dire tan(z) ¢{-1,1}.

On doit donc avoir x € R\ ({n +2kn,keZlu {g +km ke Z}) Onaalors:

)
2u )

1-u? | _si(3)  cos?(%)-sin
cos?(3)

sin(

NIES

2

cos( 2cos(%)sin

(SIEY

X b
. L'équation est définie pour > eR\ {E +kmn, ke Z}. Le domaine de définition

estdonc|2 =R\ {n + 2km, k € Z}|

On pose alors u = tan (g), et on utilise les formules de la question précé-
dentes pour transformer I’équation. On est ramenés a résoudre
1-u? 2u
1+ 1+u?
1-u?—6u+2u+2u’—1-u?
1+ u?

+2u—-1=0

=0

On doit donc trouver les u tels que le numérateur s’annule. On obtient u €
{0,—1,2}. On doit ensuite revenir a la variable x, on résout donc

o tan(x) 0 f—kJT keZ — x=2kn,keZ

o an[}] =
J-

L4 tan(

_:_£+kn,k€Z <:>x=—5+2kﬂ,k€z

N &N

2 < — =arctan(2)+kn, k€ Z < x = arctan(2)+2kmn, k € Z.

S={2km ke Z}u{—g+2kn,k € Z}U{Zarctan2+2kn,k €7}

Ici, arctan2 désigne 'unique réel tel que tan(arctan2) = 2. Nous verrons et
comprendrons mieux cette notation plus tard.
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