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Chapitre #

Fonctions

(AN) 1

Généraliteés......ooevvevuennnnn. Résumeé & Plan

Calculs de limites & Conti- Lobjectif de ce chapitre est la

NUItE...oovvrreieieeeennnennnnnes présentation de généralités sur
Calculs de dérivées............. les fonctions, déja évoquées dans
Fonctions usuelles.............. les classes de lycée (définition,

monotonie, parité, etc.). Nous

Formulaire de dérivees : bilan développerons la notion de limite

descourses.......cceeviennnnns o .
de maniere plus rigoureuse dans
EXErCiCeS «vvuuuiirrrennunnnennns un futur chapitre. Ensuite, nous
Le terme de fonction a été nous intéresserons aux principales
introduit par le fonctions usuelles a connaitre. Des

mathématicien allemand
Gottfried Wilhelm LEIBN1Z en
1673 dans un manuscrit
inédit « La Méthode inverse
des tangentes ou d propos des
fonctions ».

compléments sur la continuité et
la dérivabilité seront faits dans le
Chapitre (AN)5 : l'objectif de ce
chapitre est pour le moment de
savoir faire des études de fonctions
de maniere efficace, donc un aspect
— Le saviez-vous?  pratique.
Jeune, en mathématiques, on
ne comprend pas les choses,
on s’y habitue.

—J. voN NEUMANN

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P]. Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Jes preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en

BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n'en par-
lerons pas en cours.

Remarque 1 Tous les exemples de ce chapitre font appel aux fonctions usuelles
vues au lycée. En cas de besoin, vous pouvez consulter par anticipation la der-
niere section du chapitre : la Section 4.

n GENERALITES

n Définitions, opérations de base

— Définition 1| Fonction entre deux ensembles
Soient E,F deux ensembles non vides.

® Une fonction deE dans F est un processus qui associe a chaque élément x de
E au plus un élément y de F (donc soit 0 élément, soit 1 élément). On dit que
E est'ensemble de départ de f et que F est 'ensemble d’arrivée de f.

® Lorsque EcR,F cR, onditque f: E— F est une fonction numérique.

® On appelle ensemble de définition de la fonction f : E — F I'ensemble noté
92, < E pour lequel f associe une image, c’est-a-dire :

Pr={x€E|JyeFy=f(x)}

Lorsque %, = E, c'est-a-dire lorsque I'on peut associer a tout élément de E un
élément dans F, alors on dit que f est une application.

Remarque 2

® La différence entre les fonctions et les applications est ténue, on ne vous en
voudra pas de confondre les deux.

® Lesapplications seront plus généralement étudiées dans le Chapitre (ALG) 5.

® Si f:E — F, alors f est aussi une fonction de 9, dans F (dans ce cas, elle
associe un élément a tous ceux de I'ensemble de départ). Dans la pratique,
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écrira plutot
f:9;—F, plutotque f:E—F.
Par exemple, privilégier
R* — N R — R
f: . Lo plutétque: f: o L
X X
Cadre

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des fonctions numériques,
méme lorsque cela n’est pas précisé.

— Définition 2 | Image d’un élément, Image d’'une fonction
Soit f : 2; — R une fonction.

® Soitx € Py ety € Rtel que y = f(x). On dit que y est image de x par [ et que
x estun antécédent dey par f.
® On appelle image de f 'ensemble f(2;) défini par :

f(@f) ={f(x) \ x € D},
Si A © 9y, on appelle image de A par f 'ensemble f(A) défini par :
FA)={f(x)|xeA}
C’est donc 'ensemble des images des éléments de A.
® Soit B<R. On dit que f est a valeurs dans B si f(2y) < B, c'est-a-dire :

Vxe, [f(x)€B.

Attention

Etre « a valeurs dans B » ne signifie par « prendre toutes les valeurs de B ». Par
exemple, la fonction f : x — x* + 1 est a valeurs dans R mais n’atteint pas les
éléments de [0, 1[ car x> + 1 = 1 pour tout x € R.

Concretement, pour calculer des images d’intervalles, nous utiliserons le plus sou-
vent des tableaux de variations en plus d'une hypothese de continuité. Ce sera fait
plus tard.

— Définition 3| Graphe
Soit f : 2y — R, on appelle graphe de f ou courbe représentative de f le sous
ensemble noté €, de R? défini par :

G ={(x,f(x)) |xe@f}.

De maniére équivalente, on a pour (x,y) € R?,

(x,y) €€ = y=f(x).

COURBE REPRESENTATIVE ET IMAGE

Attention

On prendre garde a ne pas confondre f et f(x), qui sont des objets de natures
tres différentes.

Attention Neécessité de préciser 'ensemble de définition

Quand on définit une fonction réelle a valeurs réelles on doit donner son en-

3x+2
semble de définition. On n’écrit pas « Soit f(x) = =0 mais :
x —
R~{1} — R
® « Soitf 3x+2 »
x-1
® ou encore « Soit la fonction f définie sur R~ {1} par :
VxeR~{l}, flx)=>2t2
~ P = ».
x—1
Exemple 1

1. Soit f: x € R — x?2. Préciser son ensemble de définition Dy, f(2y) sans jus-
tifier, et le(s) antécédent(s) de 2 par f.

7
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1
2. Soit f : x € R— —. Préciser son ensemble de définition &y, f(%) sans jus-
X
tifier, et le(s) antécédent(s) de 2 par f.

R4

Maintenant que 'on connait «1'objet fonction », on peut essayer de réaliser des opé-
rations sur elles, on en définit alors plusieurs autres.

— Définition 4 | Opérations
Soient f : 9y — R, g : 9, — R deux fonctions, et A € R. On définit les fonctions

1
)\f,f+gyf><get?par:

Dy — R
e ; f
® [Multiplication scalaire] Af X — Axf(x)
DDy — R
® [Somme + 7
[ 1 7 g‘ x  — f(x)+gkx)
DNDy — R

® [Produit] fxg

x  — flx)xg(x)
9 — R
{xe f‘f(x)ato} ) si{xe@f‘f(x)io}?EQ

x _— —

f(x)

® [Inverse]

|~

Pour chacune des fonctions précédentes, on réalise 'opération « image par image »,
puisque « x par x » nous savons multiplier, additionner ... des nombres réels. Nous
allons voir maintenant une opération un peu plus singuliére. Par exemple, considé-
rons la fonction & : x € R — x*. On peut la voir comme

® le produit de f : x € R — x? avec elle-méme, i.e. h = f x f, puisque x* = x%.x?

pour tout x € R,
® mais aussi comme 1’élévation au carré deux fois de suite, i.e. :

hixeR— f(f(x)) = f(x*) = (x*)%.

Onnote h = f o f et on parle de « composée de f par f ».

Plus généralement, nous avons la définition suivante.

— Définition 5| Composition
Soient f: 2y — R, g : 2, — R. Alors si f(Zf) « D, on définit la composée de
Dy — R

gof|;]

f par g notée g o f par: x — g(f(x)).

On dira que :
® g estla fonction extérieure de la composée g o f,
® f estla fonction intérieure de la composée g o f.

Exemple 2 Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes, et les
écrire comme une composée.
® /i, :x — In(x+3).

7

1
® h:x—lx——,
X
4
1+ eﬁ . . .
® fi;:x— .Pour la composée, l'une des deux fonctions sera la fonction
X\/Xx
racine carrée.
7
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Attention

Il est trés important de vérifier la condition f(2y) < Z,, elle garantit que pour
tout x € 9y, f(x) est bien dans le domaine de définition de g et donc que l'on

peut lui appliquer g.

Remarque 3 On peut aussi omettre dans la définition la condition f(%2y) < 9,,
et indiquer en ensemble de départ (a supposer non vide) de g o f:

Dyor = {xeR|x €Dy, f(x) €D, ).

Lorsque g est définie sur R, la composée g o f existe toujours. Par exemple, si

g = exp.

On représente souvent les composées avec des diagrammes comme ci-apres.

Les propriétés algébriques de la composition (associativité par exemple) seront étu-
diées dans le Chapitre (ALG) 5 sur les applications. En revanche, on peut déja préci-
ser un point de vigilance.

déduire?

R4

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

g°f

N

2, 1 [(2) <2, 5> R

@ Attention La composition n’est pas commutative

En regle générale, fog g o f.

Exemple 3 Onnote f: x — x%,g : x — x>+ 1. Calculer f o g,g o f. Qu'en

m Propriéteés sur les fonctions

La plupart des fonctions usuelles apparaissant dans les prochains exemples sont
connues depuis le lycée, mais elles seront revues en fin de chapitre.

— Définition 6 | Périodicité
Soit f: 2, — R.
® Soit T[> 0]. La fonction f est dite périodique de période T ou T-périodique si :

* VxeP;, x+Tey, * Vxe%y, f(x+T)=f(x).

® Lafonction f est dite périodique s’il existe T > 0 tel que f soit T-périodique.

Remarque 4 Par récurrence évidente, on montre qu’alors :

VxeR,VneZ, f(x+nT)=7f(x).
Cela permet de réduire le domaine d’étude d’une fonction a 2, n [0, T], I'inter-
valle [0, T] pouvant étre remplacé par n'importe quel autre intervalle de lon-

gueur T. Par exemple, si la fonction posséde une parité (voir ci-apres), il vaut

TT
mieux choisir : an[——,—l.

Attention
On ne dit pas «la» période mais une période. En effet, si T convient dans la
définition précédente, c’est le cas aussi de 2T, 3T etc.. Certaines fonctions pos-
sedent une « plus petite période », mais pas toutes. Par exemple, pour les fonc-
tions constantes tous les réels strictement positifs sont des périodes, et R** ne
possede pas de minimum.

Géométriquement, cela signifie que dans le plan muni d'un repére (O,f,]’), son

graphe est invariant par la translation de vecteur Ti.

e Attention Non-unicité de la période

Si f est T-périodique alors elle est également 2T-périodique, 3T-périodique, etc.
Plus précisément, pour tout n € N*, f est nT-périodique.

—

2n
Exemple 4 Lafonction f est périodique de période e

— cos(3x)
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y FONCTION IMPAIRE FONCTION PAIRE
y \
/\ < /\
7 Cr
A A A A . X
VoV V[V VoVl
< >
T Exemple 5
. R — . .
GRAPHE D’UNE FONCTION PERIODIQUE 1. Lafonction f X 5y est impaire.
R* — R
27t 2. Lafonction g 1 estimpaire.
o’ Eneﬁet,sixel]%onabienx+?elR{et *o= 7
271 27 : R — R :
f(x + ?) =cos (3 (x + ?)) = cos(3x + 27) = cos(3x) = f(x). 3. Lafonction h x — cos(x) est paire.

— Définition 7 | Parité & Imparité Ces différentes propriétés seront largement utilisées ultérieurement, notamment
Soit f: 9y — R. dans I'étude de fonctions afin de réduire 'ensemble d’étude. Lorsqu’'une fonction
1. Lafonction f est dite pairesi: est périodique I'étude sur une période suffira, lorsqu’une fonction est paire/impaire

I'étude sur R* suffira.
e VXEDy, -—XE€Z e Vxe%y, f(-x)=[f(x).
2. Lafonction f est dite impaire si :
m Sens de variation
* VXE€EDy, -X€Pf e Vxe€%y f(-x)=-f(x).
La notion de croissance ou décroissance est intuitivement claire, mais comment la

Géométriquement, la parité et I'imparité s’interpretent ainsi. définir proprement? Pour f : R — R, on aurait envie de dire qu'elle est croissante

si:

® Si f est paire alors, dans le plan muni d’'un repére (O, i,j), son graphe est invariant VxeR, Vh=0, f(x+h)=f(x). (%)

par la symétrie d’axe (O,f). C’est-a-dire que la valeur de f en x + h est située au-dessus de celle en x. Apres un

® Si f estimpaire alors, dans le plan muni d'un repere (O, ;,j), son graphe est inva- petit jeu de changement de nom de variable, on obtient la définition ci-aprés.
riant par la symétrie centrale par rapport au point O.
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— Définition 8 | Monotonie

Soit f: 9 — R.
® On dit que f est constante sur Dy si
V(x,y)eZ;, f(x)=f(y).

® On dit que f est croissante (resp. strictement) sur 9 si
V(x,y)e2;, x<y = fx)<fQy)
(resp. V(x,y)€2? x<y = f(x) <f(y)).
® On dit que f est décroissante (resp. strictement) sur 9 si
V(x,y)€2;, x<y = [fx)=fy)

(resp. V(x,y)€2? x<y = f(x) >f(y)).
® On dit que f est monotone (resp. strictement) sur %y si f est croissante ou

décroissante (resp. strictement) sur 2.

— Proposition 1| Opérations sur les fonctions monotones
Soient f, g : 9y — R. Alors :

® [Addition] si f, g ont méme monotonie, f + g aussi.
® [Produit par un scalaire] Si f est monotone, alors pour tout A € R, Af est:
© monotone de méme monotonie que f si A >0,
o et de monotonie inversée a f si A < 0.
® [Produit]
o si f, g sont croissantes positives, alors f g est croissante,
o sif, g sont décroissantes positives, alors f g est décroissante.
® [Composition] Supposons de plus que g © f existe, i.e. f(Zy) = D, :
o sif,g sont monotones de méme monotonie, alors g o f est croissante,
o si f,g sont monotones de monotonies opposées, alors g o f est décrois-
sante.

Remarque 5

® On notera qu'une fonction strictement croissante (resp. strictement décrois-
sante) est croissante (resp. décroissante).

® Une fonction croissante préserve les inégalités. Une fonction décroissante
renverse les inégalités.

® Pour les fonctions strictement monotones, on peut remplacer le symbole
« = » par « <= » dans la définition.

FONCTION STRICTEMENT MONOTONE

A A

FOI--------

FONCTION NON STRICTEMENT MONOTONE

o
—
=

/ | | | | |

Attention

Il faut bien connaitre la définition de fonction monotone, en plus de savoir I'éta-
blir éventuellement en dérivant (un des objectifs de la suite du chapitre).

Attention
La fonction «identité » x — x est croissante sur R, mais quand on la multi-
plie par elle-méme, le résultat x — x* n’est pas une fonction croissante sur R.
Comme quoi la positivité compte!

Preuve Démontrons par exemple que g o f est décroissante, lorsque g est décroissante et
[ est croissante.
7

Exemple 6 En utilisant la définition, établir les monotonies ci-apres.

+
—_—

R
1. Lafonction f 2o Jx est strictement décroissante.

4
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2. La fonction g %] est croissante mais n'est pas strictement crois-
sante.L'étude compléte de la partie entiere sera faite dans la Section 4.
¢
»'

Nous reverrons plus tard dans le chapitre un moyen plus efficace de prouver que des
fonctions sont monotones que la définition.

Extrema

— Définition 9 | Majoration, minoration, borne, sup, inf
Soit f: 9y — R.
® Onditque f est majorée sur &y sil'ensemble { f(x) ‘ XE€e @f} est majoré, c’est-
a-dire si:
IMEeR, Vxe% [f(x)<M.
Dans ce cas, la borne supérieure de f, notée sup f, est la borne supérieure de

{rx) ‘x ey},

® Ondit que f est minorée sur 2, sil’ensemble { f(x) ‘ Xe @f} est minoré, c’est-

a-dire si:
dmeR, VxeZ;, f[f(x)=m.
Dans ce cas, la borne inférieure de f, notée inf f, est la borne inférieure de
{f(x) ‘ XE€ @f}.
® On dit que f est bornée sur Z; sil'ensemble { f(x) ’ X€ @f} est borné ou en-
core que f est majorée et minorée, c’est-a-dire si:
AmM)eR?, VxePy, m<f(x)<M.

La notion d’ensemble borné peut se réecrire a I'aide de la valeur absolue, c’est donc
aussi le cas des fonctions bornées.

Proposition 2 | Caractérisation des fonctions bornées a I'aide de la valeur ab-

solue
Soit f : 2, — R. Alors

f estbornée sur 2, < |f| est majorée sur 2,

< 3IM=0, VxeZ;, |[f(x)[<sM.

Dans la pratique, on utilise plutdt cette proposition pour montrer qu'une fonction
est bornée. La rédaction est souvent plus simple en exploitant les propriétés de la
valeur absolue.

Preuve

4

— Définition 10 | Extrema global / local
Soit Z; un intervalle non-vide de R, f une fonction de 9y dans R et x, € R.

® [Global] Ondit que f admet un maximum global en x, si x, € Zy, et :

Vx €D, [f(x)<f(xo)-
On dit alors que f(x,) est le maximum de f sur Z;.
® [Global] Ondit que f admet un minimum global en x si x, € 2, et :

Vx e, [(x)=f(x)
On dit alors que f(x,) est le minimum de f sur &;.
® [Local] Ondit que f admet en x, € 2y un minimum local (resp. maximum
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local) sil’'une des égalités précédentes a lieu uniquement sur un voisinage de
X, C'est-a-dire un intervalle de la forme ]x, — €, x, + €[, € > 0.

® On dit que f admet en x, un extremum (resp. extremum local) si f admet en
X, Un minimum ou un maximum (resp. un minimum local ou un maximum

local).

Exemple 7

Y,

A
T

w

O
~

et
A

\/ _

{] 1 2 3

(e}

Ici, la fonction f est définie sur A = [1;9].

® festbornéesurAcar: VxeA, 0<f(x)<4.

® (0 estun minorantde f sur A, c’est méme le minimum global atteint en 3 et sa
borne inférieure.

® Enrevanche 4 est un majorant non atteint de f sur A.

® Iln'y a pas de maximum global et sup f(x) = 4.

X€EA
® Enfin, 1 est un minimum local atteint en 7 et 3 un maximum local atteint en
5.

n CALCULS DE LIMITES & CONTINUITE

Nous voyons dans cette section une définition intuitive de la limite (une définition
rigoureuse sera étudiée dans le Chapitre (AN) 5) et les régles d'opérations classiques
afin de pouvoir effectuer des calculs. Les propriétés complémentaires plus générales
(convergence monotone, théoreme des valeurs intermédiaires et de la bijection etc.)
seront vus plus tard dans 'année.

m Généralités

— Deéfinition 11| Voisinage

® On appelle voisinage de +oo tout intervalle de la forme A, +oo[ ol1 A € R.

® On appelle voisinage de —oo tout intervalle de la forme ]—oo,A[ oU A € R.

® Soita eR.
o On appelle voisinage de a tout intervalle de la forme |a —n,a + n[ oin > 0.
© On appelle voisinage de a” tout intervalle de la forme ]a — 1, a[ ot n > 0.
o On appelle voisinage de a* tout intervalle de la forme ]a, a + [ ot n > 0.

— Définition 12 ] ] - -
Soit a € RU {+o0}. On dit qu'une propriété, dépendant d'une variable x, est vraie

au voisinage de a (resp. a*,a” ) si elle est vraie pour tout x € V, ou1 V,, est un
voisinage de a (resp. a*,a™).

Exemple 8

1. Soit f : x — 2x. Alors f est positive au voisinage de 0", négative au voisinage
de 0~ ; mais son signe n'est pas déterminé au voisinage de 0 (c’est-a-dire sur
un intervalle de la forme |-, n[ avec n > 0).

2. Soit f : x — |x|. Alors f est positive au voisinage de 0, strictement positive au
voisinage de 0" et de 0 ; mais elle n'est pas strictement positive au voisinage
de 0.

3. Soit f : x — In(x). Alors f est définie au voisinage de x, pour tout x, € R},
définie au voisinage de 0*; mais f n'est pas définie au voisinage de 0.

4, Soit f : x — In(—x). Alors f est définie au voisinage de x, pour tout x, € RZ,
définie au voisinage de 0 ; mais f n'est pas définie au voisinage de 0.

5. Soit f : x — In(|x]). Alors f est définie au voisinage de x, pour tout x, € R*,
définie au voisinage de 0~ et de 0* ; mais f n’est pas définie au voisinage de 0.

— Définition 13 | Limite
Soient a € RuU {+o0}, £ € R et f une fonction. On note :

o f(x) =2 ¢ si:
o f est définie au voisinage de a* et a”, (Etdonc pas obligatoirement en a...)

o etsi: «f(x) estaussi proche que I'on veut de 4, si x est assez proche de
an».
® f(x) =% +(resp.—)oo si:

¢ [ est définie au voisinage de a* et a™,

o etsi: «f(x)estaussigrand quel'onveut (resp. petit), six est assez proche
de a».

Graphiquement, on dit que la droite x = a est une asymptote verticale a la

courbe.
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x—+ (resp.—) oo

® f(x) l si:
o f est définie au voisinage de +oo (resp. —00),
o etsi: «f(x) est aussi proche que 'on veut de ¢, si x est assez grand

(resp. petit) ».
Graphiquement, on dit que la droite y = £ est une asymptote horizontale a la

courbe.
x— +/— o0

® f(x) +/—0c0 si:
o [ estdéfinie au voisinage de + / — oo,
o et si :  «f(x) est aussi grand/petitque l'on veut, si x est assez
grand / petit ».

Remarque 6 Quand on suppose I'existence d'une limite en a dans un théoréme,
cela supposera donc implicitement qu’elle est définie sur un voisinage appro-
prié de a.

Définition 14 | Limite d’une fonction
Soient a € Ru{+oo}, £ € Ru{+oo} tels que f(x)
de f en a, ce que 'on note :

X—a

¢.0ndit que ¢ estla limite

¢ =1lim f(x) ou,plussimplement, ¢ =Iim f.

Attention

Une fonction peut ne pas avoir de limite, nous verrons des exemples plus tard
dans 'année.

Remarque 7 (Pourquoi la notion de limite ?)

LA LIMITE EN & EST LA VALEUR EN & LA VALEUR EN a N’EXISTE PAS
y

1 fla

H‘

I
|
|
|
|
I
|
T
a

La notion de limite en a est peu utile La notion de limite est typiquement la
ici, puisqu’elle est égale ala valeur en a pour mettre des mots sur ce type de
de la fonction. Nous verrons méme comportement, et ’étudier.
plus tard dans 'année que c’est le cas
des que la fonction est définie en a.

Le théoreme suivant sera démontré plus tard dans 'année, comme la plupart des
résultats qui vont suivre.

Théoréme 1| Unicité de la limite
La limite d'une fonction, si elle existe, est unique.

LIMITE A DROITE OU A GAUCHE. Une limite peut étre caractérisée par une convergence
a droite et a gauche, cela signifie que x se «rapproche par la droite ou la gauche » du
point a.

— Définition 15 | Limite a droite/gauche
Soient a € RU {+o0}, £ € R et f une fonction. On note :
® f(x) r—al g (resp. f(x) Z—% ¢) si:
o [ est définie au voisinage de a* (resp. a™) (Etdonc pas obligatoirement en a...)
o etsi: «f(x) estaussi proche que I'on veut de 4, si x est assez proche de
a par valeurs inférieures (resp. supérieures) ».

+ -_—
—a’a .
Of(x)x +/—00 si:
o f est définie au voisinage de a* (resp. a”),

o etsi: «f(x)estaussi grand / petit que l'on veut, si x est assez proche de
a par valeurs supérieures / inférieures ».
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Exemple 9 Dans l'exemple graphique suivant, déterminer : lim5 f(x) et
ome
lim f(x).
x—5%
y
3F---------"“-"-"------- )
2 |
1
1 x
5
7

— Proposition 1| Lien limite et limite a droite / gauche
Soient f : 1 — R, f définie au voisinage de a* eta".
® Si f est définie en a, alors:

f admet une limite en a <=
(i) fadmetune limite finie a droite et a gauche,
(i) lim f(x)= lim f(x) =f(a).
x—a x—at
® Si f n'est pas définie en a, alors :
f admet une limite en a <

f admet une limite finie a droite et a gauche,

(i
) lim f(x)= lim f(x).

Remarque 8 Il faut savoir adapter ce résultat aussi au cas ou une fonction est
définie a droite ou a gauche de a uniquement (x — In(x) par exemple, qui est
définie uniquement au voisinage de 07).

Cette proposition est cruciale en pratique pour :

® montrer I'existence d'une limite en un point d’'une fonction définie en deux mor-
ceaux (avec rupture de I'expression au point étudié),
® ou pour montrer que des fonctions n'admettent pas de limites en un point.

1
Exemple 10 La fonction x — - admet une limite a droite et a gauche en 0,
X

égale a +oo. Donc admet une limite en zéro qui vaut +oo.

R — R
Exemple 11 Notons f . e’ six=0, Alors: limof(x) =1.
—_— x—)
1-x six<O.
o’
.. .1 .1
Exemple 12 (Fonctioninverse) Ona: lim — = —oo, lim — = +oo. Lafonc-
x—0" X x—0t X

, 1 o }
tion x € R* — — admet-elle une limite en zéro?
X

o
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Y, LIMITEDE f x g

T +00 —00sil >0 FI —00
+o00sifl <0
1 Cr —oosil' >0 234 0 +oosil' >0
+o0sil' <0 —o0sil' <0
' } } } } — FI 0 0 FI
X
—00 +oosif >0 FI +00
1 —oc0sifl <0

LIMITE DE f/g

m Opérations sur les limites

—00sil >0

+o00sil <0
—00 +00sif >0 FI +00
ADDITION, PRODUIT, MULTIPLICATION. Soit a € R U {+o0}, c’est-a-dire a est soit un —oosil <0
nombre réel, soit +00) et soient f et g deux fonctions admettant toutes les deux une FI 0 0 FI

limite en a. Dans toute la suite, ¢ et £’ désignent deux nombres réels. « FI» désigne
une indétermination du résultat de la limite indiqué dans le tableau (a traiter au cas
par cas). Chaque résultat présent dans chaque case du tableau peut étre démontré
en vérifiant la définition de la limite, nous 'admettrons.

e Attention Pour retenir, mais sans U'écrire

® On pourra penser tres fort, mais sans jamais I’écrire sur une copie, que :

1 1 1
— =0, —=+00, — =—o00.
00 0+ 0~
LIMITE DE f + g ® On pourra penser trés fort, mais sans jamais I'écrire sur une copie, que les
formes indéterminées « FI » sont les suivantes :

(o.0]
oco—00, 0O0xo0 —=, —.
0 oo
Tout cela avec des gros guillemets donc.
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Exemple 13 (Attention aux formes indéterminées!) Une forme indéterminée
est, comme son nom l'indique, indéterminée! Tout peut arriver :

x3 Vx

lim — =400, lim — =0,
X—00 X x—o0 X
o x%+2x x(2+cosx) o
lim —— =1, —— = n’apasde limite en +o0,

2
x—oo0 X
alors que le numérateur et le dénominateur tendent vers +oo en +oo.

COMPOSITION.
composées.

On ajoute un nouveau résultat : celui sur les limites de fonctions

— Théoréme 1| Compositions de limites (ou changement de variable)
Soient I et J deux intervalles, a,b € RU {+o0o}, f : I — R définie au voisinage

de a et g : ] — R définie au voisinage de b deux fonctions avec f(I) cJet £ €
R U {+o0}. Alors :

o Xx—a b, o
{I:) g 8 y—b | = gof(x)=g(f(x) — L.
Remarque 9

® Cet énoncé confirme I'évidence : pour savoir vers quoi tend g o f(x) =
g(f(x)), on regarde déja vers quoi tend I'expression f(x) a I'intérieur de la
parenthese puis on «applique g » a la limite trouvée, si elle existe.

® Ce théoreme est parfois aussi appelé « théoreme du changement de variable
pour les limites » : on peut penser formellement que 'on pose «y = f(x) »,
avec y — blorsque x — a.

Exemple 14
1
1. Déterminer la limite de x — {/ x + — en +oo.
X
pl

2. Soient x, € R et F une fonction définie sur R. On suppose que
lim P& oyicte, Justifier, en effectuant un changement de variable,

x—xg X0

. F h)-F . .
que }le M existe aussi, et que :

lim F(xg+h) - F(xo).
h—0 h

0
. F(x)—F(xo) _
m ———— = =

li
X—Xo X —Xg

R4

Quand on dit que l'on pose « h = x — x », sur le fond on fait apparaitre

F(xy+ h) — F(x,)

Note | leterme comme une composée f (g (x)), puis on

applique le théoreme de composition des limites.

THEOREMES D'ENCADREMENT (OU DES « GENDARMES ») Les théorémes ci-apres
énoncent des faits intuitivement clairs :

® siune fonction f est minorée par une autre qui diverge en un point vers +oo, alors
f diverge aussi vers +oo en ce point,

® de-méme siune fonction f est majorée par une autre qui diverge en un point vers
—o0, alors f diverge aussi vers —oo en ce point.

® Enfin, si f estencadré par deux autres qui tendent vers la méme limite en un point,
alors f tend aussi vers cette limite en ce point. Ce cas-la est souvent appelé « théo-
reme des gendarmes ».

Theoréme 2 | Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)
Soient f, g, h trois fonctions définies au voisinage de a € R U {+oo} et £ € R.

(i) f<g<h (aumoinssurunvoisinage de a),
(i) les deux fonctions f et h admettent £ pour limite en a.
Alors: g(x)=—/% ¢.
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— Corollaire 1| Version valeur absolue & Bornée « x — 0 »
® Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de a € R U {+o0}.

(i) | f | < g (aumoins sur un voisinage de a)
(i) g(x)=—=o.

® Le produit d'une fonction bornée au voisinage de a et fonction tendant vers
zéro en a est une fonction tendant vers zéro en a.

= f(x) =% 0.

Preuve
® Lhypothese donneauvoisinagedea: -g <f < g.Puisque g(x) —= 0, -g(x) =—5% 0,
on déduit du théoréme d’encadrement:  f(x) =—= 0.

® Soit f une fonction bornée au voisinage de a disons par M € R*, et g fonction tendant vers
zéro en a. Alors au voisinage de a, 0 < |fg| < M|g|. Comme |g (x)] =2 0, on conclut 2
l'aide de la premiere partie du corollaire.

— Théoréme 3 | Théoréme de minoration
Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de a € RU {+o0}.

(M) f<g
(i) flx) =—=

(au moins sur un voisinage de a) X—a

= g(x) +00.

+00.

— Théoréme 4 | Théoréme de majoration
Soient f, g deux fonctions définies au voisinage de a € RuU {+o0}.

f<g

O

(au moins sur un voisinage de a) X—a
= f(x) — —oo.

{(i)
(i) g(x) —= —oo.

Ces deux théoremes se démontrent, comme celui des gendarmes, a I’aide de la défi-
nition rigoureuse de la limite que nous verrons plus tard.

Exemple 15 Calculer les limites ci-apres, en justifiant I'existence.

»’ Rappelons que: Vx eR, |x]|<x < |x]|+ 1. De maniere équivalente,
ona:
VxeR, x-1<]|x]<x.
Pour x € R*, on déduit alors :
x—1< Lx] _ X (:)x—l< [x] <x
VioVE VeV e T
x—1 x(1-< 1
Or, lim —— = lim M = lim ﬁ(l - —) = oo. Donc dapres le théo-
x—oo [y X—00 \/; X—00 X

réeme de divergence par minoration, on déduit :

. L]
lim — =o0.
x_ﬁajv[;
. . (1
2. hmxsm(—).
x—0 X

R4

COSXx

3. lim
x—o0 X

® [Rédaction avec valeurs absolues]

R4
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V)

® [Rédaction sans valeurs absolues]

CROISSANCES COMPAREES. 1l existe des méthodes afin de parfois lever des formes
indéterminées sur les limites. Une des plus importantes est 'utilisation d'un résul-
tat sur les « croissances comparées ». Dans cet énoncé apparaissent des puissances
réelles, nous (re)verrons cela dans la Section 4 sur les fonctions usuelles. !

Q-

— Théoréme 5| Croissances comparées

Soient a, b et ¢ des réels strictement positifs.
® [En +o0]
In(x))* xb In(x))*
lim #:0, lim — =0, lim &20
x—oo X x—o0eCfX x—o0 efx
® [En07]
lim x’(In(x))*=0.
x—0t
® [En —o0o]
lim x%e* =o0.
X—>—00

Remarque 10 Ce théoreme s’utilise pour n'importe quels a, b, ¢ strictement po-

. . . . 1
sitifs, méme non entiers. Par exemple si b = 2 x? = \/x pour tout x > 0.

Comment retenir ce théoreme?

Résumé Idée des croissances comparées

On se souviendra que :
® l'exponentielle diverge beaucoup plus vite en +co que toute puissance de x,

1. Mais cela n'empéche pas la compréhension de I'énoncé, on peut méme considérer pour le mo-
ment les puissances comme entieres positives.

O qui elle-méme diverge plus vite que toute puissance de logarithme. Ce que
I'on peut noter :

(Inx)* < x?
+00

< e,

+00

® Toute puissance de x I'emporte en zéro sur toute puissance de logarithme :
xP(Inx)? < 1.

® [exponentielle tend tres vite vers 0 en —oo et 'emporte sur toutes les puis-

sances de x :

xP «< e,

—0o0
a Méthode
°

Lidée est de mettre en facteur le terme qui « pése le plus lourd » au sens des
croissances comparées. La limite du facteur qui apparait peut alors facile-
ment se calculer en utilisant les croissances comparées.

® (Cette idée peut étre utilisée pour lever une forme indéterminée, méme si le
résultat qui s’utilise ensuite n'est pas des croissances comparées.

Utiliser les croissances comparées dans une somme/différence

Exemple 16 Déterminer les limites ci-apres.

1 lim In(x) 2 lim In(x)
’ x—0 ﬁ ’ ‘ X—00 \/} ’
»’ P
3x
e —lnx
3. lim (xe*-x?), 4, im ————,
00 x—+oo X% +1lnx
n’ ’I



e3* —Inx
5 lim———,
x—0 x?+1lnx

DI
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m Continuité

©  GENERALITES. Intuitivement, les fonctions continues sont des fonctions que 1'on
peut tracer « sans lever le crayon ».

— Définition 16 | Continuité
Soit f une fonction.

® [Locale] Soita € Z;. Ondit que f est:
o continueenasi: )lciglaf(x) = f(a),
o continue a droite en a (resp. continue a gauche en a) si :
lim f(x)=f(a) (resp. lim f(x)=f(a)).

® [Globale] On dit que f est continue surl si elle est continue en tout a € I.

Attention

On parle de continuité en un point de 'ensemble de définition, puisque a €
9y dans la définition précédente. La question ne se pose donc méme pas en les
points qui ne sont pas dans 'ensemble de définition.

e Notation

On note €°(I, R), 'ensemble des fonctions continues sur I 4 valeurs réelles.

Exemple 17
® Les fonctions affines et la valeur absolue sont continues sur R.
® La fonction racine carrée est continue sur R*.

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Exemple 18 Considérons le graphe suivant d'une fonction f :

N

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

4

Théoréme 2 | Lien entre continuité, continuité a gauche & continuité a droite

Soit f : 2y — R eta € Y. Alors:

f estcontinue en a <= f est continue a gauche et a droite en a.

PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES. Passons maintenant aux propriétés qui
vont nous permettre de montrer que des fonctions sont continues en pratique.

Proposition 3 | Opérations sur les fonctions continues en un point
Soient f, g deux fonctions définies sur I un intervalle, et a € 1. Alors :

® les fonctions |f], f + g, Af (ol A € R) et fg sont encore continues en a.

® De plus, si g(a) # 0, alors = est définie sur un voisinage de a et est continue
g
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| ena J

Théeoréme 3 | Composition de fonctions continues
Toute composée de fonctions continues en un point est encore continue. ’

Remarque 11 Les résultats précédents sont encore vraies lorsqu’on remplace la
continuité en un point par la continuité sur un intervalle.

n CALCULS DE DERIVEES

Lobjectif de cette section est de rappeler la définition du nombre dérivé, de fonction
dérivable, les principales formules a connaitre pour dériver une fonction et de savoir
en déduire lamonotonie. Les « grands théorémes » sur les fonctions dérivables seront
vus plus tard dans I'année, dans le Chapitre (AN) 5.

m Nombre dérivé, fonction dérivable

Une application principale de la dérivation sera pour nous l'obtention de la mono-
tonie d’'une fonction. Considérons f : I — R une fonction. Soit x, € R. Comment
savoir si f croit apres x, ? Observons la corde reliant les points (x,, f(x,)) et (x, f(x))
pour x > x,.

Y

f(x)A

1 (xo)
S (%)

k‘

® Surlacorde bleue (a droite au-dessus), on observe un coefficient directeur positif,
alors que la courbe décroit juste apres x,,.

® Cela montre qu’il faut bien faire « se rapprocher x de x, » pour que le signe du co-
efficient directeur de la corde donne la monotonie localement autour de x,. Vous
voyez l'objet mathématique qui répond a cette problématique : la limite quand x
tend vers x,,.

— Définition 17 | Dérivabilité
Soient f : I — R une fonction et x; € I.

® On dit que f est dérivable en x, sila fonction
I~{x,} — R
F(x)—f(xo)
X —Xg
admet une limite finie en x,. La limite est alors appelée le nombre dérivé de f

en Xx,.
f(x) = f(xo)
X—x

X

® Lenombre est appelé le taux daccroissement de f entre x, et x.

® On dit que f est dérivable a droite en x, (resp. a gauche) si on a seulement
existence d’'une limite a droite ou a gauche.

Notation

On note en géne’ral

® f'(x,)= M la dérivée de f en x,,
JM

® fo(xo)= hm la dérivée de f a gauche en x,,

o ()= lim & ) f( )

X Xo

la dérivée de f a droite en x,,.

On obtient directement des résultats sur les limites, la propriété suivante.

Proposition 4 | Dérivabilité, a gauche et a droite
Soient f : 1 — R une fonction et x, € I. Alors :

(i) f dérivable a droite et a gauche en x,

f dérivable en x, <— { o ,
(i) fy(x0) = f3(x0)-

Remarque 12

® Une fonction est donc dérivable en x, si son taux d’accroissement tend vers
une limite finie.

® Jetauxd’accroissements’interpréte comme la pente dela corde du graphe de
f entre les points d’abscisses x, et x. Lorsque f est dérivable en x,,, le nombre
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f'(x,) s'interprete alors comme la « pente limite » de ces cordes.

Remarque 13 (Version « x,+h») Lalimite du taux d’accroissement peut aussi,
" .. x—x N
par composition des limites (poser « h = x — x,, %. 0»), étre écrite sous cette

forme :
7 Xo+ h)— X,
li ) ( 0 ) f( 0) f,( 0).

— Définition 18 | Tangente

Soient f : I — R une fonction et x;, € I.
® Sifestdérivableen x, € I, on appelle tangentea f dabscisse ala droite d’équa-
tion :
¥ = f'(x0)(x = x) + f (o)
® Si f est dérivable a gauche (resp. droite) en x, € I, on appelle demi-tangente a
gauche (resp. droite) a f dabscisse x, la droite d’équation :

V= [ix)(x = %0) + f(x0)  (resp. ¥ = f1(x0)(x = %0) + F(x0)).

On dit que f admet une tangente horizontale en x, lorsque f'(x,) = 0.

Exemple 19  Soit f la fonction carré définie sur R par f(x) = x°.
1. Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0).

R4

2. Montrer que f est dérivable en 1 et calculer f'(1).

3. Déterminer I'équation de la tangente a T a € au point d’abscisse 0. Méme
question pour T, au point d’abscisse 1.

R4

4. Représenter les tangentes sur le graphique ci-contre.

y

Exemple 20 La valeur absolue n’est pas dérivable en zéro.

Y

—-,\ Point anguleux

s

a‘
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e Notation Dérivée d’'une expression

Soit une expression f(x) dépendant de x € R, avec f une fonction dérivable. On
notera dans la suite indifféremment :

° d—(x) la fonction f' évaluée en x,
X
d
o i [f(x)] la dérivée de I'expression f(x) par rapport a x.
X
— o ;
Exemple 21 La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0. En particulier, on n'écriera pas f(x)".

‘ Il'y a un lien entre la continuité et la dérivabilité. En effet, toute fonction dérivable

est continue.

4 Théoréme 4 | Dérivabilité & Continuité
Soient f : I — R une fonction et x, € I. Alors:

f dérivable en x, = f continue en x,,.

Preuve  On commence par récrire 'expression de la fonction, pour x # x, dans I, nous
avons:

fx)=

(%) — f (%)
% (x — xg) + [ (x0).

s

7
e Attention
La réciproque est, en général, fausse. La valeur absolue est continue en zéro,
alors qu'elle n'y est pas dérivable comme nous I'avons déja constaté.
Enfin, en faisant varier x, on créer ainsi une nouvelle fonction notée f’.
Notation Définition 19 | Fonction dérivée, Fonction dérivable

Soit f : 1 — R une fonction. On dit que f est dérivable surl1si f est dérivable en

2.0 2 ] . o e
On note le nombre dérivé en x, par f'(x,), ou encore en « notation physicien » tout point x € I La fonction x — f'(x) s'appelle la fonction dérivée de f.

df

d—(xo). Cette seconde a le mérite de ne faire pas perdre de vue la définition du
x

taux d’accroissement. Notation
On note 2! (I,R), I'ensemble des fonctions dérivables sur I a valeurs réelles.
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e Notation

DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR. Lorsque [’ est encore dérivable, on appelle la dérivée
de f’ la dérivée seconde de f, et ainsi de suite.

— Définition 20 | Dérivabilité n-iéme
Soit f : I — R une fonction. On définit, sous réserve d’existence, les dérivées

successives de f en posant f© = fetpour n e N:

f(n+1) — (f(n) )’ .

— Définition 21| Classe €', %"
® Une fonction f :1— R est dite de classe €" surIsi:
o f estdérivable surl,
o etsif estcontinue surl.
® Soit n € N*. Une fonction f :1— R est dite de classe €" surIsi:
o f est n fois dérivable sur,
o etsi f™ est continue sur I.
® La fonction est dite de classe € si elle est de classe €" pour tout n € N.

Attention auvocabulaire

On dit bien « f dérivable a dérivée continue » pour signifier que f est €' et pas
« f est continue dérivable » qui signifie simplement que f est dérivable! (car dé-
rivable implique continue).

a'f

® Lapplication f est aussi notée ou o On note encore f”, f”, etc, pour f@,
x

9 etc.

® On note 2"(I,R) I'ensemble des fonctions 7-fois dérivables.

® Onnote €"(I,R) (resp. €*°(1,R)) 'ensemble des fonctions de classe €" (resp.
€°) sur I et a valeurs réelles.

m Calculs de dérivées

Maintenant, comment calculer concrétement la dérivée d'une fonction? Comment
savoir si une fonction est dérivable ? Pour le second point, on établit une bonne fois
pour toute que la plupart des fonctions usuelles le sont. Pour le premier point, nous
aurons des formules. Commencons par un exemple.

Exemple 22 (Avec la définition, fonction carré) Considérons f: x € R — x?,
etmontrer que f est dérivable en x, avec f’(x,) = 2x, pour tout x,, € R. On utilise
au choix la définition, ou la version « x, + i ».

® Soient xy, x € R.

4

® Soient x,, h € R.

En résumé, on a établi que f est dérivable sur R et que :
on € R, f’(xO) - sz.

On peut appliquer cela pour la plupart des fonctions usuelles connues, les résultats
seront récapitulés dans la prochaine section, et aussi dans le tableau ci-apres.

FORMULAIRE DE DERIVATION : POINT D’ETAPE. Vous trouverez ci-apres le formulaire
des dérivées des fonction connues en fin de Terminale Spécialité (ce formulaire sera
élargi en fin de cours).

Dans les tableaux ci-dessous, x est une variable réelle, ¢ une constante réelle et
neN*
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Fonction f Dy Fonction f’ ‘ Dy < Dy
f(x)=c R 0 R
x", neN* R nx" ! R
1 n
x"=— neN* R* —nx " l=- R*
x” xn+1

1
R R}
\/; + 2\/} ar

1six >0, .
R , R
—1six<0
* 1 *
R p R
R e’ R
R —sin(x) R
R cos(x) R

De plus, tout polyndme ou toute fraction rationnelle (quotient de polynémes) est
dérivable sur son domaine de définition.

Maintenant, comment dériver des sommes/produits/quotients etc. de fonctions dé-
rivables? Nous avons également des formules, qui se démontrent toutes a 'aide de
la définition.

— Proposition 5 | Opérations sur les fonctions dérivables et les dérivées
Soient f et g deux fonctions de I dans R dérivables sur I.

® [Linéarité] pour tout (A, p) € R%, Af + g est dérivable sur], et :
(Af +ug) =Af"+ug'.
On dit que la dérivation est linéaire.
® [Produit] fg estdérivable surl et

(fg)=1'g+rg"
® [Quotient] Sig(x)# 0 pourtoutx €], ! est dérivable surl et :
(J_”)’ _f's-f¢'
g g*

Plus généralement, nous avons la proposition suivante.

Toute combinaison linéaire, produit et quotient a dénominateur non nul de

Proposition 6 | Opérations sur les fonctions de classe " /2"
|'fonctions 6" (resp. 2") est encore €" (resp. 2™).

Remarque 14 En revanche, il n'existe pas de formule au programme pour la dé-
rivée n-ieme d'un produit ou quotient.

T
Exemple 23 (Dérivée de tan) Soit 2 =R~ {E +km, ke Z}. Déterminer la dé-

sin(x
rivée de la fonction tan définiesur @ par: Vxe2®, tan(x)= (x) .

cos(x)
ol

Exemple 24 Déterminer les fonctions dérivées de chacune des fonctions f sui-
vantes et donner, lorsqu’elle existe, 'équation de la tangente a leur courbe au
point d’abscisse a € R indiqué. On supposera que x appartient a I'ensemble de
définition dexf que l'on précisera.
e
L@ =— (a=0)
7

2. f(x)=cosxsinx (a=0)
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Exemple 25 Déterminer les dérivées n-iemes pour tout n € N de
fixeR—x*—2x+1.

7
x? cos(x)
3. f(x)= —5 +In(x) (a=1)
7
Inx DERIVER UNE COMPOSEE. Commencons la encore par traiter un exemple.
4 f(x)=— (a=1
S x? ( ) Exemple 26 (Avec la définition, fonction carré composée avec x — 3x + 1)
7 Considérons g : x € R — x? et f : x — 3x + 1. Ces deux fonctions sont déri-
vables sur R. La composée h = g o f est h : x — (3x + 1)?, on aimerait pouvoir
calculer la dérivée de h en fonction de la dérivée de f et g en x; € R.
4
2 3
5. X)=—-— a=1
f="-% (a=1
7

En résumé, on a établi que h est dérivable sur R et que :
VxeR, h'(x)=3x22x+1)= xg'(2x+1)=f'(x)g'(f(x)).

nouveau terme
Quand on dérivé une composée, il y a donc simplement un terme supplémen-

taire qui apparait devant : c'est g'(x).

Soient f : I — R,g : ] — R telles que f(I) < J. Si f est dérivable sur I, g est

Théoréme 6 | Dérivation d’'une composée
{dérivable sur], alors g o f estdérivablesurlet: (gof) =f"x(g"°f)




+
% Preuve  Soit a € I. Il s’agit de montrer que g ° f est dérivable en a, et que : Exemple 28 (Formules générales) Soit u une fonction numérique dérivable.
D (gof)(a) =f"(a)x g'(f(a)). Pour les dérivées ci-apres, préciser sous quelle condition sur u la composition
8 Pour cela fixons-nous x € I différent de a, et analysons la limite quand x tend vers a de est possible, et justifier la dérivabilité, puis donner une formule pour la dérivée.

® gUW-g(f@) _fW-f@ g(x-gf@) " 1 u' nez*

= xX—a xX—a f(x)—f(ﬂ) {4
% On suppose que pour x assez proche de a, f(x) # f(a) de sorte que le premier quotient est o
=2 bien défini, on admet le cas général. “

#
2. e".
7

o Résumé Dérivée d’'une composée
(]

S Nous pouvons retenir cette formule de la maniere suivante :
(extérieur o intérieur)’ = (extérieur (intérieur))’
= intérieur’ x (extérieur’ (intérieur)). 3. ln,lul.
»'

R* — R

Exemple 27 Soit f : — In(|x|.)

Calculer f’(x) pour tout x € R*.

4. cos(u),sin(u).

= 7
=)
©
<]
°
(@]
om
|
Z  Continuons avec des exemples usuels théoriquement a connaitre, mais qui se re-
§ trouvent trés rapidement a partir du théoréeme précédent, mieux vaut ne pas les ap-
o rendre par coeur inutilement.
= P P 5. tan(u).
(]
4
.(t:’ P
= -
o a. 11 s’agirait de remplacer le terme % qui pose probleme dans (%) par
S gfw-gf@

— FO-f@ sif(x) # f(a), etg'(f(a) sif(x)=f(a).
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xIn(x)

er’

2. g(x)=

POINT D’ETAPE : FORMULAIRE DE DERIVATION D'UNE COMPOSEE. Pour u une fonction
réelle a valeurs dans I'ensemble de dérivabilité de la fonction par laquelle on com-
pose, on a, pour tout n € Z* :

| | u o u |

") =ndu"" | (e")=de" (nfu)=— | (Vu)' = e |
777777777777777777777777
| . | u |

(cosu) = - (sinu) =u'cosu | (tanu) = ——=u'(1+tan’u)

/ ; ; cos2u .

Proposition 7| Compositions de fonctions de classe " /2"
Toute composée de fonctions 6" (resp. 2") est encore 6" (resp. 2").

Exemple 29 (Exemples de dérivées de composées) Etudier la dérivabilité des
fonctions suivantes et calculer leur dérivées.

xt+1
1 f(x)=In (xz 1 m Lien avec la monotonie
7
— Théoréme 7 | Monotonie et signe de la dérivée %—
Soit I un intervalle non-vide de R et soit f une fonction dérivable de I dansR.
Alors :

® [Monotonie]
f estcroissante surl < Vxel, f'(x)=0,
f estdécroissante surl < Vxel, f'(x)<0.
® [Stricte monotonie]
o Si pour tout x € I, f'(x) < 0 et f'(x) = 0 éventuellement en des points
(ponctuels), alors f est strictement décroissante.

o Si pour tout x € I, f'(x) > 0 et f'(x) = 0 éventuellement en des points
(ponctuels), alors f est strictement croissante.
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Attention Un intervalle comme ensemble de définition est crucial Q Méthode Limite calculable par taux de variation
Y, Si une expression est de la forme suivante, pour f : I — R dérivable en a, a aux
T bords de I ou dans], alors
1 f(x)-f(a) x—a £(a)
Par exemple, pour f : x € R* — —, on x—a i
a: % En particulier, si f s'annule en g, on a:
| 1 T “r £(x)
VxeR*, f'(x)=-— <O0. L 28 f(a).
f ) x? C ' ' ' ' ' x—-a i g
Et pourtant f n'est pas strictement dé- X
croissante sur R a cause du «saut» au- i On commence par un exemple simple. Ceux faisant intervenir des fonctions usuelles
tourde0: -1 <lalorsque f(-1) < f(1). seront faits dans la prochaine section.
x? -4
Exemple 31 Calculer la limite lim selon deux méthodes.
X—

4

Remarque 15 Pour la stricte monotonie, il n'est donc pas indispensable que le
signe soit strict sur tout I'ensemble de définition.

Par exemple, la fonction x — x2 est strictement croissante, méme si sa dérivée
s‘annule en zéro.

Exemple 30 Par exemple, la fonction
R — R
f x — x-—sin(x)
est strictement croissante alors que sa dérivée s’annule un nombre infini de fois.

7

1
Exemple 32 Calculer la limite lim x sin (—)
X—00 X

Application aux calculs de limites

Puisqu’'un taux de variation est une limite, faisant apparaitre en plus une forme indé-
terminée (le dénominateur tend vers zéro), le calcul d'une dérivée peut donc donner
de précieux résultats sur la valeur cherchée de la limite.
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FONCTIONS USUELLES

Pour chaque fonction, nous donnons::

* la forme de son expression, quelques ¢ certaines limites remarquables,
propriétés, la dérivée et le domaine de
dérivabilité,

e sareprésentation graphique. e Et un contexte (mathématique, phy-

sique, ...) ol intervient ladite fonction.

Tous ces points doivent étre maitrisés car ils sont susceptibles d’intervenir dans les
exercices.

Fonctions polynomiales

O

COURBE REPRESENTATIVE
y

— Définition/Proposition 1| Fonctions affines
PP R — R

o [Définition] f v — ax+b
(a,b) € R?. Le réel a est appelé le coefficien
directeur de f, b son ordonnée a l'origine.

® Si b =0, ondit que f est linéaire. Sia =0, f
est constante.

® [Dérivée] VxeR,

® [Limites]
o lim (ax+b)=—-oo,sia>0,

X—>—00

o lim (ax+b)=+oo,sia>0,
X—00
o lim (ax+b)=+o00,sia<0,

x—-

avec

y=2x+1

y=-x
flx)=a.

o0
o lim (ax+b)=-o00,sia<0.
xﬁ

o0

O

— Définition/Proposition 2 | Fonction carré, cas n =2

R — R
® [Définition] f . 2 COURBE ?/EPRESENTATIVE
® [Propriété(s)] f est paire.
® [Dérivée] VxeR, f'(x)=2x.
® [Limites]
o lim x? = +oo,
X—>—00
o lim x? = +oo0.
X—00
X

Exemple34 L'énergie cinétique estl’énergie que possede un corps du fait de son
mouvement par rapport a un référentiel donné. Elle est proportionnelle au carré

1
de la vitesse du corps : E (v) = Em v? avec les notations du cours de physique.

— Définition/Proposition 3 | Fonction cube, cas nn =3

O

R — R
® [Définition] f . 43 COURBE REPRESENTATIVE
® [Propriété(s)] f estimpaire.
® [Dérivée] VxeR, f'(x)=3x%
® [Limites]
. 3_
o lim "= oo “
o lim x3 = +o0.
X—00

Exemple 33 D’apres la loi d’Ohm, la tension aux bornes d'une résistance est
proportionnelle a 'intensité : U(I) = RI avec les notations du cours de physique.
La tension est donc une fonction linéaire de I'intensité.
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— Définition/Proposition 4 | Fonction mon6éme x — x" o— adit que 'on «met en facteur les mondémes de plus haut degré ».
Soit n € N. COURBE REPRESENTATIVE
PP R — R y .
® [Définition] f . e ( ] Attention

e [Principales propriétés] : f est paire si n Cette méthode ne fonctionne que pour les limites en +oo.
pair et impaire si zn est impair.
® [Dérivée] f estdérivablesurRet:
VxeR, f'(x)=nx""1.
® [Limites]
o lim x" =+oco0 sin estpair,

) . oo xT+4x? -1
Exemple 35 Déterminer lim —
x—+oo  x7+1
¢

X P

¢ lim x" =-oco sin estimpair,

— Définition/Proposition 5 | Fonction polynomiale de degré n 40—

st R — R
® [Définition] P n el
X — a,x"+a, ;X" +-+ax+a,

(ay, ...,a,) € R"! des réels appelés les coefficients du polynome.
® [Dérivée] P estdérivable surR et,

VxeR, P(x)=na,x"'+(n-a,_x""

avec

Remarque 16 On étudiera de maniere plus approfondie les polyn6mes dans un
chapitre ultérieur (le Chapitre (ALG) 9), la définition précédente ne s'intéresse
qu’aux propriétés analytiques des polynomes.

24t ay.

® [Limites] linl P(x) = linl (a,x"), c'est-a-dire celle donnée par la plus
X—>+00 X—>+00
grand puissance.

Preuve  Démontrons la propriété sur la limite en +oo.

4 Fonction monome inverse
— Définition/Proposition 6 | Fonction inverse, cas 7 = 1 o—
R* — R
® [Définition] f 1 COURBE REPRESENTATIVE
x —_— —_— y
X.
® [Principales propriétés] f estimpaire.
® [Dérivée] f est dérivable sur R} et sur R*
1
. * ! - .
) o . et: VxeR*, f'(x)= 2 | %,
6 Méthode Limite d'un quotient de polynpomes ® [Limites]
Pour déterminer la limite en +oo de : 1 1 A — Y
n n-1_ ... e lim —= ) e lim —=- )
a,x"+a, x""+ +a1x+a0, L 0 m = —00
b, x™+b,_;x" 1+ -+ b x+b,
on factorise au numérateur par a”x" et au dénominateur par b,,x"™ et on sim- * xlin(ﬁ; = too.
) ) a,x" " et
plifie le quotient de ces deux termes en ———, avant de passer a la limite. On
m
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Exemple 36 D’apres la loi des gaz parfaits, la pression est inversement propor-

nRT
tionnelle au volume : P(V) = ~ avec les notations du cours de physique.

— Définition/Proposition 7 | Fonction carrée inverse

Soit n € N*.? COURBE REPRESENTATIVE (cas
R* — R n=2)

® [Définition] f 1 y

X —

n
® [Principales propriétés] f est paire si n
pair et impaire si 7 est impair.
® [Dérivée] f est dérivable sur R} et sur R*

€y
* ! —
et VxeR%, f(x)——an.
X
L4 1

e lim —=0, U — = +00.

X—+00 X x—0t x"

. 1 +o00  sin est pair,

* lim —= . . .

x—0~ x" —oo  sin estimpair,

Exemple 37 Si un corps A et un corps B de masses m, et my sont séparés par
une distance d, alors la valeur F de la force de gravitation qui s’exerce entre eux

o~ My
est:F=G 7

avec les notations du cours de physique.

Fonction racine carrée

O

COURBE REPRESENTATIVE

— Définition/Proposition 8 | Fonction racine carrée
R, — R

x — Vx

f est dérivable sur R} et:

® [Définition] f

® [Dérivée]

1
VxeR;, f'(x)=——.
+ f Zﬁ
Elle n'est pas dérivable en zéro. %

® [Limites] linl VX = +oo0.
X—>+00

2. Pour n = 0, on retrouve une fonction affine, donc déja étudiée.

Exemple38 Le principe de TORRICELLI est un principe de mécanique des fluides
qui établit que le carré de la vitesse d’écoulement d'un fluide sous 'effet de la pe-
santeur est proportionnel a la hauteur de fluide située au-dessus de 'ouverture
par laquelle il s’échappe du cylindre qui le contient.

v2=2gh, v=1/2gh,

avec les notations du cours de physique.

Méthode Expression conjuguée pour les F.l. avec racines

Pour calculer des limites d’expressions de la forme +/u(x) — v/v(x) avec
lim u(x)=o00, lim v(x) = ocoleplussouvent polynomiale, on a souvent recours
X—00 X—00
a ala technique de I'expression conjuguée :

(V) - Vo)) (Vul) + Vo))

— —_ _u@)-v(@)
ulx) vix) = Vvu(x)+y/v(x) \/u(x)+\/v(x)'

Sous cette forme, la limite n'est souvent plus indéterminée apres avoir mis dans
la racine les mondémes les plus importants en facteur.

Exemple 39 Calculer la limite lim (x +2-Vx2-3x- 1).

X—>00
’I
Fonctions exponentielles, logarithme et puissances
B 4.41. Exponentielle et logarithme

Motivons I'introduction de 'exponentielle via un exemple physique. Si 'on consi-
dére une population macroscopique de noyaux radioactifs, une loi physique nous
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dit que le nombre moyen de noyaux qui se désintegrent pendant un intervalle de
temps de longueur & depuis un instant ¢ (o1 il y a N(#) noyaux) est proportionnelle
a hN(t). En notant A ce coefficient de proportionnalité, on peut alors effectuer un
bilan de noyaux entre les instants t et t + I :

N(t+h)=N(t)+....
Ainsi, en faisant # — 0, on déduit que la fonction N, supposée dérivable vérifie :

7

— Définition/Proposition 9 | Fonction exponentielle
R — R

x — exp(x),
encore e* comme notation pour exp(x), avec
e la constante de NEPER, et définie comme

O

® [Définition] exp ou COURBE REPRESENTATIVE
y

e=-exp(1).
® [Principales propriétés] : C exp
ex
V(x,y) eR? eV =e'e’, "V = —. __—

ey X
exp est dérivable sur R et

exp’(x) = exp(x).

® [Dérivée]

Vx eR,
® [Limites]

e lim exp(x) =0, e lim exp(x) = 409,
*— =00 X—+00

. e =1

lim =1.

x—0

¢ [Taux]

Exemple 40
® Laloi de décroissance radioactive affirme que le nombre de noyaux désinté-
grés au bout d’'une durée ¢ s'exprime comme
N(t) =Nye ™
ol N, estle nombre de noyau a t = 0 et A est la constante radioactive, carac-
téristique du noyau radioactif considéré.
® Le modele de dynamique des populations de MAaLTHUS affirme que le
nombre d’individus N(#) au temps ¢ = 0 s’exprime comme :
N(t) = NyeM
ol N, estle nombre d’individus au temps initial et A est le taux de croissance

de la population.

B 4.4.2. Fonction logarithme népérien In et décimal log

— Définition/Proposition 10 | Logarithme népérien

O

® [Définition] In R, — R COURBE REPRESENTATIVE
x — In(x). y
® [Principales propriétés] L
V(x,y) € (R})?, In(xy) = In(x) +In(y), L/
// Cg
1n(f) = In(x) - In(y) }
Y P .
® [Dérivée] In est dérivable sur R} et: X
1
VxeR;, In'(x)=-.
X
® [Limites]
o lim0 In(x) = —oo,
x— +
o lim In(x) = +oo,
e In(1+ x)
o [Taux] lim ——==1
x—0 X
® [Réciproque de 'exponentielle]
Vx eRY™, expoln(x)=e"™ =x,
Vx eR, Inoexp(x)=In(e*)=x.

La derniere propriété signifie que exp, In sont réciproques 'une de I'autre, nous étu-
dierons plus en détail cela dans le Chapitre (ALG) 5.

Exemple 41 En physique statistique, la formule de Borrzmann (1877) défi-
nit I'entropie microcanonique d'un systeme physique a I’équilibre macrosco-
pique, libre d’évoluer a I’échelle microscopique entre Q2 micro-états différents.
Elle s’écrit :

S =kgIn(Q)
ol kg est la constante de BOLTZMANN.

Dans certaines disciplines, notamment en Physique—Chimie pour des grandeurs va-
riant sur des puissances de 10, par exemple entre 107'° et 10'°, il peut étre plus pra-
tique de manipuler des «logarithmes décimaux » plutdt que le logarithme népérien.
Par exemple, si k €N, In(10%) = In (e*"1°) = kIn10(x). Plutdt que de manipuler des
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In
In 10 dans certains calculs, on préfere considérer la fonction log = 10’ desorte qu’(x)

se simplifieen  log(10%) = k.

Mathématiquement, cette fonction ne représente que peu d’intéréts puisqu’elle est
égale a une constante pres a une fonction déja connue (le logarithme népérien).

— Définition/Proposition 11| Fonction logarithme décimal

® [Définition] COURBE REPRESENTATIVE
R+* _ R yA
log In(x) . +
X og(x) In(10) log
® [Principales propriétés] .
o V(x,y) € (RY)? log(xy) = log(x) + X
log(y),
o VxeR:, 1098 =y, il
o VaeR, log(10%) =a.
® [Dérivée] log est dérivable sur R} et:
1 1 -
VxR, log = In'(x) = ———.
¥eR,  log(x) In(10) (%) In(10)x
® [Limites]
. xlgn(ﬁ log(x) = —oo0, . lenlwlog(x) = 4o00.

Exemple 42
® En milieu dilué, on définit le pH par la relation
pH = —log([H;0™]),
ot [H;07"] désigne la concentration en H;O".
® Lamagnitude locale d’'un séisme se calcule comme

A
M =log (A_)
0

ou A représente 'amplitude maximale relevée par le sismographe et A, une
amplitude de référence.

B 4.43. Puissances géneérales & Exponentielle en base a

Rappelons les puissances que nous connaissons déja.

® a"aveca€eR,neNetaeR*, neZ Nouslavons vudansle Chapitre (ALG) 2 sur
les nombres réels.
. . ipos 1 1,
® Nous avions également défini a2 = y/alorsque a = 0, et a3 = /a pour tout a € R.

Nous allons a présent définir a” pour tout b € R, lorsque a > 0. Réecrivons notre dé-
finition du Chapitre (ALG) 2 al’aide de I'exponentielle et du logarithme. On a d’apres
les propriétés de I'exponentielle :

a® = (elna)n — enlna.
Il apparait que cette écriture de la puissance peut étre étendue a n'importe quelle
autre puissance réelle (pas seulement un entier n). On aboutit donc a la définition
ci-apres.

Définition 22 | Puissances généralisées
Soient a > 0 et b € R. On définit le réel a’ par: a” = e’

Remarque 17 Cette définition a le bout gotit de généraliser I'exposant (autorisé
a étre réel cette fois). Cependant, puisque In est défini uniquement sur R**, elle
est moins générale vis-a-vis de a que la définition a” = a x --- x a. On ne peut
pas tout avoir.

On vérifie sans peine que toutes les propriétés classiques sur les puissances restent
valables.

Proposition 8 | Régles sur les puissances
Soit (a, a;, a,) € (R**)* et (b, by, b,) € R®. Alors :
o glithr — g g (abl)bz =a"t (a,xay)’=a’xal.

b b b

o || _ 4 a o, 1
—| =—, —=a =—.
a, ab2—bh

b’ b,
a, a

Remarque 18 (On peut faire encore mieux) Nous pouvons faire encore mieux
dans le cas des puissances — € @@ avec g un entier impair. Nous verrons cela

dans le Chapitre (ALG) 5 une fois le théoréme de la bijection revu.

Remarque 19 (Constante de NEPER) En début de section, nous avions écrit
exp(x) = e* pour tout x € R, ol1 e = exp(1). Afin de pouvoir utiliser cette nota-
tion, il faudrait alors justifier que :

exp(x) = (exp(1))*.

En effet c'est le cas puisque  (exp(1))* = exp(xInexp(1)) = exp(x).

Constatons que pour différentes valeurs de b, on retrouver diverses quantités
usuelles déja définies dans le Chapitre (ALG) 2.
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Proposition 9 | Puissances particulieres
Soient x e R** et n € N.

vV,

wi—=

. [b:1/2] , x% = \3/;

e [b=Ys] , «x

Attention
La racine cubique d’'un réel strictement positif s’écrit donc sous forme d’'une

puissance = En revanche, nous n'avons rien dit des réels négatifs (dont la ra-

cine cubique existe).

Preuve

4

FAIRE VARIER D : EXPONENTIELLE EN BASE. On peut aussi a présent faire varier la puis-
sance b et étudier la fonction x € R — a* = e*“ pour tout a > 0. C'est une fonction
qui aura donc des propriétés similaires a la fonction exponentielle. On la note en
général exp,,.

— Définition/Proposition 12 | Fonction exponentielle en base a
® [Définition] COURBE REPRESENTATIVE

R — R

eXpa xIn(a)

x — a*=e
® [Principales propriétés]
ax
Y(x,y)eR? a**V=a*a’, a* = —.

a

® [Dérivée] exp, est dérivable sur R et

d(exlna) ; >
VxeR, expl(x)= ~d4 - In(a)a*. X
X
® [Limites]
e lim a*=+00 sia<l, e lim a*=0 sia<l,
X——00 X—+00
e lim a*=0 sia>1, e lim a*=+00 sia>1.

X—>—00

X—+00

Remarque 20 Pour a = e, étant donné que In(e) = 1, on retrouve I'exponentielle.
En d’autres termes:  exp, = exp. Pour savoir si exp,, est croissante ou décrois-
sante, on analyse simplement le signe de In a, cela revient a compareraa 1.

FAIREVARIER a. On peut aussi a présent faire varier a dans R** et étudier la fonction
x € RY* — x® = e*"* pour tout a € R. C’est une fonction qui unifie a la fois la racine

carrée o = —, la racine cubique o = 3 mais aussi la fonction carré a = 2, cube a = 3,
etc. et méme l'identité avec a = 0.

— Définition/Proposition 13

O

Soita € R.
® [Définition] COURBE REPRESENTATIVE
R+* _ R y A
Pa X — x% = e(xln(x)

® [Principales propriétés]

x|* x®
V(x,y) €R?,  (xy)*=x%y%, (—) =—.

y Ve

® [Dérivée]

VxeR, pi(x)=ax

P, est dérivable sur R™* et
a-1

® [Limites]

e lim x*=+4+0c0 sia>0, e lim x*=4+0c0 sia>0,
x—0* X—00

e lim x*=+00 sia<0, e lim x*=0 sia<O.
x—0* X—+00

Fonction valeur absolue

La valeur absolue avait étudiée dans le Chapitre (ALG) 2, mais nous ne l'avions pas
vue encore comme une fonction. C'est ce que nous analysons ici.
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— Définition/Proposition 14 | Valeur absolue

® [Définition]
R —_—
b

f X — |x| :{

—-x six<0 ] %f

COURBE REPRESENTATIVE

R yl
six=0, -

® [Principales propriétés] f est paire.

® [Dérivée] festdérivablesur R} d'unepart, ) -
R d’autre part et : X

VxeR*, f'(x)= {

Elle n’est pas dérivable en zéro.
® [Limites]

1 six >0,
-1 six<O.

e lim |x|=+o00 e lim |x|=+o00
X——00 X—+00

Exemple 43 Un modele tres simple d’évolution de la température lors d'une
journée consiste a supposer qu'elle augmente régulierement de 6h a 16h puis
diminue régulierement jusqu’a minuit. La température T(¢) s'exprime alors en
fonction du temps écoulé ¢ depuis 6/ comme suit :

T(t) = alt — 10| + b.

Fonction partie entiére

— Deéfinition/Proposition 15 | Fonction partie entiere
R — R
x — |x]
® [Principales propriétés] [ est constante
par morceaux, discontinue en chaque point
n € Z.De plus, T *—
VxeR, |xl=sx<|x]+1. I e—
® [Dérivée]
f estdérivable sur chaque intervalle |n; n+1]
avecneZet o—¢
Vxelmn+1[, f'(x)=0. o<
f n'est pas dérivable en tout n € Z.
® [Limites] *—<
o lim |[x] =—o0,
X—>—00

® [Définition] f COURBE REPRESENTATIVE
y

o lerri lx] = +oo,
o VkeZz, lin}C lx] =k-1, limk lx] = k.
x—k~ x—k*

O

4.7. Fonctions circulaires

Rappelons que pour x € R, le cosinus, sinus et tangente de x peuvent étre visualisés

avec la figure ci-apres.
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/ !

1 M(x)
2

sinx tanx
20
-1 1 COS X 1
2

2
\ _1

On voit qu'en faisant varier x dans R, le cosinus et le sinus semblent « osciller » entre
—1et1, et semblent revenir sur les anciennes valeurs apres un intervalle de longueur
2.

Dans toute la suite, on admettra le lemme suivant ®. Il va nous permettre d’établir
I'expression des dérivées de cos et sin.

Lemme 1| Deux limites
. sin(h)
lim =

1_
1L lim L2080
h—o0 h

h—0 h

Il est possible de démontrer la seconde avec la premiere a 'aide de formules de tri-
gonométries (duplication) : en effet, on sait que pour tout h € R:

1—-cos(h) 281112(%)
h - h

cos(h) =1-2sin? (g) =

3. se démontre a l'aide de considérations géométriques sur le cercle trigonométrique

On peut ensuite conclure par composition des limites. Commencons a présent
I’étude des fonctions trigonométriques par le cosinus.

— Définition/Proposition 16 | Fonction cosinus
R — R
x — cos(x)
® [Principales propriétés] cos est 2n-périodique et paire.
® [Dérivée] cos est dérivable sur R et

Vx eR,

® [Limites] Lafonction cosinus n'admet pas de limite en +oo, et
. cosx—1
lim —— =0
x—0 X

O

® [Définition] cos

cos'(x) = —sin(x).

COURBE REPRESENTATIVE
y

/\Cgt“os
0 . NV

‘I

N

<
2
M|.:|

|

p—

} (]
N |
9 4

|
k‘

Preuve
® [Dérivabilité]

7

Soientx eRet h eR.

® [Taux]
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Exemple 44 Lorsqu’'un pendule est écarté de sa position d’équilibre (la verti-
cale), il se met a osciller. La position d'un pendule simple est repérée par I'angle
0 qu’il fait avecla verticale descendante. En ’absence de frottements et pour des

petites oscillations, on a
Vt=0, 0(t)=0ysin(wyt)

ou 0, repere la position initiale du pendule et w, est la pulsation.

— Définition/Proposition 17 | Fonction sinus
R — R
x — sin(x)
® [Principales propriétés] sin est 2n-périodique et impaire.
® [Dérivée] sin est dérivable sur R et

Vx €R,

® [Limites] La fonction sinus n'admet pas de limite en +oo,

sinx
=1.

o [Définition] sin

sin’(x) = cos(x).

lim
x—0 X

COURBE REPRESENTATIVE

N | =
=

O

Preuve
® |[Dérivabilité]

4

SoientxeRet heR.

® [Taux]

Exemple 45 Lafonction sin est € et pour tout n e Nona:
. . n
VxeR, sin"(x)=sin (x + nz) )

4

Pour la tangente, on voit que le point semble étre « envoyé vers +oo » lorsque x tend
T[ 2z . . . . .
vers + 7 Mathématiquement, cela sera traduit avec la notion de limite.

— Deéfinition/Proposition 18 | Fonction tangente
® [Définition]
Dian — R

tan o tan(x):sm(x)
cos(x)

O

avec
T
@taan\{§+kn’k€Z}.

® [Principales propriétés]
® [Dérivée]

VX € Dians

tan est m-périodique et impaire.
tan est dérivable sur 2, et

1

tan’(x) = 1 + tan®(x) = ———.
cos?(x)

® [Limites]

o lim tan(x)=-oo,
x——7/2
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o lim tan(x) = +oo,

x—T7/2
tanx 1

¢ [Taux] lim
x—0 X

COURBE REPRESENTATIVE
y

R N R

Preuve
® [Périodicité]

7

® [Imparité]

4

® [Taux]

n FORMULAIRE DE DERIVEES : BILAN DES COURSES

Dans les tableaux ci-dessous, x est une variable réelle et a une constante réelle.

Fonction f Dy Fonction f’ Dy < Dy
f(x)=a R 0 R
x% acR R**siaeR~Z ax®! R%

RsiaeN
R*siaeZ~N
* 1 *
R* - R*
X
* 1 *
R — R
X
R ! R}
+ 2\/} S
1six >0, .
R R
—1six<0
R e’ R
R —sin(x) R
R cos(x) R

1+tan?(x) =
1

cos2(x)
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Savoir déterminer certaines caractéristiques d'une fonction :
® parité et PEriodiCité. .. ... ..o e (I
® monotonie avec la définition par manipulations d'encadrement.............. O
2. Connaitre la définition des limites :
® connaitre les limites usuelles et les croissances comparées................... O
® savoir utiliser les théoremes d’addition, multiplication, quotient de limites. . ..J
® savoir calculer la limite d'une composée de fonction......................... ([
® reconnaitre les limites liées au taux d’accroissement ......................... ([
3. Savoir lever les indéterminations classiques :
® polynomes et fractions rationnelles. ..., O
® fonctions avec des radicaux (expression conjuguée) .................coooen... O
4. Savoir appliquer les théoremes d’existence de limites (théoréme d’encadrement, de
(070) 100 X-U e 1 <101 0 ) PSR O
5. Savoir déterminer le comportement asymptotique d'une fonction (limites, asymp-
110 C=1<J SR O
6. Savoir montrer qu'une fonction est continue par opérations (a I'aide de fonctions
USUEILES) vttt e e O
7. Savoir montrer qu'une fonction est dérivable par opérations (a 'aide de fonctions
USUCILES) vttt e O
8. Savoir calculer des dérivées de somme, produit, quotient, ou composée ......... O
9. Connaitre les fonctions usuelles (variations, dérivées, limites, représentation gra-
phique) :
® fonctions affines et trindmes duseconddegré............................... (I
® fonctions valeur absolue, racine carrée etinverse . .........c.cooveieiinnennn. O
® fonction partie eNtiere . ........ovriii i e O
® fonctionsIn, eXP et PUISSANCES . ..ottt ettt i e e enieennenns O
® fonctions trigonométriques (CoS, SiN, tan) ..........oovviinenenennenenen... O
10. Savoir étudier compleétement une fonction............. ...l ([

Note : vous pouvez utiliser GeoGebra (logiciel libre) pour vérifier vos résultats. Allez
dans menu "affichage’, sélectionnez "calcul formel” puis utilisez une des commandes
"Résoudre’, "Dérivée” ou "Limite”. Tracer par exemple la fonction étudiée vous aidera
a vérifier vos résultats. De plus, Uutilisation de ce logiciel est autorisée au concours
Agro-Véto.

Exercice 1 | Vrai ou Faux? Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses?
Justifier.

wNR

La fonction f définie sur R, par f(x) = x\/x est dérivable sur R, .

Toute fonction bornée sur [0, 1] est continue sur [0, 1].

Une fonction f : R — R est dérivable en x,, € R si et seulement si elle est continue
en x,.

. Pour toute fonction f : R — R une fonction dérivable :

® si f est paire sur R, alors f’ est paire sur R;
® si f est impaire sur R, alors f” est paire sur R;
® si f est périodique de période T > 0 sur R, alors f” est aussi T-périodique.

. Pour toutes fonctions f et g dérivables sur [0, 1] tellesque: Vxe€[0,1], f(x)<

g(x), ona: Vxe[0,1], f'(x)=<g'(x).

Solution (exercice 1)

1 La fonction f est au moins dérivable sur ]0, +oo[ en tant que produit
de telles fonctions.
On étudie la dérivabilité de f en 0 a 'aide du taux d’accroissement. Pour tout
x>0,

f(xi 5(0) xf 01/0 xf R
donc: limf(x) f(O)

x—0 —

0. Ainsi :

= 0. La fonction f est alors dérivable en 0 et f'(0) =

|f est dérivable sur R, |
2. Considérer par exemple la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = |x].
La fonction f est bien bornée (minorée par 0, majorée par 1) mais non conti-
nue en 1 (puisque : xli_)nll_f(x) =0etf(1)=1).

3. Par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 mais non
dérivable en 0.
4, © Considérer par exemple f lafonction carré définie sur R par f(x) =
x2. Cette fonction est paire et a pour dérivée la fonction f’ définie sur R par
f'(x) = 2x, une fonction impaire.
® [VRAL | Supposons f paire : pour tout nombre réel x, f(-x) = —f(x). En
dérivant par rapport a x des deux cotes de I'égalité (si deux fonctions sont
égales alors elles ont méme dérivée), on obtient: Vx € R, —f'(—x) = —f'(x)
(ol1on a dérivé I'expression de gauche comme une composée). D'out: Vx €
R, f'(—x) = f'(x). On en déduit que f’ est paire sur R.
° Supposons f périodique de période T, o1 T > 0. On a ainsi : Vx €
R, f(x +T) = f(x). En dérivant par rapport a x des deux cotes de I'égalité,
on obtient bien: Vx € R, f'(x + T) = f'(x).
5. Considérons par exemple les fonctions f et g définies respectivement
sur [0,1] par f(x) = 2x et g(x) = x + 4. On peut vérifier que pour tout x €
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Exercice 2 | &2

[0,1], f(x) = g(x) et f'(x) > g'(x).

m Ensembles de définition

suivants :

1
1. fx)=Vaxd 2. f(x)zx_i
3. f(x)=vVx-3+ 5x+x 4, f(x)zln(giii)
< sonl

Solution (exercice 2)

1.

Exercice 3 | € Avec parametre Déterminer en fonction du parametre m € R I'en-

- flx) =

f(x) = Vx3 : la fonction f est bien définie si et seulement si x* > 0 <
x = 0 car la fonction racine cubique est strictement croissante sur R. Ainsi

o-%)
1

. . PP . 1
T - Lafonction f estbien définie si et seulementsi: x # 0Oetx—— #
X—=< X
X
2

0 — #0 < x # +1. Ainsi, on obtient:‘@f :IR{\{—I,O,I}‘.

X
Vo+x
fx)=vx-3+ . La fonction f est bien définie si et seulement si x —
X
320,5+x =0etx # 0. Ainsi, on obtient : |2y = [3, +oo[|.
X
f(x)=1n (ex -

e'+1
Comme le numérateur est strictement positif comme somme de deux termes

X

+1
. >0ete*—1+0.

e
] ) La fonction f est bien définie si —
e —
X

>0 < e*'-1>0 < x > 0. Donc

strictement positifs, on a :

5=

2 —
f(x)=In (x—_'_;c) La fonction f est bien définie si

un tableau de signe). Donc Pr =]—-4,2[}

2—Xx

>0etx+4 0 (faire
x+4

semble de définition de la fonction de R dans R donnée par :

f(x)= \/xz—(m+l)x+m.

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f dans les cas

Solution (exercice 3) Lafonction f est bien définie si et seulement si x* — (m +
1)x + m = 0. Le discriminant donne: A = (m +1)> —4m = (m - 1)%.

2 fix—

Cas 1:si m = 1:0n obtient alors A = 0 et ainsi, pour tout x € R, on a : x> —

(m+1)x+m = 0. Ainsi:[2,,_, =R]

Cas 2 :si m # 1: On obtient alors A > 0 et les deux racines distinctes sont
m+1+|\m-1| m+l-m-1

alors : . Afin de calculer la valeur absolue,

on doit encore distinguer deux cas :

o Si m > 1 : les deux racines sont alors 1 et m et on obtient ainsi :
|@m>1 =]—o0,1]U [m,+oo[|.

o Si m < 1 : les deux racines sont alors m et 1 et on obtient ainsi :
|9m<1 =]—oo,m]U[l, +oo[|

Exercice 4 | €5 Composée Calculer fog et go f apres avoir indiqué pour quels réels
celaaun sens:

1 f:x—2x*-x+1 et g:x—2yx-3.
1

2x? -8

et X— X+ —.
§ X

Solution (exercice 4)
1. ® Ftudede fog:

o Domaine de définition : La fonction f o g est bien définie si et seulement
six € P, et g(x) € Zy. Comme Zy =R, la fonction f o g est bien définie
si et seulement si x € 9, a savoir si et seulementsix-3=0 < x = 3.

Ainsi on obtient : m.

o Expression : Pour tout x = 3, ona: fog(x) = flg(x)] = 2(g(x))* -
(g(x))+1=8(x-3)-2v/x—-3+1=8x—-23-2/x-3.

® Ftudedegof:

o Domaine de définition : La fonction g o f est bien définie si et seule-
ment si x € Py et f(x) € Z,. Comme Z; = R, la fonction g o f est
bien définie si et seulement si f(x) € 9, a savoir si et seulement
si f(x)-3 =20 < 2x>-x-2 = 0. Le discriminant vaut A =

1-+/17 1++/17
17 et les deux racines sont et 1

4
1-v17] [1+V17 [
1 ,+oo| |

. Ainsi on obtient :

@gf’f = U

—00,
4

¢ Expression: Pour toutx € ¢, 0ona: gof(x) = g[f(x)]= vV2x?—x-2.

2. ® Ftudedefog:

o Domaine de définition : La fonction f o g est bien définie si et seulement
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Exercice 5 | g

six € 9, et g(x) € Z;. Comme Py = R* = P, la fonction f o g est bien
2
x“+1

définie si et seulementsix #0etg(x) #0.0Ona: g(x) # 0 < *

0 < x*+1 % 0: toujours vrai. Ainsi .

o Expression:Pourtout x #0,ona: fog(x)=f[g(x)] = M =
o g(x)
z(xTH) -8 2(x*+1)>-8x? x 2x* —4x* +2
2l - x? X1 x(xE+1)
Etudede go f:

o Domaine de définition : La fonction g o f est bien définie si et seulement
six € Py et f(x) € 2,. Comme 9, = R* = P, la fonction f o g est bien
définie si et seulementsix #0et f(x) £0.0Ona: f(x) #0 < 2x*-8 ¢
0 <= x=2oux= —2.Ainsi‘@gof =R~ {—2,0,2}|.

o Expression : Soit x € R~{-2,0,2},ona: go f(x) = g[f(x)] = f(x) +

1 2x*-8 x 4x* -31x% +64
flx) «x x(2x2%2-18)

+ =
2x%2-8

m Parité, imparité, périodicité, symétrie

fonction f. Indiquer aussi la périodicité lorsqu’elle est manifeste :

1.

Ll

L

N

Flx)=Vx2 2.

flx)=x*+x*+x8+xB

f(x)=x+x*+x°+2x7 4 f(x)= ;::i:
x3+3x

f(x)_x2+|x| 6. f(x)=Ilx+1-|x—-1|

f(x)=sinx+cosx 8. f(x)=cosx+cos(2x)

Solution (exercice 5)

1. @

Domaine de définition : La fonction f est bien définie si x* = 0 : toujours
vrai. Ainsi 2 = R.

Etude de la parité : Yr est centré en 0, et:  Vx € 9y, ona: f(-x) =

V(—x)? = \/x_ = f(x). Donc la fonction f est paire.

Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R donc 2y = R.
Etude de la parité : 9y est centréen O et: Vx € @ : f(-x) = (-x)* +
(=x)* + (=x)8 + (=x)® = x* + x* + x5 + x® = f(x). Donc la fonction f est

Dans chacun des cas suivants, étudier la parité et 'imparité de la

paire.
Domaine de définition : la fonction f est bien définie pour tout x € R donc
2, =R.

Etude de la parité : P estcentréen0,et: VxeR: f(-x)=-x+ (—x)*+
(—x)°+2(-x)" = —x-x*-x°-2x"=—(x +x* +x*> +2x") = —f(x) Donc
la fonction f est impaire.

DorTla|ine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si
1-1x
2—|x|

1
¢ Six = 0:on doit résoudre :

=0et2—|x| #0. Comme il y a une valeur absolue, on fait des cas :

f— x .
= 0. Un tableau de signe en prenant

—-X
en compte le fait que x = 0 donne: x € [0, 1]U]2, +o0].

. .2 X .
o Six < 0:on doit résoudre : = 0. Un tableau de signe en prenant

x
en compte le fait que x < 0 donne: x €] — oo, -2[U[-1,0].

Ainsi, on obtient 9y =] — oo, —2[U[ -1, 1]U]2; +o0].

Etude de la parité : Pp est centré en 0, et:  Vx € 9y, ona: f(-x) =

1-]-x 1-1]x
=] = X1 = f(x) car |-x| = |-1]| x |x| = |x|. Donc la fonction
2—|-x| 2—|x|

f est paire.

Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si

x% + |x| # 0. Or cette expression est toujours positive, comme somme de

termes positif, et s'annule uniquement si les deux termes s’annule, c’est-

a-dire si et seulement si x = 0. Ainsi, on obtient 2, = R~ {0}.

Etude de la parité : Py est centré en 0, et :  VYx € P : f(-x) =
(-x)*-3x -x*-3x

(—x)2+1-x|  x2+]x|

Domaine de définition: La fonction f est bien définie sur R et ainsi 7, = R.

= —f(x). Donc la fonction f est impaire.

Etude de la parité : 9y est centré en 0, et : Vxe@f:f(—x): |—x+1] -
l-x—=1] = |-(x=1D)| = |-(x+1D)| = [-1lx=1] = |-1||x+1] = [x—1| -
|x+1|=-(|x+1|—|x—1]) = —f(x). Donc la fonction f est impaire.

Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et ainsi 2, = R.
Etude de la parité : pas de parité : la fonction f n'est ni paire, ni impaire.
Etude dela périodicité: Vxe Dy, x+2m € Dy et f(x+2m) =sin (x + 27m) +
cos(x +2m) = sinx + cosx = f(x) en utilisant la 2w périodicité des fonc-
tions sinus et cosinus. Ainsi la fonction f est 2n périodique.

Domaine de définition: La fonction f est bien définie sur R et ainsi 7, = R.
Etude de la parité : 9y =Restcentréen 0,et: Vx €y =R: f(-x) =
cos(—x)+cos(—2x) = cosx +cos2x = f(x) en utilisant le fait que la fonc-
tion cosinus est paire. Donc la fonction f est paire.

Etude de la périodicité : Vx € 2, =R, x+2n € 9y = Ret f(x +2m) =
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cos(x +2m) + cos(2(x +2m)) = cosx + cos(2x +4m) = cos(x) +cos(2x) =
f(x) en utilisant la 2w périodicité de la fonction cosinus. Ainsi la fonction
f est 2w périodique.

Exercice 6 | §§ Propriétés générales Montrer les résultats suivants.

1. La composée de deux fonctions impaires est une fonction impaire.

2. La composée d'une fonction paire et d'une fonction impaire est une fonction
paire.

3. Lasomme de deux fonctions impaires est une fonction impaire.

4. Le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire.

Solution (exercice 6) Onconsidere deuxfonctions f et g toutes les deux définies
sur R.
1. On suppose que f et g sont deux fonctions impaires. Montrons que f o g est
impaire.
® Rest bien centré en 0.
® SoitxeR: fog(—x)=f[g(—x)] = f[-g(x)] carlafonction g est impaire.
Puis comme la fonction f est elle aussi impaire, on obtient : f[—g(x)] =
—flg(x)]=—fog(x). Ainsi: fog(-x) = —fog(x).
Donc f o g est impaire et on a bien montré que
|1a composée de deux fonctions impaires est impaire.|
2. On suppose par exemple que f est paire et que g est impaire. Montrons que
f o g est paire.
® R est bien centré en 0.
® SoitxeR: fog(—x)=f[g(—x)] = f[-g(x)] carlafonction g est impaire.
Puis comme la fonction f est paire, on obtient : f[-g(x)] = flg(x)] =f o
g(x). Ainsi: fog(—x) = fog(x).
Donc f o g est paire e on a bien montré que
|la composée d'une fonction paire et d'une fonction impaire est paire|.
3. On suppose que f et g sont deux fonctions impaires. Montrons que f + g est
impaire :
® Restbien centré en 0.
® Soitx eR:(f+g)(—x)=f(-x)+g(—x) =—f(x)—g(x) carles fonctions f
et g sont impaires. Puis on obtient: (f + g)(—x) = —(f(x)+g(x)) =-(f +
£)(x).
Donc f + g est impaire et on a bien montré que
|la somme de deux fonctions impaires est impaire.|
4. On suppose que f et g sont deux fonctions impaires. Montrons que f x g est
paire :
® Restbien centré en 0.

® Soitx eR: (fxg)(—x)=f(—x)xg(—x)=—-f(x) x (—g(x)) car les fonc-
tions f et g sont impaires. Puis on obtient : (f x g)(—x) = f(x) x g(x) =
(f x §)(x).

Donc f x g est @paire e on a bien montré que

|1e produit de deux fonctions impaires est paire|.

m Calculs de dérivées

Exercice 7 | ©§ Donner 'ensemble de définition et de dérivabilité des fonctions
suivantes, puis calculer leur dérivées :

1.

1.

13.

15.

17.

19.

f(x) = x?e 2 ﬂﬂ:j%éi
x2+
fx) = Ve 4 flx)=erow
fx) = (1-x)eVs 6. ﬂﬂ=§%¥%%
f(x) =sin(Inx) 8. f(x)=In(e*+x?)
x—e" X+2
f(X) = o 11 10. f(X) = ln(\/ﬁ)
1 1
J(x)= (cos(x))* = 2%+t
/ 4
fx)=(e*-1)" . f(x)= (#)
flx) =2 6 f)=Y2
f(x)=In(Inx) 18. f(x):ln(\/x2—1+x)
3* 1cosx
flx)= o

Solution (exercice 7)
1. ® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement

six #0. Donc 9, = R*.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 9y comme
composée et produit de fonctions dérivables.

flx)=e*(2x+1).)

® [Dérivée] Pourtoutx € Py, ona:
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[Ensemble de définition] La fonction f est définie si et seulement si
x?+1=0et vV x2+1 # 0. Ainsi elle est bien définie si et seulement si x*+1 >
0 ce qui est toujours vrai. Ainsi 2y = R.

[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur R comme
composée et quotient de fonctions dérivables et car x> + 1 > 0 pour tout
x eR.

[Dérivée] Pourtoutx€eR,ona:
/2 —qi _2x .
£ COSXV X"+ 1—8SINX"——= (12| 1)cosx — xsinx
X)= =

(Vx2+1)2 (x2+1)vVx2+1
[Ensemble de définition] La fonction f est définie si et seulement si
e* = 0: toujours vrai. Ainsi 2y = R.
[Ensemble de dérivabilité] Comme pour tout x € R: e* > 0, la fonction
[ est dérivable sur R comme composée (}Ce fonctions dérivables.
e
2y e* .
La fonction f est toujours bien définie. Donc

[Dérivée] PourtoutxeR: f'(x)=
[Ensemble de définition]
2, =R.

[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 9y comme
produit et composée de fonctions dérivables.

[Dérivée] Pour tout x € Zy,ona: ‘f’(x) =[cos(x)—xsin(x)]e
[Ensemble de définition] La fonction f est bien définie si et seulement
si x —x? = 0. C'est un polynome de deré 2 dont les racies sont 0 et 1. Donc
2¢=10,1].

[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable si x — x* > 0.
Ainsi la fonction f est dérivable sur ]0, 1[ comme somme, coposée et pro-
duti de fonctions dérivables.

XCOS X I

[Dérivée] Pour tout X €]0,1[, on a
1- 1-2
fl(x)= Q00220 | v
2y x — x?

[Ensemble de définition] La fonction f est bien définie si et seulement
si2+cos(5x) # 0 < cos(5x) # —2 : impossible car un cosinus est tou-
jours compris entre -1 et 1. Donc 9y =R
[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2 comme
produit, composée, somme et quotient de fonctions dérivables.
[Dérivée] Pour tout x € Py, ona:

Flx) = sin? (2x) i

(2+cos(x))

x [12cos(2x)+6cos(2x) cos(5x) +5sin (2x)sin(5x)].

10.

1.

12.

o |[Ensemble de définition]
six >0.Donc %, = R*™.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 9y comme

composée de fonctions dérivables.

La fonction f est bien définie si et seulement

® [Dérivée] Pourtoutx e Py, ona:|f'(x)=

® [Ensemble de définition] La fonction f est définie si et seulement si
e* + x% > 0 : toujours vrai comme somme de deux nombres positifs dont
I'un est strictement positif. Ainsi 2, = R.

® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur R comme
somme et composée de fonctions dérivables.

X
2
® [Dérivée] ¢ rex

X 2°
® [Ensemble de définition] La fonction f gst -"t_)i)én définie si et seulement
sie* +1 # 0 : toujours vrai comme somme de deux termes tous les deux
strictement positifs, une exponentielle étant toujours strictement posi-
tive. Donc 2, = R.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2, comme

somme et quotient de fonctions dérivables.

Pour tout x e R,ona: f'(x) =

1-xe*
(e*+1)%
Lafonction f est bien définie si et seulement

® [Dérivée] Pourtoutx e Py, ona:|f'(x)=

® |[Ensemble de définition]

si9x?—4>0et > 0. Comme une racine carrée est toujours posi-

9x%2 -4
tive, la fonction f est bien définie si et seulement si 9x*—4 > 0 et x +2 > 0.
La premiére condition est un polynéme de degré 2 dont les racines sont

2 2 2
—— et —. Donc @f = ]—2,—— [ U
3 3 3
® [Ensemblededérivabilité] Lafonction f estdérivable sur 2, (car ce qui
est sous la racine est déja strictement positif) comme produit, sommes,
composées et quotient de fonctions dérivables.
-2(9x +2)
(x +2)(9x2-4)"
La fonction f est bien définie si et seulement

§,+OO

® [Dérivée] Pourtoutx e Py, ona:|f'(x)=

® [Ensemble de définition]
sicos* (x)#0 < cosx £0. Donc 2, = R\{g +km, k€ Z}.

® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2y comme
composée et quotient de fonctions dérivables.
4sin(x)
(cos(x))°>
Lafonction f est bien définie si et seulement

® [Dérivée] Pourtoutx € Py, ona:|f'(x)=

® [Ensemble de définition]
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13.

14.

15.

16.

si2°* £ 0 < e**VIn2 £ 0 : toujours vrai car une exponentielle est tou-
jours strictement positive. Donc 2, = R.

® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2, comme
produit, composée et quotient de fonctions dérivables.

—In2
Pour tout x € 9y, ona:|f'(x) = S

® [Dérivée] On peut pour cela re-

marquer que f(x) = e”&*+DIn2,

® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement
sie**—1>0carona: (e¥—1)" =™ D Ore?—1>0 = ¥ > 1 <
x > 0 par passage au logarithme népérien qui est strictement croissante
sur R™*. Donc 9, = R*™.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2, comme
composée, somme et produit de fonctions dérivables.
2x
22ne (ezx _1)ym,
e*—1
® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement
six?+3x =0 et 3" = e*"3 £ 0. La deuxiéme condition est toujours vérifiée
car une exponentielle est toujours strictement positive. Pour la premiere
condition, on reconnait un polynéme de degré 2 dont les racines sont 0 et
-3. Donc 9y =] — 00, —3] U [0, +o0].
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur | —
00, —3[U]0, +oo[ car on doit avoir x? + 3x > 0 puis comme sommes, pro-
duit, composées et quotient de fonctions dérivables.
® [Dérivée] Pour tout X € Dy, on a

2(x*+3x
fl(x)= %
® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement
six >0 en écrivant que 2""* = e "2 Donc 9y = R**.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2, comme
produit et composée de fonctions dérivables.

In2
Pour tout x € 9y, ona:|f'(x) = ——olnx,
X

® [Dérivée] Pourtoutx € Py, ona:|f "(x) =

[2x+3-2(x*+3x)In3].

® [Dérivée]

® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement
six >0,lnx = 0etx # 0. Ladeuxiéme conditiondonne:lnx =20 <= x = 1.
Donc &5 = [1, +ool.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur |1, +oo[ car
on doit avoir Inx > 0 comme composée et quotient de fonctions déri-
vables.

1-2Inx

2x%y/Inx

® [Dérivée] Pourtoutx e Py, ona:|f'(x)=

17. ® [Ensemble de définition]

18. ® [Ensemble de définition]

19. ® [Ensemble de définition]

La fonction f est bien définie si et seulement
six>0etln(x)>0.0rona:In(x) >0 < x>1.Donc 2, =]1, +oo].

® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 9y comme
composée de fonctions dérivables.

1
xIn(x)’
La fonction f est bien définie si et seule-

ment si Vx2—1+x >0 < Vx2-1>-xetx’-120 < x €

]—o00,—1]U[1, +00[. On doit donc étudier deux cas afin de résoudre la pre-

miere inéquation :

o Six =1, alors —x < —1 et 'inéquation est toujours vérifiée car une ra-

cine carrée est toujours supérieure a un nombre négatif.

¢ Six < -—1alors —x =1 et on peut donc passer au carrée tout en conser-

vant I’équivalence, la fonction carrée étant strictement croissante sur
R*. On obtient alors : Vx2—1> —-x < x*—1>x? < —1> 0. Tou-
jours faux.

Donc %5 = [1, +ool.
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur ]1,+oo[ car

on doit avoir en plus x* — 1 > 0 comme somme et composée de fonctions

dérivables.

® [Dérivée]

® [Dérivée]

Pour tout x € 9y, ona:|f'(x) =

1
Vx2-1
Lafonction f estbien définie si et seulement
si x > 0 et x* = e™* % 0. La deuxiéme inéquation est toujours vérifiée,
une exponentielle étant toujours strictement négative. Donc 2, = R** (on
o 3x—1 COS X Cos(x)e(x—l)ln(EB)
commence par écrire que : — = s
® [Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2, comme

produit, composées et quotient de fonctions dérivables.
® [Dérivée] Pourtoutx € Py, ona:
e(x—l)ln 3)

f(x)= TX
[-sin(x)+1n(3)cos(x)—cos(x)(In(x)+1)]

Pour tout x € 9y, ona:|f'(x) =

Exercice 8 | ¢ Avec valeurs absolues Donner 'ensemble de définition des fonc-
tions suivantes, puis leur ensemble de dérivabilité, et calculer leur dérivée.

1.

ln(|x2— 1|) X

f(x):f 2. f(x)z\/ﬁ-
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Solution (exercice 8)
1. ® [Ensemble de définition] Lafonction f est bien définie si et seulement

si |x2 - 1‘ > 0 et x # 0. Or une valeur absolue est toujours positive ou nulle

doncona: ‘xz—l‘ >0 <= x*-1#0 < x ¢ {-1,1}. Donc 2y = R~
{-1,0,1}.

[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable sur 2; comme
somme, composée et quotient de fonctions dérivables (il y a une valeur
absolue mais on a bien x* — 1 # 0 sur 2 donc le domaine de dérivabilité
est bien égal au domaine de définition).

[Dérivée] Comme il ya une valeur absolue, on étudie des cas afin d’en-
lever la valeur absolue. On a :

X —00 -1 1 +00

|x2—1‘ x% -1 0 1-x2 0 X% -1

f(x)

On obtient donc ainsil'expression de f’ en dérivant 'expression de f selon

les cas:
2x? - (x*-1)In(x?-1)

o Six€]—o00,-1[U]l,+oo[ : on aalors f'(x) =

2 2 xz(xz—l)z
o Six €]~ 1,0[U0,1[: onaalors f(x) = = _(;;2(—)6;)_1?§1—x )

On peut remarquer que 'on peut regrouper ces deux cas en une for-
mule générale en utilisant de nouveau la valeur absolue et on obtient :

2x% — (x* - 1)ln|x2— 1|

x2(x%2-1)
[Ensemble de définition] La fonction f est bien définie si et seulement
si [e*—1|+1 > 0: toujours vrai comme somme de deux termes positifs
dont!'un est strictement positif car 1 > 0 et une valeur absolue est toujours
positive ou nulle. Donc 2y = R.

[Ensemble de dérivabilité] La fonction f est dérivable si et seulement
sixePrete’—1#0 (a cause de la présence de la valeur absolue). Or on
a:e*—1+0 < x # 0. Ainsi la fonction f est dérivable sur R* comme
somme composée et quotient de fonctions dérivables.

Vx e @f’ f/(JC) =

® [Dérivée] Comme ilya une valeur absolue, on étudie des cas afin d’en-

lever la valeur absolue. On a :

X —o0 0 +00
le* —1] 1-¢* 0 e’ -1
x x
f(x) e I~

On obtient donc ainsil'expression de f’ en dérivant 'expression de f selon
les cas :

4 -2e* +xe*

202-e)V/2—er

2—Xx

2\/e*

¢ |Six €] —o00,0[:0onaalors f'(x) =

¢ |Six €]0,+oo[ : on aalors f'(x) =

Calculs de limites

Exercice 9 | 85 Avec fonctions logarithmes & exponentielles Calculer les limites
des fonctions suivantes aux bornes de leur domaine de définition. On justifiera cor-
rectement les résultats.

1.

1.

13.

f(X) — ex2+x+1 2. f(.XI) — e2x —e*
e"+x?+x+1 x .
f(x):W 4, f(x):x_lex
fla)=e” —e™! 6. f(x) =1“(::i)
e’ + x* 2y
ro=n( 5] o sienfi5)
X 1 X
21 10. f(x)=(§) Inx
Vx
(x) = ex?_ 2. f(x)=e"—x3
flx)=ewz . f(x)=(2x—-1)ew2
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15. f(x

In(x?+1)
x

)=

Solution (exercice 9) On ne détaille pas tous les calculs.

1. ©

[Domaine de définition]
2, =R.

[Limite en —oo]  Par le en mettant en facteur le monéme de plus haut
degré,ona: im x?+x+1 = +oo. Donc par propriété sur la composition
de limite, on obtient que: xli)n}oo flx)=

[Limite en +oco]  Par propriété sur les sommes et composée de limites,
on obtient que xirgmf(x) = +o00.

La fonction f est toujours bien définie. Donc

[Domaine de définition]
2 =R.

[Limite en —oco]  Par propriété sur les composition et somme de limites,
on obtient que : len} f(x) = 0. Ainsi la courbe €y admet une asymptote
horizontale d’équatioo;)l y =0 au voisinage de —oo.

[Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant a savoir
e?*. On obtient que : f(x) = e**(1 — e™*). Puis par propriété sur les com-
position, somme et produit de limites, on obtient que : xILH}rOO f(x) = +o0.

La fonction f est toujours bien définie. Donc

[Domaine de définition] La fonction f est bien définie si e** +1 £ 0 :
toujours vrai comme somme de deux termes strictement positifs. Donc

9]0 =R.

[Limite en —oo] Par le en mettant en facteur le monéme de plus haut

degré,ona: lim x?+x+1 = +oo. Puis par propriété sur les composée,
X—>—00

sommes et quotient de limites, on obtient que JCli}m f(x) = +o0.

[Limite en +oo] FI donc on met en facteur le te;?ne dominant au nu-
mérateur (e*) et au dénominateur e®*. On obtient alors que par propriété
sur les composée, sommes et quotient de limites xli)n}roo f(x) =0. Ainsi la
courbe 6y admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisi-
nage de +oo.

[Domaine de définition]
x # 0. Donc 2, = R~ {0, 1}.
[Limite en —oo]  Par le en mettant en facteur le monéme de plus haut

La fonction f est bien définie si x —1 # 0 et

X
degré,ona: hm P 1. Donc par propriété sur les composée et pro-
—00 X
lim f(x) = 1. Ainsi la courbe € admet une asymptote
X—>—00

horizontale d’équation y = 1 au voisinage de —oo.

[Limite en +oo] Par le en mettant en facteur le monéme de plus haut

duit de limltes :

X
degré,ona: lim P = 1. Donc par propriété sur les composée et pro-

X—+o0 X —

duit de limites : xli>n-}—oo f(x) = 1. Ainsi la courbe ¢, admet une asymptote
horizontale d’équation y = 1 au voisinage de +oo.

[Limiteen 0] Par propriété sur les somme, quotients et composée de
limites : hm flx)=

[Limite en 0+] FI. On fait apparaitre une croissance comparée en po-
X

1 e
sant X = — et écrivant que : f(x) =F(X) = —— Quand x tend vers 0, X
X

tend vers +oo. Donc on a encore une FI. On fa1t alors apparaitre une crois-
X

p L. € . .
sance comparée en écrivant que : F(X) = — x . Ainsi par croissance

X 1-X
X
. . € P A
comparée : Xhm X +00 et par théoreme sur les mondmes de plus haut
—>+00
degré,ona: Xhm —— = —o0. Ainsi par propriété sur le produit de limite,
—+00

ona: hm F(X) = —oo. Enfin par propriété sur la composition de limite,
on obtlent que hm N (x) = —oco. Ainsi la courbe € admet une asymptote

verticale d’ equatlon x=0"%.
[Limite en 17]  Par propriété sur les somme, quotients, composée et
produit de limites, on a : hm _f(x) = —oo. Ainsi la courbe € admet une

asymptote verticale d’ equatlon x=1"

[Limite en 17]  Par propriété sur les somme, quotients, composée et

produit de limites, on a : lim1 f(x) = —oco. Ainsi la courbe € admet une
m

asymptote verticale d’équation x = 1.
[Domaine de définition] La fonction f est toujours bien définie. Donc
2, =R.
[Limite en —oo]  Par propriété sur les sommes et composées de limites,
on obtient que xli)n}oof(x) = +o00.
[Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant a savoir

e*’. On obtient que f(x) = e (1 — e ¥ +e+ly, Par le en mettant en facteur
le mondme de plus haut degré, on a : th —x%?+x +1 = —oo. Ainsi par
propriété sur les sommes, composées etb produit de limites, on obtient
que: lim f(x) = +oo.

X—+00 X

>0et

[Domaine de définition] La fonction f est bien définie si

e*—1 # 0. Comme le numérateur est strictement positif comme somme de
X

deux termes strictement positifs, ona:

Donc Z; = R*™.

[Limite en 0"]  Par propriété sur les sommes, quotient et composée de

limites, on a : lirn0 S (x) = +oo. Ainsi la courbe €, admet une asymptote
X—

1>0<=>ex—1>0<=>x>0.
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verticale d’équation x = 0.

[Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant au numé-
1+e™ )

l-e*[

Puis par propriétés sur les composées, sommes, quotient de limites, on

obtient que : lenlm f(x) = 0. Ainsi la courbe € admet une asymptote ho-

rizontale d’équation y = 0 au voisinage de +oo.

rateur et au dénominateur a savoir e*. On obtient alors f(x) = In

X 2
>0et

e

[Domaine de définition] La fonction f est bien définie si il
X

2x + 1 # 0. Comme le numérateur est toujours strictement positif comme

somme de deux nombres positifs dont I'un est strictement positif, on a :
e’ + x?
2x+1

1
>0 < 2x+1>0.Donc@f=]—§,+oo

1 +
[Limiteen—— ] Parpropriété surles sommes, quotient et composée de
limites, on a: lim1 N (x) = +o0. Ainsi la courbe € admet une asymptote

x—»—i

. ' e . 1
verticale d’équation x = ——.

[Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant au numé-
rateur et au dénominateur a savoir e* au numérateur et x au dénomina-

X
. e* el . .
teur. On obtient que : f(x) = In (— x 5 el . Par croissance comparée,
X + =
X

Ry LX . .
ona: lim — =+ococet lim — = 0. Puis par propriété sur les sommes,
X—+00 X x—+oo ¥
quotients, produit et composée de limites, on obtient que lim f(x) =
X—+00
+00.

X
[Domaine de définition] La fonction f est bien définie si 2 >0 et

x +4 # 0 (faire un tableau de signe). Donc 2 =] — 4,2][.

[Limite en —4*] Par propriété sur les sommes, quotient et composée de
limites, ona: xllrr_l4+ f(x) = +oo. Ainsi la courbe 6 admet une asymptote
verticale d’équation x = —4.

[Limite en 27]  Par propriété sur les sommes, quotient et composée de
limites, on a : JCli_rn)2 _f(x) = —oo. Ainsi la courbe 6 admet une asymptote
verticale d’équation x = 2.

[Domaine de définition] La fonction f est toujours bien définie car
x?+1 # 0 comme somme de deux termes positifs dont 'un est strictement
positif. Donc & = R.

[Limite en —oco]  Par propriété sur les produits, somme, composée et
quotient de limites, ona: lim f (x) = 0. Ainsi la courbe 6y admet une
asymptote horizontale d’écicuati%on y = 0 au voisinage de —oo.

® [Limiteen +oo] FIdonc on fait apparaitre une croissance comparée en

In2x In2x
e e
flx)= = +o00.
X2

mettant en facteur x* terme dominant au dénominateur. On obtient que
o X - Par croissance comparée, ona: lim 5
X 1+ X—+00 X
Puis par propriété sur les quotients, somme et produit de limites, on ob-
tientque: lim f(x) = +oo.
X—>+00

10. ® [Domaine de définition] La fonction f est bien définie si x > 0. Donc

_mt*
P, =R

® [Limiteen0"] Par propriété sur les produits et composée de limites, on

a: lim f(x)=—oo.La courbe ¢; admet une asymptote verticale d’équa-
x—0
tion x =0.

® [Limite en +0o] FI car f(x) = In(x)e "2, On va faire apparaitre une

croissance comparée en multipliant et divisant par x. On obtient que :

X Inx . ) . X
f(x)= x —. Par croissances comparées, on a: lim =0=
eln2x x x—+oo eln2x
. nx .. . sz . . .
lim ——. Ainsi par propriété sur le produit de limite,ona: lim f(x)=
x—+00 X Xx—+00

0. Ainsi la courbe €y admet une asymptote horizontale d’équation y = 0
au voisinage de +oo.

. ® [Domaine de définition] Lafonction f est bien définiesix = 0etx # 0.

Donc &y = R**.

® [Limiteen0"] Par propriété surles composée et quotient de limites, on

a: lim f (x) = +oo. La courbe €, admet une asymptote verticale d’équa-
x—0
tion x = 0.

® [Limite en +oo] FI donc on transforme 'expression afin de faire appa-

raitre une croissance comparée. On pose par exemple X = ﬁ et on ob-
X

. € o . . .
tient que f(x) = F(X) = i Ainsi par croissance comparée :Xhm F(X) =
—+00
+00. Puis par propriété sur la composition de limites : lin}r f(x)=+o0.
X—>+00

. ® [Domaine dedéfinition] Lafonction f estbien définiesix > 0 car X3 =

e5"* Donc Dy = R,

® [Limite en 0*] Par propriété sur les produit, composée et somme de

limites, on a: lirr}) f(x)=1.
x— +

® [Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant a savoir

2

. X3 . .
e*. On obtient que : f(x) = e* (1 - —x) Par croissance comparée, on a :
e

lim
X—>+00
obtient que : lim f(x) = +oo.

X—>+00

|'<><
N

= 0. Puis par propriété sur les somme et produit de limites, on
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Donc 9y =R~ {2}.
® Parpropriété surles sommes, quotient, composée et produit de limites, on
a: lim f(x)=-oo, lirri f(x) = +o0, lim2 f(x)=+o0et lim2 f(x)=0
X——00 X—+00 x—2% x—2"

horizontale d’ equatlon y =0 au voisinage de —oo.
® [Limite en +oo] FI donc on met en facteur le terme dominant x> dans
le logarithme afin de faire apparaitre une croissance comparée. On ob-
Inx In(1+%)

tient que : f(x) = . Par croissance comparée, on a :

. Inx . . .
lim —— = 0etpar propriété sur les quotients, somme et composée de li-

X—+00 X

Inx— Inx
13. ® [Domaine de définition] La fonction f est bien définiesi x —2 # 0. 1. lirri elnxl 2. 11m+elnx+}
X—>+00 —0
Donc 2 =R~ {2}. - ¥ y
c 242 . 2 . . 3 X X
® Par propriété sur les sommes, quotient et composée de limites, on a : 3. hmle'“"“ 4. xh_{r}roo(l +e')
xX—
lim f(x)=1, lim f(x)=1, lim f(x)=+ocoet lim f(x)=0 ¢
o xooroo 2t x=2m cos(x?) +In(2x) — x3
14. ® [Domaine de définition] La fonction f est bien définie si x —2 # 0. 5. lim -
x—+oo  3x3+sinx—x

Solution (exercice 10)

Inx-1 X-1
. P . . PP 1. lim enhss1 = lim eX = e par composition et et en mettant en facteur le
15. ® [Domaine de définition] La fonction f est bien définie si x* + 1 > 0 et x—+00 Koo ) p P
x # 0 La premiére inéquation est toujours vraie comme somme de deux rnonorlrnlilde plus auglegre.
termes positifs dont I'un est strictement positif. Donc 2, = R*. 2. Jﬂﬁ‘“"“ = Xli,n}ooex“ = e par composition et et en mettant en facteur le
® [Limite en —oco] FI donc on met en facteur le terme dominant x> dans monodme de plus haut degré
. . . . . . Inx-1
le logarithme afin de faire apparaitre une croissance comparée. On ob- 3. hrn1 et = Xhm eXet = 0 et hm1 el = Xhm1 eX T = +00 par composi-
1 x—1 ——1t x—1 —_
In|x| In(1+:;) e
tient que : f(x) = 2 + X - Par croissance comparée, on a : tion et par propriété sur les limites. Il n'y a donc pas de limite en —.
. In|x ) ) e
lim x| = 0 et par propriété sur les quotients, somme et composée 4, hrri (1+e")"* = e en mettant le terme prépondérant e* en facteur dans le
x—-00 X xX—+00
In(1+%) logarithme népérien et en séparant avec In(ab) = Ina + In b puis propriétés
de limites : xirgm—x = 0. Donc par propriété sur les sommes de sur les limitezs, s
limites, on a : hm f (x) = 0. La courbe 6, admet donc une asymptote 5. lim cos (x7) + l.n (2x) —x = _1. On met en facteur x3 au numérateur et au
x—+oo  3x3+sinx—x 3

dénominateur car c’est le terme prépondérant puis on utilise une croissance
comparée et le corollaire du théoréme d’encadrement pour le cosinus et le
sinus.

Exercice 11 | 83 Avec polyndomes & fractions rationnelles Calculer, en cas d’exis-
tence, les limites aux points indiqués.

In(1+%) x'+x%—x X +x*—x
mites: leIIime = 0. Donc par propriété sur les sommes de limites, 1 B anwm 2. i Sy
ona: xlirrlwf(x) = 0. La courbe ¢ admet donc une asymptote horizon- 3x24+2x—5 2 1+2x—15
tale d’équation y = 0 au voisinage de +oo. 3. M 2 i4x_5 4. 2 i4x—5
® [Limite en 0] FI donc on fait apparaitre la limite connue suivante 3 5
. In(1+X) . In(1+x?%) s qim 2 6 lim = "
)I(IEO— = lenécrivantque: f(x) = ————xx.Onaainsi d’apres x—-002x2 -1 x—1x3-1
o N C In(1+x2) _ x+8 cos®x —cosx
les limites usuelles et par composition que )1612’10—2 = 1. Puis par 7 om, x+2] 8. xlr—~n020082 —3cosxt1
propriété sur le produit de limites, on obtient que : ihilof(x) =0. 9, hni (x2 —3x+1—x|x— 3|) 10. lim (x2 3x+1-x|x— 3|)
X—>+00 X—>—00

Solution (exercice 11) On ne donne ici que les résultats et I'idée d'une méthode

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Exercice 10 | $¥3 Avec exponentielles & logarithmes Calculer, en cas d’existence,

les limites aux points indiqués. possible pour obtenir la limite.
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o xT+x?-x .
1. lim ————— = —o0: en mettant en facteur le mondéme de plus haut de-
x—-oc0 x644x2
gré.
. X +x*-x . e .
2. lim ————— = +o00:0on met x en facteur puis propriété sur les limites.

x—0~ x8+4x2
. 3x*+2x-5 4 . -
3. lim ————— = —:onmetx — 1 en facteur puis propriété sur les limites.
x—1- x2+4x-5 3
x*+2x—15 4

4. lim = —:onmet x + 5 en facteur.
x—-5* x2+4x-5 3
. xP-2x A )
5. lim 1= : en mettant en facteur le monome de plus haut degré.
X—-002X% —
. x’-1_5 . o o
6. 11m13—1 =3 :on met x — 1 en facteur puis propriété sur les limites ou on
x—1x° —
peut aussi reconnaitre un taux d’accroissement.
x+8 . x3+8 )
7. lim =12et lim = —12:on met x + 2 en facteur au numé-
x—-2*|x + 2| x—-2"|x + 2|
rateur puis propriété sur les limites.
. cos? x — cosx _ X?-X _
8. lim =1:onmetX—1 en facteur puis

02 cos?x —3Cosx+ 1 Xn12XZ _3X + 1
propriété sur les limites.

9. lim x?-3x+1-x|x-3|=1caron peut prendre x > 3 et par propriété de
f;f;logur absolue.

10. lim x?>-3x+1-x|x—3| = +oo car on peut prendre x < 3 et par propriété

dxeTa_{zoaleur absolue.

Exercice 12 | € Avec des racines Calculer, en cas d’existence, les limites aux points
indiqués.

- Vx? N el
1 )ICIE}O e 2. x&nlm( (x+1)—\/x_)

li 1 1 a i x-1
im - . lim
x—-1|(x+1)2 (x+1)3 x—1* x—1

Vx2+2x-3
5. lm —— 6 Iim Vx2+1+x

X—+00 X ’ xX——00
) xX+Vx?2+1 . 7+2x-3
7. lim ———— 8 lim ————
Yoo /x2—5x+1 =1 x*-1
xX+2-2
. lim — 10. i Vx+ -
2 xlglz x+7-3 xi»nloo( * \/; \/})

Solution (exercice 12)

V x? . xl . Vx? . lxl s

= lim — =1et lim = lim — = -1 par propriété de la
x—0t X x—0t X x—0~ X x—0" X

valeur absolue.

1. lim

2. lirri \/ (x +1)3 -V x3® = +oo en utilisant la quantité conjuguée et en mettant
X—+00
en facteur le terme prépondérant.

1 1 1 1

3. lim — =+ooet lim - = —oo en mettant

x—-1"(x+1)? (x+1)3 x—-1*(x+1)2 (x+1)3

sur le méme dénominateur qui est (x +1)3.

vVx-1

4, lim+ = +oo car en simplifiant par la racine en haut et en bas on ob-

x—1" X —

1
tient f(x) = .
vx-1
. Vx2+2x-3 . . )

5. lim —————— =1 enmettant en facteur le terme prépondérant x“ dans

X—>+00

X
la racine et en le sortant de la racine.
6. lim Vx2+1+x =0 en utilisant la quantité conjuguée.

X——00
. X+vVxz+1 .

7. lim —— =2 en mettant en facteur en haut et en bas le terme pré-

X—+00 2

Vxe-=5x+1
pondérant.
. V7+2x-3 1 . .l . ) .

8. lim ————— = — en utilisant la quantité conjuguée puis en mettant en

x—1 x2-1
facteur x — 1 au numérateur et au dénominateur.
. Vx+2-2 3 . .y L .
9. lim ———— = — en utilisant la quantité conjuguée pour le numérateur et
=2\/x+7-3
pour le dénominateur.

1
10. lin}r Vx+yx—x= 3 en utilisant la quantité conjuguée et en mettant
X—>+00
ensuite en facteur le terme prépondérant au dénominateur.

Exercice 13 | 85 Avec fonctions trigonométriques

. . (1 . . . (1
lim xsm(—) 2. lim smxsm(—
x—0 X x—0 X
xsinx . sinx
im — &4, m ——
x—+o0 x2 + 1 x—+oox% —Inx
2cosx—1

lim ———
»—32sinx —/3
pourra reconnaitre un taux daccrois-
sement

Indication : On
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Solution (exercice 13)

1.

1
lim xsin (—) = 0 en utilisant 'encadrement du sinus et le théoreme d’en-
X

x—0

cadrement. On peut essayer le théoreme d’encadrement, mais le fait ne pas
connaitre le signe de x nécessiterait de faire des sous-cas : on privilégie plutot
lavaleur absolue.Ona: VxeR*:

1 1
0< ‘sin(—)‘ <1 =0< ’xsin(—)’ < |x].
X X

1
Or limo |x| = 0, donc par théoréme d’encadrement, limox sin (—) =0\
x— X—s x

1
lim sinxsin (—) = 0 en utilisant '’encadrement du sinus et le théoréeme d’en-

x—0
cadrement. Il faut par contre distinguer 2 cas: x > 0 et x <0.
Pour toutx e R:

® CAS 1

1
-1< sm(— <1.
X
:si x > 0, par exemple x €]0,n[. On a alors comme x €]0, 7| :
1 1
sin(x) > 0 et donc —1 < sin(—) <1 < -sinx < sin(x)sin(—) < sinx.
X X

Puis comme lim -sinx = lim sinx =0, le théoreme d’encadrement as-

x—0t 1 x—0t
sure que lim sin(x) sin(—) =0.
x—0* X
-7,0[:

1
<1 < sin(x) < sin(x)sin(—) <
X

® CAS2:six <0, par exemple x €] — m,0[. On a alors comme x €]
sin(x) < 0 et donc —1 < sin(—
X

—sin(x). Puis comme hrr}) —sinx = hn%) sinx = 0, le théoréme d’enca-
X—
. . e
drement assure que hm0 sin (x)sin (—) =0.
x—0~ X
1 1
Comme lim sin(x)sin(—) =0 = lim sin(x)sin(—) = 0, la limite en 0
x—0% X x—07 X

existe bien et lim0 sin(x)sin (—) =0.0n aen effet :
xX— X

0<

1
sin(—)‘ <1 = 0<
X

. . (1 .
smxsm(—)( < |sinx]|.
X

. . . . . (1
Or hm0 |sinx| = 0, donc par théoreme d’encadrement, hmo sin x sin (—) =0\
x— X—s x

xsinx . , . P )
i > = 0 en utilisant I'encadrement du sinus et le théoréme d’enca-
X—+00 X4 +
drement :
. X xsinx X
—l<sin(x) <1 & —— <= <
x“+1 x+1 x°+1

car 0=

> 0 car on calcule la limite en +oco. De plus lim —
—+ooxc+1

d’apresle en mettant en facteur le monéme de plus haut degré.

x2+1

im
x—+o0 x2+1

xsinx - PR )
On obtient alors bien que lim — - 0 en utilisant le théoreme d’enca-
—+00 X
drement.,
. sinx . , . P )
4. lim ———— = 0 en utilisant 'encadrement du sinus et le théoréme d’en-

x—+o0x2 —Inx
cadrement. En effet,
sinx sinx 1

x2-lnx  x% 1- Ing”
Le deuxiéme terme tend vers 1 par croissances comparées. On applique le
théoréme d’encadrement au premier :
] —s 1 smx 1
x? S x? x2

—1<sin(x) <

. 1 1 sinx
Deplus lim — =0= lim - —.Onobtientalors bien que lim =0
X— +00 X2 x—+o0  x2° —+o0 x2
- P ) . sinx
en utilisant le théoreme d’encadrement, puis que| lim ———=0
x—+oox? —Inx

. 2cosx —1
5 lim — = —

x—%2sinx—/3

taux d’accroissements.

3 en mettant 2 en facteur et en reconnaissant deux

Exercice 14 | % Avec partie entiére
1

1. Lafonction g définie sur R* par g(x) = x L—J a-t-elle une limite en +oo0?
X

1
2. Lafonction h définie sur R* par h(x) = — — a-t-elle une limite en +oo?
X

3. Soient a et b strictement positifs. Calculer :

. x|b . blx

1. lim —|— 2. lim — |-

x—0al|lx x—0tXx La
b|x
3 lim —|—
x—0" X |la

. 1
4. Etudier lim (1 -X L—J )
x—0 X
Solution (exercice 14)
1. Onremarque que, pour x > 1, la fonction g est nulle. En effet :

1
Vx>1,0<—-—<1
X

1
etdonc: L—J = 0. Ainsi,
X

2. Par le méme raisonnement que ci-dessus, on sait que :

1
Vx>1, h(x)=—.
X
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Ainsi, on obtient que : lim h(x)=0. m Fonctions usuelles & Etudes de fonctions
I St . U .
3. 31) On utilise ici I'inégalité caractéristique de la partie entiéere, a savoir :
VxeR, x-1<l[x]<sx.

b

X

b o
< —. Et ainsi par le
a

<

SRS

® Ainsi, pour x > 0, on obtient :

Q=

—_

SRS RS

PR . X
théoreme d’encadrement, ona: lim — {

Jm Exercice 15 | 8§ Valeurs absolues On considere les fonctions f et g définies sur R

par

N

QRN ISy |

. b x|b
® Et pour x < 0, on obtient que : — < — {—J
a

X -
— —. Et ainsi par le
alx a

fix—12x-3|+|x-5 et g:x~‘2x2—5‘—‘x2—1|.

Simplifier les expressions de f(x) et de g(x) en fonction des valeurs de x. En déduire
les représentations graphiques de ces deux fonctions.

P . X
théoreme d’encadrement, on a: hn%) — {—
x—0-a [ x]

Ainsi la limite en 0 existe et vaut —.
a

3.2) Par définition de la partie entiere, on a, comme a > 0 : Vx €

X b|x . i s +
10, al, —| =0 = Vx €]0,al, —|—| = 0. Ainsi, la limite en 0
a xla

existe et vaut 0. Solution (exercice 15)
3.3) Par définition de la partie entiére, on a, comme a > 0: 1. Etude de f : on fait un tableau donnant les valeurs de f selon la valeur de x :
X b|x b
Vx€]-a,of, —|=-1=Vx€]-a,0, —|—-|=——. 3
a xla X X oo 2 5 o0
o . blx 2
Ainsi : 11rn0 —|—| =+4oocar b > 0.
x—0-x lLa
4, On utilise I'inégalité caractéristique de la partie entiere et on obtient : |2x =3 —2x+3 0 2x -3 2x-3
veerr ] 1 _1
XeRT, o ZoI<ITIS T lx - 5] —x+5 ~x+5 0 x-5

On distingue alors les cas x > 0 et x < 0 puisqu’'on a envie de multiplier par
X, et on obtient :

° Casx>0:ona:1 X X f(x) -3x+8 x+2 3x—8
1-x< xL—Js 1-1< —xL—J< x—-10< 1—x{—J< X.
X X X

Ainsi, daprés le théoreme dencadrement, on obtient que

. _ n peut alors tracer la fonction qui correspond a 3 bouts de droite, qui se
Hm l—xl—O Onp 1 la fonction qui ponda3b de droite, qui

xﬁ0+ x ' . .
® (Cas x <0:onaparle méme type de raisonnement que : rejoignent en 2 etens>.

r<legx {EJ <0 2. Etude de g : On fait de méme pour la fonction g :
X ) X |-oo —/5/2 -1 1 V5/2 RESS

Ainsi toujours par le théoreme d'encadrement, on obtient que : 5

" (1 Ll 0 2x°=5 2x*-5 0 5-2x> : 5-2x*  5-2x2 0 2x?-5

- T ) T -1l x2-1 x2-1 0 1-x2 0 x2-1 = x*-1
Ainsi la limite a gauche et a droite étant la méme, on obtient que : limol -

X—

xFJ:O_ g(x) x*—4  -3x*+6  -x*+4  -3x*+6 x*-4

X

On peut alors tracer les fonctions.



BCPST1 € 2023-2024

48

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

COURBES REPRESENTATIVES
A

0 L

Exercice 16 | 5  Soit f la fonction définie par :

g W N

o

==

Déterminer I'ensemble de définition Z; de f, étudier sa dérivabilité et calculer sa

dérivée.

. Déterminer les limites de f aux bords de 2, et dresser son tableau de variations.
. Etudier les asymptotes.

. Déterminer I'équation de la tangente a 6y en x = 1.
. Montrer que: Vx €%y, —x € Py et f(—x) = —1 - f(x). Donner une interpréta-

tion graphique.

. Tracer la courbe représentative de f.
Montrer que I'équation f(x) = x admet exactement deux solutions sur R et les
déterminer. Que représentent ces solutions pour la courbe représentative de f?

Solution (exercice 16)

1. La fonction f est bien définie si et seulement si 2x # 0 et ainsi 9, = R*. La

fonction f est dérivable sur R* comme somme et quotient dont le dénomi-
nateur ne s'annule pas de fonctions dérivables. De plus, pour tout x # 0, on

a:f'(x)= 2_—xlz

1
2. ® Limites en too: lim f(x) = —= = lim f(x) d’apres le théoréme des
X—>+00 X—>—00

monomes de plus haut degré. La courbe ¢ admet une asymptote hori-

zontale d’équation y = L au voisinage de +oo.

® Limitesen O : )}mef(x) = 400 et xliino_f(x) = —oo par propriétés sur les
somme et quotient de limites. La courbe €y admet une asymptote verti-
cale d’équation x = 0.

On obtient alors le tableau de variation suivant :

X -0 O +00
f'(x) - -
1 +00 \
f 2 1
\\\\‘_m 2

3. Déjafait ala question précédente.
4. Lafonction f estdérivable en 1 ainsila tangente T, ala courbe au point d’abs-

cisse 1 existe bien et son équation est : y = f'(1)(x — 1) + f(1). Les calculs

1
donnent: y = —E(x -1).

. ® Le domaine de définition est bien centré en0Ocar: VxeR*,—x eR*.

x+1 x+1 —2x+x-1
® Soitx eR*,ona: f(-x)= — = - et-1-f(x)=——— =
‘1 f(=x) —-2X 2x Fx) 2x
X

—W.Ainsi, onabien: f(-x)=-1-f(x).
On cherche alors une symétrie s entre les points (x, f(x)) et (—x, f(—x)) sur
le graphe de f, soit s telle que (—x, f(—x)) = s(x, f(x)). Pour cela, essayons
de trouver quelles conditions doit vérifier (x, f(x)) pour que le point soit

inchangé par la symétrie. Le point (x, f(x)) est un point fixe de s si on a
s(x, f(x)) =(x,f(x)).Ors(x, f(x)) = (—x, f(—x)), donc on doit avoir :

X=X 2x =0 — 2x =0
f=x) =f(x) ~1-f(x) =f(x) flx) =-3°
1
Le seul point fixe de la transformation est (0, —5) On vérifie alors que I'on
=0et f—(x) AGE) =

entre les points (x, f(x)) et (—x, f(—x)). On obtient alors que la courbe €

x+(—x)

abien: —5 autrement dit que Q est le milieu

1
est symétrique par rapport au point 2 (0, - E)
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6. Graphede f:

7. Onapourtoutx ER*: f(x)=x < f(x)—-x=0 <

1
—2x? - x +1=0. Le discriminant vaut A = 9 et les deux racines sont —1 et —.

Ces solutions correspondent aux abscisses des points fixes pour la fonction

f.

Exercice 17 | &%

1. Donner I'ensemble de définition de A.
2. Représenter graphiquement la fonction A.

—x+1-2x?
2x

Soit la fonction /h définie par h(x) = xexp |In|x||.

Solution (exercice 17)
1. Lafonction f est bien définie si et seulement si x # 0. Ainsi on a: 9, = R*.
2. On commence par donner I'expression de f(x) selon les valeurs de x.

® Six>0,ona: f(x)=xe'™. Il s'agit alors d’étudier le signe de In x.

® Six <0,0na:f(x)=xe™"9 Laencore, il sagit d’étudier le signe de
In(-x):

-1

o Si—1<x<O0alors0< —x < 1etonobtient: f(x) = xe” " = xe" ¥

X

-1
X

xx —=-1.

o Six =1, onobtient: f(x) = xe™* = x2.

¢ Si0<x <1,onobtient: f(x)=xe”

* = xe

o Six <—1alors —x > 1, onobtient: f(x)=x
Ainsi, on obtient les valeurs suivantes pour f selon les valeurs de

eln(—x) —

1
X

X =X X —=

—x2.

1.

=0 =

X

0

1

+00

fx)

On peut alors tracer la fonction :

COURBE REPRESENTATIVE
YV,

5 4

4
3 4
2

L B §
-5 -4-3-2-10 1 2 3 4 5%

Exercice 18 | %3 Fonctions trigonométriques Soit f une fonction définie par :
f(x) =In|cos(x)sin(x)|.
1. Déterminer le domaine de définition 2 de f.
|
2. Montrer que f est  périodique, paire etque: Vx €9y, f (5 - x) = f(x). A quel
intervalle peut-on réduire 1'étude de la fonction f?

et calculer sa dérivée. Dres-

- - L
3. Montrer soigneusement que f est dérivable sur l 0, 1

ser le tableau de variation de f sur cet intervalle.
4. Tracer la courbe de f en justifiant sa construction.

Solution (exercice 18)
1. La fonction f est bien définie si et seulement si cosxsinx # 0. Or on a :

T
cosxsinx =0 < dke”Z, x=—+kmnoudke?Z xzkn.Ainsisz

R~ g+kn,kn,k€Z .

2. Réduction d’intervalle :
® Montrons que f est m périodique : pour tout x € %y, on a bien x +
T € 9 et f(x +m) = In|cos(x +m)sin (x +7)| = In|-cosx x (—sinx)| =
In|cosxsinx| = f(x). Ainsi la fonction f est m périodique et on peut res-
T
treindre I'intervalle d’étude a ~55 [ ~{0}.

® Montrons que f est paire : Jy estcentré en 0, et:  Vx € Py, ona: f(—x) =
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In|cos(—x)sin(—x)| =In|cosx x (—sinx)| = In|cosxsinx| = f(x) en uti-
lisant le fait que la fonction cosinus est paire, la fonction sinus impaire et le
fait que |-1| = 1. Ainsi la fonction f est paire et on peut restreindre I’étude

U
alo,—[.
. T | (T .
® SoitxePs,ona: f|-—x|=In|cos|-—x|sin|=-—x|| =In|sinxcosx| =
! 2 2 2
f(x) en utilisant le formulaire de trigonométrie.

On peut faire un dessin pour s’en rendre compte mais une telle égalité si-
. . s 2 . n P
gnifie que la droite d’équation x = 1 est axe de symétrie pour la courbe.

. p . . s . . e
Ainsi on peut étudier la fonction sur |0, 1 puis faire la symétrie d’axe

T |
X = 1 pour obtenir la courbe sur |0, 5[.

1
3. Lafonction x — cosx sin x est dérivable sur ] 0, Zl comme produit de fonc-

tions dérivables. De plus, sur cet ensemble, cette fonction ne s’annule pas.
Comme la fonction valeur absolue est dérivable sur R*, on obtient que x —
. n o .
|cos x sin x| est dérivable sur IO, Z] par composition. Comme sur cet inter-
valle, la fonction est a valeurs strictement positives et que la fonction loga-
T
0,—
4

rithme népérien est dérivable sur R**, f est bien dérivable sur par

composition.
!

u
De plus, en étudiant des cas, on sait que (In|u|)’ = — si u dérivable. Ainsi ici
u

cos’x —sinx _ cos(2x)

on obtient que: f'(x) =

cosxsinx cosxsinx’

Sur

T
0,—
4

T
,ona:cosx >0,sinx >0etcos(2x) =0 car2x € 0,5].Ainsi on

a:f’(x)zOsur]O,g].

A

—In2

) I

—00

En effet : lim0 f(x) = —oo par propriétés sur les produit et composées de li-
x— +
mites.
4. Graphede f:

COURBE REPRESENTATIVE

1 2 3 4 5%

y
]
5 —4 -3 -2 -1 0

Exercice 19 | 3 Fonctions trigonométriques Soit la fonction f définie par :

M W IN =

. Représenter f sur l'intervalle

f(x)=3cosx —cos(3x).

. Etudier la parité et la périodicité de f.

. Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

. Etudier les variations de f sur [0, 7t].

. Déterminer I'équation de la tangente au graphe de f en x = n/2. Déterminer les

abscisses pour lesquelles la tangente est horizontale.
-3n 37

"2

Solution (exercice 19)

1. Lafonction f est définie sur R.
® Ftude de la parité : R est centré en 0. Soit x € R : f(—x) = 3cos(—x) —

cos(—3x) = 3cosx — cos(3x) car la fonction f est paire. Ainsi f(—-x) =
f(x), etla fonction f est paire.
® Ftude de la périodicité : vérifions que la fonction est 21 périodique :
o Pourtoutx €R, x +2meR.
o Soitx €R: f(x+2m) =3cos(x +2m) —cos(3(x +2m)) =3cos(x +2m) -
cos(3x + 6m) = f(x) en utilisantla 2; périodicité de la fonction cosinus.
Ainsi la fonction f est 2n périodique.
Par 2n périodicité, on peut restreindre 1'étude a tout intervalle d’amplitude
27, par exemple [—m,7t]. Puis par parité, on peut restreindre l'intervalle a
[0,7t]. La courbe 6 sera alors obtenue par symétrie par rapport a I'axe des
ordonnées puis par translation de vecteur 271,

2. La fonction f est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions
dérivables. Pour tout x € R, on a: f'(x) = —3sinx + 3sin(3x) = —3(sinx —
sin(3x)) = =3 x 2cos(2x)sin(—x) = 6cos(2x)sin(x) en utilisant une for-
mule de trigonométrie et le fait que la fonction sinus est impaire.

3. étude du signe de f' sur [0, 7] :
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Sur [0, 7], on a: sin(x) = 0 et ainsi le signe de f’ ne dépend que du signe de

U T
cos(2x).0Ona:cos(2x) =0 < 3Tk e Z, -5 +2kn<2x < §+2kn =

bl b
Jk e Z, ~a +kn=sx< 1 + km. En faisant un cercle trigonométrique, on

3n

T
remarque que sur [0, 7], on obtient : cos (2x) = 0 < x € [0, Z] u [I,n]. On

obtient ainsi le tableau des variation suivant :

3n
X 0 " o -
f'(x) + 0 - 0 +
2v/2 —2
2 / —2v/2

B
4. ® Lafonction f est dérivable en ) donc la tangente a la courbe € au point

b T b T
d’abscisse > existe bien et son équation est: y = f’ (—) (x - —) +f (E) On

2 2

. . n
obtient ainsi: y = —6 (x ~5)

® La tangente est horizontale lorsque f'(x) = 0. On obtient donc : f'(x) =

. n kn
0 < cos(2x)=0ousinx =0 < Ik e Z, x=Z+70uEIk€Z, X =

k.
5. Graphede f:

.y;
3
2
|| |
G >
-3§-4-3- —_110 112 3 4/5%
-2
-3
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