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Chapitre #

Calculs de sommes et produits

(ALG) 3

Notations ) et []............. Résumé & Plan
2 Coefficients binomiaux et for- Vous avez peut-étre déja rencon-
mule du bindme................. tré la notation ) dans les classes
Sommes doubles ...ouenennnn... antérieures. Nous allons la revoir
EXErcicesS ....coveeeeeenecnannnn. dans ce chapitre, et en complément
454554+ 6%+ 754954 115= voir son analogue pour les produits.
195 Enfin on termine avec les sommes

doubles ainsi qu'une généralisation
des identités remarquables : la for-
mule du bindme de NEWTON.

— Le saviez-vous ?

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Jes preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Pour commencer, nous allons introduire diverses notations et régles de calculs.

Cadre
Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C."

On rappelle que pour tout couple d’entiers (a, b) € Z* tels que a < b, 'ensemble
[a, b] = [a,b]NZ contient b — a + 1 éléments.

1. Lensemble sera découvert plus tard, les exemples resteront pour I'instant dans R

Le triangle de PASCAL était
déja connu en Orient et au
Moyen-Orient plusieurs
siecles avant la publication
de Blaise PASCAL.

— Le saviez-vous ?

NOTATIONS > ET []

n Sommes

Au lycée, vous avez peut-étre déja rencontré des formules de ce type. « Pour g # 1,
ona:

1 _ qn+1
QC+q ' +q*+q>++q" =]
—-q
Lutilisation des points de suspension pour écrire cette somme rend I’écriture assez
lourde et potentiellement compliquée a manipuler. Ce chapitre introduit une nota-

tion plus concise. En lieu et place de la formule précédente, nous noterons plutot :
n

G =q"+q G+ P+ +q".

k=0
1 faut la comprendre ainsi : on additionne tous les g* avec k parcourant tout I'inter-
valle entier [0, n].
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e Attention

e Notation Symbole )

® Soit (n,m) € Z*> avec n < m et (a,, ..., a,,) € K™ "*1_On appelle somme des
m

ar,n < k < m, laquantité notée ) a; ouencore Y ai, Y, a;etdé-
k=n m<k<n ke[m,n]
finie par :
m
Y ar=a,++a,,.
k=n
Lécriture avec « ... » est généralement appelée I'écriture en extension de la

somme.
® On appelle bornes de la somme les entiers relatifs n, m, indice de la somme la
variable k et a;, n < k < m le terme général d’ordre k.

® [Convention] > Soit (n, m) € Z% tel que n > m et (a,, ..., a,,) € K™ "*! alors
on pose :
m
Z ap = 0.
k=n

Ainsi, lorsque les bornes ne sont pas dans le bon ordre, la somme est décrétée étre
égale a zéro.

L'indice d’'une somme est « muet »

En effet, il "apparait que dans la notation ) _ et non dans ce qu’elle représente.
On peut donc écrire :

m m m
Yoap=) a;= Z“j'
k=n i=n j=n

Lindice n’a de sens qu’a l'intérieur de la somme; en dehors, il n'est plus défini.
S’il vous reste un indice dans l'expression apres le calcul de la somme, c’est que
vous vous étes trompé! ®

Remarque 1 (Définition plus rigoureuse : par récurrence) L'usage des points
de suspension pour définir la notation somme n'est pas parfaitement satisfai-
sante. D’'un point de vue purement formel, on préfererait donc une définition
qui s'appuie sur le caractere récursif de la somme. En effet, si on sait définir une
somme jusqu’au rang n, alors il suffit de rajouter un seul élément pour avoir
une somme jusqu’'au rang n + 1. Ainsi, on peut formuler une définition équiva-
lente de la somme a l’aide du principe de récurrence : avec les mémes notations

m
quavant, on définit ) a; = u,, ot (uy) s, est la suite vérifiant la relation de
k=n

2. Pour des bornes mal ordonnées
3. Cen’est pas le cas en Python ol on peut récupérer la valeur du dernier indice d’'une boucle for
apres la fin de la boucle, nous le verrons en Informatique.

récurrence :

Vk<m,u,=0, Yk=zm, up.,=ui+a.,-

Exemple 1 Ecrire en extension les sommes ci-aprés. Préciser a chaque fois le
nombre de termes, et devinez une relation en fonction des bornes lorsqu'’il est
non nul.

Somme ‘ Nombre de termes ‘

5
Z ap =
k=3

Y A=

k=103

n-1
Y In(1+(cosk-sink)*)=

k=n+1

PROPRIETES ET TECHNIQUES DE CALCUL. Les propriétés ci-apres découlent directe-
ment de la définition de la somme, on peut les établir sans difficulté par récur-
rence.

— Proposition 1| Propriétés des sommes
Soient (n,p) € N*, n = p, ¢,A\,p € K et (a,...
Kn—p+1

,a,) € K"P* (b, ...,b,) €

® [Nombre de termes dans une somme] Une somme dont les bornes sont
p et n contient n — p + 1 termes. En particulier une somme allant de 1 a n
contient n termes, et une somme allant de 0 a n en contient n + 1.

® [Somme d’une constante]

ic=c><(n—p+1).

k=p
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® [Linéarité] Soit (b b,) € K" P*! Alors: celle du changement d’indice. Commencons par un exemple :
yeeeryUpy . . , an
i()\awubk):)\ i ap+ i by.. kZO(kH)Z: 124224+ +n*+(n+1)*= [Zez,
= =1
k=p k=p k=p

On a constaté que lorsque k € [0, n], (k + 1)* décrit & = {1%,...,(n+1)?}. Mais

lorsque £ € [1, n+ 1], £? décrit ce méme ensemble &. En résumé :

n r n
g = ay + ag. O=k+1
kgp kgp k:Zr+1 kelo,n] < {e€[l,n+1].

® [Relation de CHASLES] SoitdeplusreN, p <r <n.Alors:

Q Méthode Changement d’indice de translation« ¢ =k +1,¢ =k +2»

Attention ® [Décalage d’'un rang]
Dans la relation de CHASLES, attention a bien recommencer a I'indice p + 1, et i ril «Onposek=0~-1»
non a I'indice p pour ne compter qu'une seule fois le terme d’indice p. awl—l-
k=p {=

«Onpose =k+1»
® [Décalage de plusieurs rangs] Soit N un entier. Alors :

Exemple 2 Soitn e€N. i niN «Onpose k =¢—-N»
n ap;. = ayp_N-
1. Calculer 3k —2k). - z
kX:"o( ) k=p w «Onpose? =k+N»
7
Pour justifier la formule de changement d’indice, simplement écrire la définition
d’'une somme. Nous verrons parfois des changements d’indice plus compliqués. Ce
qu'’il faut toujours garantir, c’est qu'on n'a ni supprimé ni ajouté aucun terme a la
somme initiale, mais qu’on a juste changé le nom de l'indice.
e Attention On ne peut pas « poser n'importe quoi »!
n
Dans ) ay, on ne peut pas poser :
k=p
. ® «k = ¢?» (dans ce cas on oublierait les indices qui ne sont pas des carrés),
2. Calculer )" min(k, n). ® ouencore « k =2/ + 1 » (dans ce cas on oublierait les indices qui ne sont pas
k=0 des pairs) etc..
e Seuls les changements d’indices mentionnés dans ce cours sont autorisés.

Lors d’'un changement d’indice, ce qu'il faut toujours garantir, c’est
quon n’a ni supprimé ni ajouté aucun terme a la somme initiale.

n
Exemple 3 Déterminer une expression de G,, = )_ g*avecq # 1 pourn =0

k=0
sans symbole somme, en commengant par effectuer le changement ¢ = k + 1.
¢
»'

Passons maintenant a une technique trés importante pour calculer une somme :
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Méthode Changement d’indice de renversement« ¢ = n —k »
0 nr—m<0nposek:n—€»
Yoar=) a,,.
. k=0 k\j’_‘eﬂ «Onpose? =n—k» ) . Lo .
A droite, on doit conserver une gorne de début de somme qui est inférieure a
la borne de fin de somme pour ne pas avoir une somme vide (gardez a I'esprit la
convention d’ordre des bornes).

n
Exemple 4 Déterminer une expression de S,, = Y_ k pour n = 0 sans symbole

k=0
somme, en commengant par effectuer le changement ¢ = n — k.

4

Passons maintenant a un type de somme particulier qui se calculent par simplifica-
tions successives des termes : les sommes téléscopiques.

Proposition 1| Somme téléscopique décalée de 1
Soit (n,p) EN?, n = pet(ay,...,a,) € K" P*'. Alors :

n
Z (A1 — ) = Ay — ap-
k=p

n
Lasomme Y (ay,, — a;) est appelée somme téléscopique.
k=p

Preuve
® Une premiére preuve peut utiliser directement la définition d'une somme.

n
Z(ak+l_ak)=an+l _%+%_M+.“+a +l_ap=an+l_ap'
k=p

® Une seconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.

#
Exemple 5
1
1. Soit k = 1. Réduire au méme dénominateur — — ——.
k k+1
DI

P 1 1
2. Etablir une expressionde S, = —————pourn=1.
" ,; k(k+1)
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n 1 N 2 . o ye .
Exemple 6 DéterminerS, = 3 In (1 + E)’ pour n = 1. ® [2éme Méthode : en utilisant un changement d’indice]
k=1

2. De la méme maniere, on établirait que :

n
Z (ak+3 - ak) =izt pipt Ay —Apio — Apyy — Ay,
k=p

Q Méthode Séparation de somme en indices pairs/impairs

Lorsque le signe change en fonction de la parité de 'indice, il est parfois intéres-

sant de séparer la somme des indices pairs de celle des indices impairs.
Exemple 7 (Téléscopage généralisé)

1. Avec les mémes notations que dans la proposition précédente, proposer une . 2n
. . el 1t Exemple8 (Sommealternée) Etablirune expressionde ) (- ¥k pour n € N.
expression simplifiée de ) (ay., — a). =
k=p '
® [1ére Méthode : en se ramenant a un téléscopage classique] 2
7
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SOMMES USUELLES. Vous devez connaitre certaines sommes usuelles qui figurent
dans le programme, les voici.

— Proposition 2| Sommes usuelles o—
Soient n,n, € Net g € K. Alors :

U n(n+1 n n(n+1)2n+1 n n(n+1)\?

ISR RN RS CIE Ry SELIURS I )

k=0 2 k=0 6 k=0 2

_n+l1
nqk_ 111; sig#1,
k=0 n+1 sinon.

La premiére et la troisieme formule seront généralisées dans le Chapitre (AN) 4, car
elles sont des cas particuliers des formules de sommation de termes de suites arith-
métiques et géométriques.

Preuve "
® Soit neN, notons S, = Y k. Montrons le résultat par récurrence sur 7 € N.
k=0
7

n
® SoitneN, notons T, = Y k* Montrons le résultat par récurrence sur 1 € N.
k=0

n
® Soit n € N, notons U,, = Y_ k*. Montrons le résultat en deux étapes. (Une récurrence

k=0
serait la encore possible!)
o Justifierque: VkeN, (k+1®-k*=3k*+3k+1.

4

o Conclure.

n
® Soit n € N, notons G, = Y_ g*. On calcule (1 - ¢)G,,. (Une récurrence serait la: encore
k=0

possible!)

4
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Exemple 9

o o . o 1. Calculer 1+2+4+8+---+1024, en commencant par I'écrire sous forme d’'une
Plus généralement, les sommes 1 et 4 précédentes peuvent étre généralisées a une somme

borne du bas non nulle. Formules que 'on peut établir de nouveau par récurrence, S
ou bien exploitant la relation de CHASLES.

Proposition 2| Sommes usuelles
Soient n,ny €N, n = ny et g € K. Alors :

n-np+1

Zk:(no+n)(n—no+1) iqk: q”OH’T sig+1,
k=r1q 2 L S n—ng+1 sinon.

Preuve

® Sin, =0,laformule a déja été établie. Supposons n, € N*, alors :
np—1

ik:ik—Zk

ke=no k=0 > formules précédentes
_ nn+l) (my—-Dny—-1+1) _ nn+1)—-ny(ny—1)
T2 2 - 2 ’ 10 10
Or, nm+1)-ny(ng—1) = n*—ni+n+ny= (n—ny)(n+ny) +n+n, = (ng+n)(n—ny+1), 2. Calculer ) k? et > k3.
on déduit alors la formule. k=5 k=7
® Sin, = 0, la formule a déja été établie. Supposons n, € N*. La formule est évidente si ”

q =1, on suppose donc que g # 1. Alors :

no-1

n n
Y q'=Yq"- 2 q
k=ng k=0 k=0 formules précédentes
_1_qn+1_1_qn0_qn0_qn+l >
T 1-g 1-g  1-q
I-q

Lénoncé précédent peut étre retenu plutdt sous la forme ci-apres, puisque n—rn,+1
correspond au nombre de termes des sommes, et pour la seconde g™ au premier
terme.

o Résumé Sommes de termes arithmétiques et géométriques

Nous pouvons retenir ces formules de la maniére suivante :
premier terme + dernier terme

) suite arithmétique = nb termes x

2 ’ IDENTITE DE BERNOULLI. Nous pouvons généraliser sans difficulté la formule de
moyenne des termes extrémes sommation de termes géométriques. En effet, nous avons pour g € R (y compris pour
nb termes ¢

1 —raison

— . _ b+l _ qn+l _ n+l _ _ k

) suite géométrique = premier terme x - qg=1): 1-g"" =1 "' =0-q) ) q".
1 —raison k=0

la suite (k) étant arithmétique de raison 1, tandis que (g*);.cx est géomé-

] k Comme indiqué, I'énoncé qui suit n'est pas au programme : il faut seulement en tra-
trique de raison q.

vailler la preuve.
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Proposition 3 | Formule de BERNouLLI [H.P]
Soient (a,b) € K? et n € N. Alors :

an+1_bn+1 :(a—b) Zakbn_kZ(d—b) Zan—kbk'

k=0 k=0
Preuve
® [Méthode 1 : par téléscopage]
R4

® [Méthode 2 : en utilisant la formule de somme géométrique]
o [Cas1] supposonsa=0.

7

o [Cas2] supposonsa +0.

4

CODAGE INFORMATIQUE D'UNE SOMME. Passons maintenant a l'aspect informatique

du symbole somme.

n

>_%® (Calculde ) a;)
k=p
def somme a(p, n):
S=0
for k in range(p, n+l):
S += a; # le terme a k est a taper a la main en |\
— fonction de la somme

return S

n
Par exemple, la fonction ci-apres réalise le calcul de ) cos(kx), avec x € R.
k=p
def somme cos(p, n, x):
S=20
for k in range(p, n+l):
S += ma.cos (k*x)
return S
>>> somme_cos (0, 10, 1)
-0.4174477464559059
>>> somme_cos(0, 10, 0) # résultat attendu car on somme 1, |\
— onze fois
11.0

Remarque 2 Vous noterez qu’ils n'est pas utile de préciser la convention n < p
(somme nulle) : en effet, sin < p, le range sera vide et on retournera bien la
variable S restée a 0.

Exemple 10  Ecrire une fonction d’argument somme _ent(n) prenant en argu-
n

ment un entier n, et retournant la valeur de ) k.
k=0

4
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m Produits

e Notation Notation [ |

® Soit (n,m) € Z? avec n < met (a,, ..., a,,) € K™ "1 On appelle produit des
m

[T aw. [] axetdé-

msk<n ke[m,n]

ar,n < k < m, la quantité notée [] a; ou encore
k=n
finie par :

m
[T aw=a,x-xa,,.
k=n

Lécriture avec «.... » est généralement appelée I'écriture en extension du pro-
duit.

® On appelle bornes du produit les entiers relatifs n, m, indice de la somme la
variable k et a;, n < k < m le terme général d'ordre k.

® [Convention] * Soit (1, m) € Z* tel que n > m et (a,, ..., a,,) € K™ "*! alors
on pose :

m
l_[ ak = 1.
k=n

Remarque 3 (Définition plus rigoureuse : par récurrence) Comme pour les

sommes, une définition équivalente plus rigoureuse du produit serait : avec les
m

mémes notations qu'avant, on définit [[ a; = u,, ot (1) est la suite véri-

k=n
fiant la relation de récurrence :

Yk<m,u,=1, Yk=2m, up, = U X Qyq-

Remarque 4 (A propos des conventions) Lorsqu'unesomme est vide, elle vaut
0, cela correspond al’élément neutre pour le +. En effet, additionner 0 ne change
paslavaleur d'un nombre. De méme, lorsqu’un produit est vide, il vaut I’élément
neutre de x, c’est-a-dire 1 car si on multiplie un nombre par 1, il est inchangé.
Parfois, |'utilisation d'une somme ou d'un produit vide peut simplifier 'expres-
sion de certaines propriétés en évitant de traiter des cas particuliers a part.

Exemple 11 Calculer
8

o []k,
k=5

4

4. Pour des bornes mal ordonnées

[ ]
=
a
o

Attention Lindice d’un produit est « muet »

D)

Comme pour les sommes, il n’apparait que dans la notation [] et non dans ce
qu’elle représente. On peut donc écrire :

m m m
[Tac=1la:= Hﬂj-
k=n i=n j=n

— Proposition & | Propriété des produits
Soient (n,p) eN?, nz p, ceKet(ay,...,a,) eK" P, (b,,...,b,) e K" P*L.
n

»
=
N
=

[T(axxb)= [T axx I1 b,
k=p k=p k=p

n
PY l‘[ C:Cn—p+1
k=p

n n
o [[(cxay)=c"""[] .
k=p k=p
n

fe=( ]

Soitdeplusr €N, p <r < n.Alors:

n
H ay.-

k=r+1

® YaeR, (telquetous les termes soient bien définis)

® [Relation de CHASLES]

n r
[Tac=[]ax
k=p

k=p

Remarque 5 Les changements d’indice se réalisent de la méme facon qu’avec
les sommes, nous ne revenons pas dessus.

Proposition 5 | Produits téléscopiques
Soit (n,p) EN?, n = p et (ay, ..., a,) € K"P*' non nuls. Alors :

ﬁ Aic+1 _ Ap+1

k=p aj ap
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n
Le produit [ ] est appelée produit téléscopique.
k=p

Preuve
® Une premiéere preuve peut utiliser directement la définition d’'un produit.
n
a a Y1 a
Hﬂ:n_ﬂxﬁx...x/;/:n_ﬂ_
k=p @k % =1 ap ap
® Une seconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.

4

" k+3
Exemple 12 Soit n € N*. Calculer [] ——.
k=1

Remarque 6 Les téléscopages plus généraux se traitent comme ceux des
somimes, nous n'y revenons pas ici.

e Attention Il n’existe pas de formule pour ....

@+h) =% Ylaxb)=% Y(a)=?

Autrement dit :

® on sépare facilement une somme en deux s’il y a une somme ou une sous-
traction entre les termes.

® On sépare facilement un produit en deux s’il y a un produit ou une division
entre les termes.

On termine par une grandeur qui va nous intéresser dans la suite.

Définition 1| Factorielle d'un entier positif
Soit n = 0. Alors on appelle factorielle de n, notée n!, la quantité suivante :

n

[Tk sin=1,
nl=< k=1
1 sin=0.

Exemple 13 Calculer n! pour n € [0, 7].

7

Proposition 6 | Par récurrence
La suite (n!),cn est 'unique suite (a,, ),y Vérifiant la relation :

a,=1, VneN, a,.,=n+1)-a,.

Remarque 7 C’est cette proposition qui légitime la convention 0! = 1.
Exemple 14 Simplifier les expressions suivantes.
1

6!

R4

11!
9121’
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13!-12!
3. —,
12!

4

4 4 4
by — ——+—.
120 11! 10!

R4

n
Exemple 15 Calculer [] 5vk(k +3) pour n > 1, exprimer le résultat a I'aide de

) k=1
factorielles.

4

Exemple 16 (Produit des pairs et impairs avec la factorielle)
fonction de factorielles les produits ci-dessous, soit 7 € N*.

1 [k
k=1

Exprimer en

n

2. [[2k+1).
k=1
g

Remarque 8 La factorielle est une suite qui grandit tres vite, plus que les suites
exponentielles! Pour 'exemple, le nombre d’arbres phylogénétiques théorique-
ment possibles grandit en fonction du nombre d’espéces considérées comme
une factorielle.

CODAGE INFORMATIQUE D'UN PRODUIT. Passons maintenant a l'aspect informatique
du symbole produit.

n
—® (Calculde [] a;)
k=p
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def produit(p, n):
P=1
for k in range(p, n+l):
P *= a, # a adapter en fonction de la somme
return P

n
Par exemple, la fonction ci-aprés réalise le calcul de [] e**, avec x € R.
k=p
def produit(p, n, x):

P=1

for k in range(p, n+l):

P *= ma.exp(k*x)

return P
>>> produit (0, 10, 1)
7.694785265142015e+23
>>> produit(0, 10, 0) # résultat attendu
1.0

Remarque 9

® Vous noterez qu'ils n'est pas utile de préciser la convention n < p (produit
valant1):eneffet,sin < p,le range seravide et onretournera bien la variable
P restée a 1.

n
® Lorsque n = p, calculer le produit:  [] ek~.

4

Exemple 17 Ecrire une fonction d’argument produit cos(n) prenant en argu-
n

ment un entier n, et retournant la valeur de [ [ cos(k).
k=1

7

n COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

m Coefficients binomiaux

Les coefficients binomiaux seront revus dans le Chapitre (ALG) 6 dans un contexte
de dénombrement. Pour le moment, nous nous intéressons qu’al’aspect calculatoire
et analytique.

Définition 2 | Coefficients binomiaux
Soit n e N et k € Z. On définit alors :

n! .
n _ ) ®o-mr si0<sks<n
k 0 sinon.

Exemple 18 (Quelques coefficients binomiaux) Soit 7 € N.

o ()= ()
[ ) =1, =n, =0.
0 1 -1
° (n :—n(n_l).Eneffet,
2 2
n! _nx(n-1)x(n-2)!
o 2(n-2) 21(n—2)!
(n) n(n—l)(n— 2) . En effet
3 )
P n! _nx(n-1)x(n-2)x(n-3)
> 3m-3) 6(r—3)! '

Proposition 3 | Propriété des coefficients binomiaux
SoitneNetkeZ.

® [Forme simplifiée] Si0O<k <

n _n(n—1)~--(n—k+1) k
(k)‘ k! 1:[

n-— k+l
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[Valeurs remarquables]

W R A B B

[Symétrie]

2L

[Formule d’absorption]

o=

[Formule de PascaL]

(L))

Preuve  Pour simplifier, faisons la preuve dans le cas ol k, n sont positifs. La convention
k < 0 ne posant pas de difficultés supplémentaires.
°

® Immédiat par définition.
® Supposons que 0 < k < n. Alorson a0 < n— k < n al'aide d'opérations élémentaires sur
I’encadrement. On a alors :

n\_ n! B n! _n
n-k| (m-klin-mn-k) @m-k |k
® Nous faisons uniquement la preuve dans le cas 0 < k < n, les autres se vérifient a part.

4

® Nous faisons uniquement la preuve dans le cas 0 < k < n, les autres se vérifient a part.

n+ n | _ n! . n!
k| \k+1] Kn-k! (k+Dn-k-1)

_ n! 1 1

B k!(n—k—l)!(n—k+ k+1)
B n! k+1+(n-k)
B k!(n—k—l)!((n—k)(k+1))

_ n! n+1

T kln-k-D!'(n-k)(k+1)
~ (n+1)

T (k+D((n+1) - (k+1)!

_ n+1
“k+1)

VISUALISATION A LAIDE DU TRIANGLE DE PASCAL. La formule de PAscAL permet aussi
de calculer la valeurs des premiers coefficients binomiaux, de maniere « récursive »
(i.e. en utilisant les valeurs calculées précédemment). Dans le tableau suivant, les

cases contiennent les valeurs de (k . D’apres la formule ci-dessus, chaque case est

la somme de celle directement au dessus, et de celle au dessus a gauche.

k
n 0O 1 2 3 4 5
0|1
Formule de Pascal
1 1 1
211 2 1
311 1
411 4 4 1
511 5 10 10 5 1

La formule de PascaL permet aussi de démontrer un fait qui pour I'instant n’était
pas évident : les coefficients binomiaux sont des entiers.

Corollaire 1 ) ) )
Les coefficients binomiaux sont des entiers.

n
Preuve  Montrons la propriété 2(n) «Vk<n, (k) eN» pour n € N, par récurrence

simple sur n (Une récurrence forte est aussi possible) Notez que la propriété ne dépend que
de n, I'indice k étant muet.

Initialisation. Montrons que: Vk <0, (’IZ) eN.

.Sik<0,alors(Z):O€l\l. .Sik:O,alors(’;):leN.
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Théoréme 1| Formule du binéme de NEWTON
Soient (a,b) e K*etneN.Ona:

n
Hérédité. Soit n € N. Supposonsque: Vk<n, (

k) € N. Montrons que :

n+1
Vksn+1,( k )eN.

Soitdonc k < n+1.
n+1 n+1
® Sik=n+1,alors = =1leN.
k n+l
® Sik < n. Alors d’apres la formule de Pascar :

(";l)z (_’1) +(kfl)eN.

NI
eN(HR)  eN(HR)
Le corollaire est donc établi par principe de récurrence.

(a+b)"= Xn: (Z)akb”‘k.

k=0

Preuve  Soit (a, b) € K>. Montrons par récurrence que :

vreN, (a+b)"=) " akprt,
i=o\k

0 (0 0
Initialisation. Ona(a+b)’=1et ). (k)akbo‘k = (O)aobo =1.
k=0

n
Hérédité. Soit 2 € N, on suppose que (a+ b)" = Y (Z)akb"‘k. Alors :
k=0

(a+b)"+ = (a+b)Z( ) kpn-k

k=0 >linéarité de la somme

_ i (n)ak+lbn—k+ i (") kpn+1-k
k =\ k

k=0

sy n a'bn—i+1+ Zn" kbn+1—k
\i—1

k=0

en posant i =k+1

w n
— n+1+ + kbn+1—k+bn+l
> ((k 1) 4))
formule de PascAL
— an+1 + zn: (n+ l)akbnﬂ—k + bn+1
=i\ k
_'il(’“' ) kpyn+i-k

D’ot1 le résultat par principe de récurrence.

. " n n
hn—H—l kbn+1—k Obn+1—0
) + z(k)a o("a

Dans la formule du bindbme de NEwTON, que nous utiliserons pour I'instant seule-
ment dans des cas o1 n a une valeur précise (et petite) :

1

. En particulier les coefficients devant a

Tous les termes sont des produits d'une puissance de a et d'une puissance de b,
de telle sorte que la somme de ces puissances redonne 7. Et toutes les possibilités
apparaissent.

n n
. Le coefficient binomial devant le terme a*b"* est ( lc) ou (c'est pareil) (n lc)’

autrement dit c’est la puissance de a ou de b parmi la puissance totale n.
kp"=F et devant a" ¥ b* sont les mémes.
La formule est donc symétrique par rapport au « milieu » de la somme.

n
Quand n est petit, il suffit donc souvent de calculer jusqu’a (2), au pire des cas

. s [ . . . .
jusqu’a (3) et ceci peut se faire facilement avec la formule avec la factorielle ou

le triangle de PAScAL.

Exemple 19 Développer, pour a et b deux éléments de K, (a + b)?, (a+b)3, (a+
b)*,(a + b)®. Complétez en méme temps le triangle de PascaL dans la colonne
de droite.

Le résultat qui suit n'est a apprendre par coeur, mais est trés classique.

Corollaire 2 | Deux cas particuliers
Soit n € N.

z”: n _on i n(—l)k: 0 s%n?l,
i=o\k k=o\k 1 sinon.
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Preuve

4

n SOMMES DOUBLES

Dans cette derniére section, on s'in-
téresse a la notion de somme double,
i.e. de termes possédant deux indices
etnotés q;;,1 <i<n,1<js<pavec
n,p = 0. Afin d’alléger la présenta-
tion, on suppose donc que les indices
i,j sont définis a partir de 1, mais na-
turellement ces notions peuvent étre
étendues a des sommes doubles plus
générales, comme pour les sommes
simples.

On peut alors imaginer que les termes sont regroupés dans un tableau a deux en-
trées. La zone sur fond rouge correspond alors ce que nous appellerons dans la suite

la surdiagonale du tableau.

m Sommes doubles libres

Commencons par une propriété qui nous servira dans la suite : on peut toujours

permuter deux sommes simples.

Proposition 7| Permuation de sommes simples

Soient (1, p) € (N*)* et (a; })1<i<n € K7, alors :
I<jsp

La formule se justifie sans trop de difficultés en revenant a la définition de somme
simple. Mais de maniére plus visuelle, constatons qu’elle signifie qu’il revient au-
méme de sommer tous les termes du tableau en le parcourant ligne apres ligne ou
colonne apres colonne. Logique! Plus précisément,

p
® pourifixé, ) a;;correspond ala somme des coefficients sur la ligne i,
j=1
n

® pourj fixé, ) a; j correspond a la somme des coefficients sur la colonne j.
i=1

Lordre de sommation n’a pas d’'importance et on peut adopter la notation com-
pacte :

Notation Somme double libre

Soient (1, p) € (N*)? et (a,-,j)}s,zsn € K"P. On appelle somme double des a; j, 1 <
<jsp
i <n,1<j<p,laquantité notée ) a;; ou encore > a; j, définie
I<isn @@ el1,n]x[1,p]
I<sj<p
par :
n p P n
Yoai=) Y ai=) ) a
l<isn i=1j=1 j=li=1
1sjsp

Etlorsqu’on somme sur la méme plage d’indices, c’est-a-dire n = p, on note :

n n n n
Z aj= Z a;j= Z Zai,j = Z Z“i,j—

1<i,j<n (i,)e[1,n]? i=1j=1 j=1i=1

Remarque 10 Méme si ci-dessus il n'y a qu'un symbole somme, on a bien deux
sommes simples cachées derriére.

Exemple 20 Calculer ) (j—1i)*

1<i,j<n

R4
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CAS PARTICULIER : SOMMES DOUBLES A INDICES SEPARABLES. On précise ici le cas de
sommes doubles libres s’écrivant sous une forme particuliere. Commencons par un
premier exemple.

Exemple21 Calculer ) —— pourn> 1.
1<i,j<n i
7

De maniere générale, on a la formule suivante.

Proposition 8 | Permutation de sommes simples
Soient (n, p) € (N*)* et (a; )1<,<,, e K", alors :

fo)(£2]

Vi€ [1,n], Za (

constante par rapport ala somme en j).

m

M'u

Preuve Ona: b-) par linéarité de la somme (a; est une

1

Jj

p
Or,B= Z b; est une constante par rapport a i, donc :

] o (oo=(£4)[£2)

m Sommes doubles sous contrainte

L'idée est ici de définir la somme sur le triangle supérieur du tableau (en rouge clair).
Cela consiste a instaurer une contrainte entre les deux indices. Regardons la seconde
ligne du tableau, pour i = 2, alors j parcourt 2,3, ...
relation 1 <

,p, on a donc ligne par ligne la
isjsp.

Proposition 9 | Permuation de sommes simples
Soient (n, p) € (N*)? et (a”)1<,<n e K"P avec n = p, alors:

gi:. i Z.:ai,j-

j=li=1

Attention

Contrairement a la somme sur un rectangle, les bornes de la somme intérieure
dépendent de I'indice de la somme extérieure.

Méthode Permuter des sommes simples a indices liés
Pour retenir
> Y= Z iy
i=1 j=i j=1i=1

toujours garder a I'esprit 'encadrement entre les indices: 1<

nj
pour ) ) a;;:
j=1i=1
® si i n'existe pas, j se balade entre 1 et p, ce qui explique la somme extérieure
enj.
® Sijestfixé entre 1 et n, alors i se balade entre 1 et j, ce qui explique la somme
intérieure en i.

< j < p. Ainsi,

Notation Somme double sous contrainte

Soient (1, p) € (N*)? et (a”)1<,<n e K"P avec n = p. On appelle alors :

l<j<p
® somme double sur le trzangle mferzeur la somme

Y = ZZa,, ZZM

1<igj<sp i=1j=i j=li=1
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e ® somme double sur le triangle inférieur strict la somme

p-1 p p j-1
Z a;;= Z Z ajj = Z Zai,j-

1<i<j<p i=1 j=i+1 j=2i=1
Exemple 22
1. Soitn€N. Calculer Y (j-i)*
O<igj<n
4

n n i
2. Soit n e N*. Calculer ) ) -.
i=1j=i

CODAGE INFORMATIQUE D'UNE SOMME DOUBLE. Passons maintenant a I'aspect infor-
matique du symbole somme double.

n p
>_® (Calculde ) ) a;))
i=1j=1

def somme(p, n):

S=20

for i in range(1l, n+1):

for j in range(1, p+1):
S += a;; # a adapter en fonction de la somme
return S

On adapte aussi facilement aux sommes doubles a indices liés.

>_® (Calculde ) a;;

i,j
1<igj<p

def somme(p, n):

S=0

for i in range(1l, n+l):

for j in range(i, p+1):
S += a;; # a adapter en fonction de la somme
return S

Exemple 23 Ecrire deux fonctions d’en-tétes sommedoublel(n, p) et
sommedouble2(n, p) prenant en argument deux entiers n et p, et retour-
nant les valeurs des sommes ci-dessous.
o« Y (j-i

p<ij<n

4



BCPST1 € 2023-2024

18

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
1. Connaitre les manipulations sur les sommes et produits :

® connaitre la définition de la somme et sa convention ........................ O
® savoir passer d'une notation en extension a une notation avec le symbole ) , [ [0
® connaitre la définition de produit et sa convention .......................... ([
® connaitreles sommesusuelles. ......... ... ..o i O
® savoir utiliser la linéarité, la relation de CHASLES ............ccoovuiniennn... O
® connaitre les différentes propriétés des sommes et produits.................. O
2. Savoir utiliser les méthodes de calcul de sommes et produits :
® lechangementdevariable.......... ... . i ([
® les sommes et produits télescopiques........ ..ot O
3. Concernant les notions de factorielle et coefficients binomiaux :
® connaitre les définitions et propriétés de la factorielle........................ O
® connaitre les définitions et propriétés des coefficients binomiaux ............ ([
® savoir utiliser la formule du bindme de NEWTON . ...............coiiiii.n. O
4. Concernant les sommes doubles :
® connaitre la définition d'une sommedouble ............. ... .. .. ol O
® savoir effectuer une permutation de SOMMES. .........ovvvireninenineennn... O

Parcours du TD

Plusieurs « parcours » sont proposés pour ce TD.

Q2 Exercices d’entrainement : ils sont faits pour travailler les notions du cours et sont
généralement des applications directes (mais peuvent étre techniques). Inutile de
travailler forcément tous les exercices de ce parcours.

¥ Exercices classiques : les méthodes a maitriser absolument. Il est conseillé de tous
les aborder.

4} Pour aller plus loin : exercices plus difficiles, ou plus techniques. A ne regarder que
si les autres parcours ont été correctement réalisés.

Factorielles

Exercice1 | €%  solution Soit n € N, n = 3. Simplifier les nombres suivants :
7! 3 x4l n! (n+1)! (n+1)! n!
=—, B=——, C=——, = —, = + .
6! (312 (n-1)! (n-3)! (n=-2) (n-1)
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Sommes

Exercice 2 | %5 Des points de suspension au symbole ) _ Ecrire les sommes sui-
vantes en utilisant le symbole ) _:

1. In2+In3+In4+---+In1o, 2. 3*+3°+3%+...+3%,
1 1 1 1
3. 2+4+6+8+--+1024, 4, l+-+-+-F+-+=-+-+-,
2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 10
5 —+-4+-+—+..+——, 6. 2—-4+6-8+...+50.
2 4 8 16 1024
Exercice 3 |  solution Soit n € N*. Remplacer le symbole * dans les égalités sui-
vantes :
n * n+3
1 Z(k+1)ak=Z]a*, 2. Zakl—Za,
= ':* k=2 ]*

n+1

3. Zank—Za, 4.

n n *
ICTEDWIREDY aj.
k=1 J=x*

Exercice 4 | %5 Calculs de sommes (simples) solution Calculer les sommes sui-
vantes (ol n désigne un entier naturel non nul) :

10 2022 6
1 k’ 2. Z T, 3. Z iz,

k=1 £=2000 i=0
4. i 27k 5. i (2k+1) 6. i 5%

k=0 k=1 k=0

< - k 2 n k-1

. , . 2 2), .
7 Z4k+1 8 kgo( +k*+2) 9 kglkH

Exercice 5 | 3 Calculs de sommes (plus évoluées) solution Soit n € N*. Calculer
les expressions suivantes :

n
1. Z 22k, Z 2%k 2. Y 2**xFavecx #0,
k=0 k=0
n n
3. Z(z’2+n+3), 4 Y (2i-1)3,
i=1
n
)Zk“, avec a € R, 6. > (3x2F+1),

k=1

Y (2k-1+25),
k=0

9. i(’;)aj, ril(’;)af avec a € R, 10. i( )( 1), Z(n+1)( 1),
j=0 = =0 i1
no(p)(-1)1 -1 ]

1. ];)(])W’ 12. Z'_k( )

Exercice 6 | € Coefficients binomiaux solution Calculer les sommes suivantes :

o3l

n
2. T= Z k(k - 1) ,puis S, = ). kz(n) Indication : on pourra écrire que k* =

k= k=1
k(k - 1)+k
" 1 [n
3.8,=) —
3 ,.;)Hl(i)

Exercice 7 | € Sommes télescopiques Solution

. L1 . )
1. Soit n = 2. Calculer: ) 5 Indication : On pourra démontrer que pour
k=2 £°—
1 1 1
tout entier naturel k =2,ona: = ——
k? —zk k-1 k
k
2. Soit n = 3. Calculer : Z In ERICEDI

Exercice 8 | € Sommes télescopiques et fractions rationnelles solution

1. Déterminer (a, b) € R? tels que :

Vk e N*, ! =2 b .
(k+1)(k+2) k+1 k+2
1
En déduire : Zm
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
Vk e N* k-1 =2, b L
" k(k+1D)(k+3) k k+1 k+3

n k-1
En déduire la valeur de kgl m

3. Déterminer trois réels a, b et c tels que :

VkeN* ! =2, b T
’ k(k+1)(k+2)_k k+1 k+2
1

En déduire la valeur de Z D)
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4. Retrouver ce dernier résultat par récurrence : montrer que pour tout n = 1,
i 1 3 n(n+3)
Sik(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2)

Exercice 9 | € Par récurrence solution Montrer que pour tout n € N,

n
Y kxk!=
k=0

(n+1)-1.

Exercice 10 | € Par récurrence, somme des impairs solution Montrer que pour
toutn elN,

i (2k+1)=(n+1)>
k=0

Exercice 11 | @ Par récurrence solution Démontrer que pour toutn =2,ona:

nil k(k+1)= ln(n -1)(n+1).
k=1 3

Exercice 12 | Sommes et dérivation géométrique solution Soit n € N*. Pour tout

x€R~{1},onpose f(x)= Zx

1. Calculer f(x).

n n
2. Endérivant, calculer Y kx*~!, eten déduire ) kx*.
k=1 k=1
n
3. Calculer delaméme fagcon: ) k(k-— 1)xk2,
k=2

Exercice 13 | 4 Sommes d’indices pairs etimpairs solution Soit 7 un entier naturel
non nul. On définit les sommes suivantes :

n (2n n-1{ 2pn
S, = , T, = .
,;0 (2k) ,;0 (2k + 1)

1. Montrer que S, +T, =2*" etS, - T, = 0.
2. En déduire une expression de S, et de T,, en fonction de n.

Exercice 14 | € Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ Solution Soient n
(x1,.--,%,,),(Myy -+, ¥p,) deux éléments de R”.

= 1 un entier, et

1. Pourtout A € R, on définit: P(A) = Z(y, +Ax;)2.

Justifier que P est une fonction trlnome ou affine, dont on précisera les co-
efficients.
Quel est le signe de P?

11)

1.2)

13) En déduire I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

n n n
Y Xy < \/ lez x \/Zyiz'
i=1 i=1 i=1

Indication : On commencera par étudier lecasou:

. e 1. nox
2. [Application] En déduire que: (zzi 2’) ; x7.

Vie[l,n], x;=0

Exercice 15 | 4P Transformation d’ABEL sSolution Soient n = 1 un entier, et

(x1,--0r %), M1y -+, V) deux éléments de R". On définit de plus :
n n
= Z Xy Y, = Z Y-
k=1 k=1

1. Justifier que y; =Y, —Y;_; pour tout k = 2.
n n-1
Z Ve = ) (% = Xpy1) Vi + X, Y.
k=1
tion sert pourl etude de la convergence de certaines suites numériques.

2. Montrer |'égalité : Ce type de transforma-

m Produits

Exercice 16 | ®¥§  solution Soit (7, p, i) € N? non nuls. Calculer les produits suivants,
en exprimant les résultats éventuellement en fonction de factorielles :

1 [[k et nk 2 [lex ( )
k=1 o=l

3 4. (4k -2
kl:[lzk+1 kHl )
n 1 Pln—k

5 (1——) 6
161:[2 k? k=0 P —k

Sommes doubles

Exercice17 | 8% solution Dans cet exercice, n, m sont deux entiers naturels non nuls.
Calculer les sommes doubles suivantes :

n m n n
1Y Y plg*+1) 2 Y Ylet Y 1,
p=0 g=0 i=1j=1 1gj<isn
n n n n ;2
3. ) )Y, 4 Y Y —,
i=1j=1 i=1j=1J
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution (exercice1) Enoncé
7' 7x6!

o A= Eﬁ II
3 x 4! 3><4><3'
.B:(3!)2_3 3x2
o Co _nx(n-1)!
(n—l)' (n-1) —
oD (n+1)! B (n+)xnx(n-1)x(n-2)x(n-3)!
(n-3)! B (n-3)!
(n+n(n-1)(n-2)]
° E:(n+1)!+ ! =(n+n(n-1)+n=n(n? —1+1)—-

(n=-2) (n-1)

Solution (exercice3) Enoncé

n n
1 ) (k+Dag= ) ja;,
k=1 =2

n+3 n+2
2. Zak—lz Za~,
n+1
3. Zan p = Z aj,
]——1
2n+1
l'l-. Za2k+ Zazk+1:a2+a4+"'+a2n+a3+a5+"'+a2n+l: Z dj.
k=1 k=1 j=2
Solution (exercice 4) Enoncé
10 10(10+1
Zk——( )3
T
2. ) m=(2022-2000+1) x n =[23x].
£=2000
6 6+1 2x6+1
. ) Bx( )6( ) _7x15-B1
n nol a1k ok 1
4 Ona:) 27F=3) —=% —= Z(—) .Puisque -~ # 1,0ona:
k=0 02 202" (So\2 2

k
n — (1! n+l
et
n n n n(n+1)

5 Y (2k+1)=2) k+) 1=2x
k=1 k=1 k=1 Z

+n:n(n+1)+n:.

n 1_25n+1
6. Ona: y 5% = Z(Sz)k ZZSk Puisque 25 # 1,0na: 225’“ — =
k=0 k=0 k=0 k=0 1-25
1
— (25" -1)|.
22¢ )
P § ] (3)"1: S,
. — - uisque — ona:
oAkl T g k 4 quey
By
— = | — = - X .
=\4 4 1—- 4 1
D'ou:
n gk 3 1-(3)" 37 (3
A R R
4 4 % 4 4
8. Puisque 2 # 1 (pour la calcul de la somme géométrique), on a:
n 1 n n 1-2"1 p(n+1)2n+1
Y (R +k*+2)= Y 2K+ Y kP+ ) 2= UURIt )+2(n+1),
k=0 k=0 k=0 k=0 1-2 6
& n n+1)2n+1
donc: Z( +k*+2)=2" - ( )6( )+2(n+1).
n 1 n (k-1 n n-l n-1)n
Z Z( )M:Z(k—l):ZE:( )n
= k+1l 0 o kT k=1 0=0 2

Solution (exercice5) Enoncé
1. On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique et on ob-

n n
tient donc en utilisant le fait que x** = (x*)F : Y x* = Y (xH)F =
1_x2n+2 = B
{ Tz six#letx#-1n+1 six=1oux=-1. |
- X

On reconnait pour la deuxiéme la somme des termes d’'une suite géomé-
trique et on obtient donc en utilisant le fait que x***! = (x?)* x x

n n
Z x2k+1 =x Z(XZ)IC
k=0 k=0

1_x2n+2
xxﬁ six+1,x+-1,
“\n+1 six=1,
—(n+1) six=-1.

2. On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique et on obtient

1 1\
donc en utilisant le fait que a2%x~% = a*(23)* x — = a® x 8% x (—) =
X X
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8 1
8a no(8a\k ﬂ six # 8a
( ) Zakzsk koY (_) _ - (%) )
X k=0 k=o\ X .

n+1 six = 8a.

n n n
3. Parlinéarité de lasomme, on obtient: Y (i*+n+3)=) i*+(n+3) Y 1=
i=0 i=0 i=0
nn+1)2n+1 n+1
( )6( )+(n+3)(n+1)— (2n*+7n+18),.

4, On commence par développer la puissance cube a I'intérieur de la somme

n
puis on utilise la linéarité de la somme. On obtient donc : ) (2i — 12 =
n n .
Y (8i*-12i*+6i-1)=8)
i=1 i=1

n
formulaire sur les sommes et on obtient alors: ) (2i—1

i=1
nn+1)2n+1
1 )6 =(n?(4n®+4n+1).|

5. On commence par utiliser les propriétés sur les puissances et on obtient que :

n n n
—12 ) i*+6 ) i— ) 1.On utilise ensuite le

i=1 i=1 i=1 ( +1) )
P -

n(n+1) ~

(1-a®)?**! = [(1 - a®)?]* x (1 - a®)". Par linéarité de la somme et en recon-
2
n
naissant de plus la somme d’une suite géométrique, ona: Y (1-a?)**! =
k=2

n2

(1-a*) Y [(1-a*)?]*. On doit donc étudier deux cas selon que (1 —a?)? # 1
k=2

ouque (1-a?)*>=1.

n
® Cas 1 :si (1 -a®)®> # 1. On obtient alors : Y (1 - a?)**!' = (1 -

2 B 2
1-— [(1 _a2)2]n -1 1- (1 _02)211 -2
2 2\2)2 2\5
a“) x ((1—a X =(1—-a X =
) < (( )7) I—(l—a2) ( ) 2a% — 48
1=(1=a? 2n%-2
(1-a*)° x ( )
a?(2—a?)
® Cas2:si(1-a)?= l'Regardonséquelsacela correspond : (1 —a?)? =
le<=1-a’=1loul-a’=-1 < a’=00ua®=2 <:> a_—\/éoua:
0oua = /2. Calculons alors la somme pour ces a : Z(l a?)?+ = (1-

k=2

—1). 1l faut alors distinguer encore deux cas :

a?) nZl:(l—az)X(n2
k=2

22k+1 _ 2 g

n
o Sia=0alorsl-a*=1et|) (1-a
k=2

n2
o Sia=-v2oua=+v2alors1-a?=-1et| Y (1-a?)?**' = —n?+1.

n

n n n 1 __2
6. > 3x28+1)=3Y 2F+ Y 1=3x2x = + n par linéarité et car 2 # 1.
k=1 k=1 k=1 -

n
Donc| Y (3x2F+1)=6(2"-1)+n.

k=1
1\n
11l (k IS 11-(e] 1 o
7. —Zexp(—) = = (en) = = — car er + 1. Ainsi
n k=0 n n k=0 n 1-en
12l k 1 1-e
= ) exp —):— :
niso ) mi-e
& n(n+1 1 -2+
8. Y (2k-1+2= ZZIC Zl+ sz (—)—(n+1)+—par
k=0 k=0 k=0 k=0 1-2

linéarité et car 2 # 1. Ainsi Z 2k —1+2K)=n2 42" —2,
k=0

. A n\ .
( )af = (1+ a)"|enreconnaissant un bindme de NEWTON car ) _ ( ,)af =
j=o\J

3

n . .

Z( )a’l"‘f . Pour la seconde, on se rameéne a la formule du bindme de

B n+lfp\ | n(n\ . n

NEwTON en utilisant la relation de CHASLES : ) ( ,)af =) ( ,)a’ — (O)ao +
j=1\J j=o0\J

( )a"“. Par convention, ona: = 0 et ainsi on obtient en utilisant

n+1
n+l ()

le binome de NEwToN:| Y | . |a/ =(1+a)" - 1.
=

1 z( )( =0

n n .
grace au bindme de NEWTON car Z(‘)(—l)f =
j=0

n
Z( )( 1¥1"7 = (1 — 1)". Pour la seconde, on se raméne a la for-

mule du bindme de NEwTON en utilisant la relation de CHASLES :

i(n-i_l)(—l)’ _ ril(n+1)( i (n+1)(_ o _ n+1( -
i=1 i=0
A-1)"'—1-(-D)"'=-1+(-1)"?=-1+(-1)"=(-1)"-1.

n+1
Ainsi on obtient que : Z ( )( )i =(-1)"-1.
i=1
11. On se ramene a la formule du binéme de NEwtoN en utilisant les pro-
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1 j—1 _1 n -1V

prletes sur les pulssances On obtient : z ( ) = Z n (_) =
j=0 ] 2+t 2 j=0 J

-1 1\ -1

= (1-3) =z

2 2 on+l

11 (n) =l n) (1)
2. )Y —|(,|=> (—) 1"¥. Afin de pouvoir utiliser la formule du binome
i=o3\k]  =\kJ\3

n-1
de NEwTON, on utilise la relation de CHASLEsS pour obtenir : ) _k(k) =
k=0

B LT

Solution (exercice 6) Enoncé

1. On peut déja remarquer que:S; =Y jl . |=0x| |+ > j| . |=>_j| .| Ici
j=0 \J 0) = \U) =\
on ne sait pas calculer la somme sans transformation car il y a le j. On utilise
d’abord une propriété des coefficients binomiaux, et on obtient :

s= (7= 507 £ ()

car n est alors indépendant de I'indice de sommation donc on peut le sor-
tir de la somme. Pour se ramener a du bindme de NEwWTON, on commence
T |n
par poser le changement d’indice : i = j — 1 et on obtient S; = )_ j( ) =
j=0
n-l(yny_
n Z (c est ici qu’il est mieux d’étre passé au début d'une somme al-

lant de 0 a n aune somme allant de 1 a n car sinon on aurait un indice com-
mencant a -1. Si on n’a pas changé la somme au début, une autre méthode
est alors de faire ici une relation de CHASLES afin d’isoler I'indice -1). On re-

" In
S =Y j|.|=n2"t.
j=0 \J

2. Il s’agit ici d’appliquer deux fois de suite la propriété sur les coefficients bi-

connait alors un binéme de NEwWTON et on obtient

-1 .

nomiaux : T = n Z (k- 1)( 1) en reprenant les calculs faits au-dessus.
k=2

On pourra aussi remarquer que la somme T peut étre commencée a 2. Puis

1
en réappliquant la propriété sur les coeflicients binomiaux: (k — 1) (Z 1) =

(n - 1)( ;), on obtient que : T = n(n - 1) Z (k—

) On effectue alors

n-2 2
le changement d’indice j = k —2 et on obtient T = n(n-1) )_ (n )

j=0
Donc en utilisant le binéme de NEwTON, on a : ‘T =n(n- 1)2"‘2.| Calcul de

TE
obtient que: S, = 3" kz(”) i k(k—l)(n) iy k(”) -y k(k—l)(n)+
& k = k

k=1 k=1

£ 1{}) =145, <l 2]

3. Laencore, il faut commencer par utiliser la propriété sur les coefficients bi-

Comme k? = k(k — 1) + k et par linéarité de la somme, on

n+1 1
nomiaux. Comme (i + 1)( L 1) =(n+ 1)( ,), on obtient que : _(n) =
i i

i+1
1 (n+1 " 1 (n 1 (n+1
_ . Ainsi, la somme devient:S3= Y ——| | = ) _ =
n+1\i+1 il t1 ioh+1li+1
1 & (n+1 , e 1 . .
YU, car ne dépend pas de I'indice de sommation i. On
n+1\li+1 1

fait le changement d’indice j = i + 1 et on utilise aussi la relation de
CHASLES pour faire apparaitre le binbme de NEwToN. On obtient S; =

i-l (;:): 1 'il(n-f-l): 1 g(n;-l)_(n(-)i-l)

. Ainsi, on ob-

ol +1 n+l ;5\ J n+1
"1 [n 1

tient |S; = = 2m 1],

3 ,-;)Hl(i) n+1[ |

Solution (exercice7) Enoncé
1. Ona:

; (k + 1)
Z (In(k) —In(k +1))

—(ln(l) - Inf2)) + (In€2] - In€3)) + .. + (In(#=TJ - Infn))
+ (In{r)—In(n +1))
=In(1)-In(n+1)
-+ D)
2. Soitk=2,0na: 1 K_(K_l)— Ainsi,ona:

k-1 k k(k—l)_kz—k'

1
ikzl—k:i( : )

k=2
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=1-=|
n

v

3. Dés quel'on a une soustraction entre deux sommes de méme type avec juste

un décalage d’indice, il faut reconnaitre une somme télescopique et savoir la
calculer. Le calcul utilise un ou plusieurs changements d’'indice puis la rela-
tion de CHASLES.

n
o S= Z()C,Jrl xX;) = Z X;.1— 2 X; par linéarité. On pose alors le change-

i=0
n+1

ment d’indice : j = i+1 dans la premiére somme et on obtient: S= ) x;—
et
n+l1 /
Z x;. Comme l'indice de sommation est muet,ona:S= ) x;— ) x;.la
i=0 i=1 i

n

relation de CHASLES donne : S = Z Xi+Xpo1— ) Xi—Xg=

i=1 i=1
n n
° Z(XHI X )= me le | parlinéarité. On pose alors le chan-

gement d’'indice : j = z +1 dans la premiére somme et le Changement
n+1

k = i —1 dans la deuxiéme somme et on obtient : S’ = Z Xj - Z X

n+1
Comme l'indice de sommation est muet, ona:S = ) x; — Z x;. La

n-1
relation de CHASLES donne : §' = ) x;+ X, + X, — 2 X; — Xg— X, =
i=2 i

[Xpe1 T X, — X — X1

71
d’indice : j = k + 1 dans la deuxiéme somme et on obtient : S = T
n+l 1 n o1 n+l 1 1 k=1
Y==) =3 —=1- en utilisation le fait que I'indice de som-
2] =k =k n+l

mation est muet et la relation de CHASLES.

. ® On transforme cette somme en utilisant les propriétés du logarithme né-

k
périen et on obtient : In (m) =In(k)-In(k+1).
® Ainsi transformée, la somme S est bien de type télescopique car on a bien
une soustraction de 2 sommes de méme type avec juste un décalage d’in-
dice. En effet, par linéarité, on obtient : S = Z In(k) - Z In(k+1). On
=1 k=1

posele changement d’indice j = k + 1 dans la deuxiéme somme et on ob-
n+l

tient S = Zln(k)— Zln(/)—ln(l)—ln(rﬁrl) [-In(n+1).]

. On transforme cette somme en utilisant les propriétés du logarithme népé-

2

(k+1)(k-2)
Ainsi transformée, la somme S est bien de type télescopique car on a bien
une soustraction de trois sommes de méme type avec juste des décalages

d’indice. En effet, par linéarité, on obtient : S = 2 Z In(k) - Z In(k+1)-
k=3 k=3

rien et on obtient : ln( ) =2In(k)-In(k+1)-1In(k-2).

Z In(k —2). On pose le changement d’indice j = k + 1 dans la deuxieme

k=3

somme et le changement i = k —2 dans la troisieme somme et on obtient
n+l

S=2 Zln(k)— Zln(])— Zln(])

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

4. 1] s’agit ici de faire apparaitre une somme télescopique puis d’appliquer la

méthode précédente. =2In(3) +21n(n -1) +21n(n) —In(n-1)-In(n)-In(n+1)-In(1) —In(2) -

5. ® (Classiquement pour ce type de somme, on commence par montrer qu’il (Sn(n -1)
1 a = YUY
existe deux réels a et b tels que pour tout k € N* : ——— = — + 2(n+1)
que p kk+1) &
b
——. En mettant au méme dénominateur, on obtient que : Vk € . . )
k+1 Solution (exercice 8) Enoncé
N* 1 — (a+Db)k+ a. Cette relation doit étre vraie pour tout 1. ® On commence par montrer qu'il existe deux réels a et b tels que pour tout
"ok(k+1 k(k+1 1 a b
( ) ( ) a+b =0 keN 0 . P + Ty En mettant au méme dénomi-
k € N* donc, par identification, on obtient que : " donca=1 ( +1)(k+ 2) c+1 +2
=1 1 _(a+b)k+2a+b

nateur, on obtient que: Vk e N*,

3 o . o [N B | (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)
eth = ~1. Alnsi, on obtient, par linéarité, que: S = k; ko =1 k+1 Cette relation doit étre vraie pour tout k € N* donc, par identification, on
® ]l s’agit alors bien d’'une somme télescopique. On pose le changement . a+b =0, o .
8 bl P 8 obtient que : { 2a+bh =1 donc a =1 et b = —1. Ainsi, on obtient, par



BCPST1 € 2023-2024

26

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

li t S= ! L
inéarité, que:S= ) ———- ) ——.
q o k+1 TS k+2
Il s’agit alors bien d’une somme télescopique. On pose le changement

d’indice : j = k + 1 dans la premiere somme et le changement d’indice :

n+1 1 n+2 1 1 1
Z‘ =3 k|12 n+2
est muet et la relation de CHASLES.

On cherche a déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk €

k-1 - 4 + b + ¢ On met sur le méme
" k(k+1)(k+3) k  k+1  k+3°
dénominateur puis on identifie car la relation doit étre vraie
k-1
our tout k¥ € N*. On obtient : Vk ¢ N, ——M =
P k(k+1)(k+3)

en utilisation le fait que I'indice de sommation

*

k*(a+b+c)+k(4a+3b+c)+3a
k(k+1)(k+3)

. Ainsi, par identification, on doit

a+b+c =0,
résoudre le systeme suivant : { 4a+3b+c =1, .. La résolution du
3a =-1

1
systeme donne: |a = —3 b=letc=-

n k_
En déduire la valeur d . On obtient donc par linéa-
& D+ 3) b
t6:5=-2 Y o+ Y -2 3 = Onposelesch tsd
rité:S=--) — —_— =) — ose les changements de
35k Ek+l 35k+s P 8
1 & ntlq
variable suivant : j = k + letz—k+3etonobtient:S:—§Z +2 -
k=1 j=2 ]
2n n+3 1 1271 n+11 2n+3
=Y ==—=) =+ ) —-=) = carlindice de sommation est muet.
3ioi 3ok =k 3ok
. 1 1 1 1 1
D’apreés la relation de CHASLES, on obtlent:S:—§(1+§+§)+§+§+
1 2( 1 1 1 ) 2 1( 1 2 2 )
- = + + =|=+= - - .
n+l 3\n+1 n+2 n+3 9 3\n+l1 n+2 n+3

On commence par montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que

our tout k € N* : -4 +— b ¢ . En mettant au
p ki D(k+2) Kk k+l k+2
1
méme dénominateur, on obtient que: Yk e N, ——mM — =
q k(k+1)(k+2)

(a+b+c)k*+Ba+2b+c)k+2a
k(k+1)(k+2)

. Cette relation doit étre vraie pour tout

)3

+
o k(k+1)(k+2) (n+1)(n+2)(n+3)
Puis par hypothese de récurrence, on obtient que :

at+b+c =0,

k € N* donc, par identification, on obtient que : { 3a+2b+c =0,
2a =1

1
donc a = ¢ = 3 et b = —1. Ainsi, on obtient, par linéarité, que :

n 1 n n 1 n 1
Zlk(k+1)(k+2) 22 Zkﬂ 2 2 k+2

® ]| s'agit alors bien d'une somme telescoplque. On pose le changement

d’indice : j = k + 1 dans la deuxieme somme et le changement d’indice :

i = k + 2 dans la troisieme somme et on obtient :
n 1 n+1 1 1 n+2 1

k;lk(k+1)(k+2)_ _Z 2L

NS IE D
PRI
=5 (1+3)- () 2l )
_ n(n+3)
4(n+1)(n+2)

en utilisation le fait que I'indice de sommation est muet, la relation de
CHASLES et en mettant tout au méme dénominateur.

4. On établie maintenant le résultat précédent par récurrence sur n € N* la pro-

priété:
1 n(n+3)
P .
(n): Z k(k+D)(k+2) 4n+D)(n+2)
Initialisation. D’un cOté, ona: Z L L 1 De
rHalisation. k(k+)(k+2) 10+1)(1+2) 6
3 1(1+3 4 1
l'autre c6té, on a : n(n+3) = (1+3) = = —. Donc 2(1)
4(n+1)(n+2) 4(1+1)(1+2) 4x6 6
est vraie.

Héréditée. Soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang

n+1 1

n, montrons qu'elle est vraie au rang n + 1. ) ——————— =

o k(k+1)(k+2)

1 1 1
d’apres la relation de CHASLES.

ntl 1 _ n(n+3) 1

kzz‘l k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2) * (n+1)(n+2)(n+3)
_ n*+6n®+9n+4
C4(n+1)(n+2)(n+3)
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en mettant au méme dénominateur. Pour le numérateur on remarque que -1
est racine évidente et ainsi en factorisant par n + 1 on obtient par identifica-
tion des coefficients que : n® +6n?+9n+4 = (n+1)(n*+5n+4). Puis le calcul

du discriminant donne que n®+6n?+9n+4 = (n+1)(n*+5n+4) = (n+1)(n+

o . n+l 1 (n+1)(n+4)
1 4). A btient : - D
)(n +4). Ainsi on obtient que k;k(k+1)(k+2) in+2)(n+3)

Z(n+ 1) est vraie.
Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N* :
2”: 1 B n(n+3)
Zk(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2)|

Solution (exercice 9) fnonce Montrons par récurrence sur 7 € N la propriété

P(n): Zklc' (n+1)-1.
k=0

0
® Initialisation. pourn=0:o0na ) kk!=0et1!—1=0.Ainsi, 2(0) est vraie.

k=0
® Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a l'ordre n, vérifions que

P(n+1) est vraie.
On a, en mettant a part le dernier terme de la somme :

n+1 n
Y kk!'=) kk!'+(n+1)(n+1).
k=0 k=0

Par hypothese de récurrence, on a
n+l

Y kkl=(n+1D)!-1+(n+1)(n+1)! =(n+1(n+2)-1=(n+2)!-1.

k=0
Ainsi, Z(n + 1) est démontrée.

n
Il résulte du principe de récurrence que :[Vn eN, Y kk!=(n+1)!-1|
k=0

Solution (exercice 10) Enonce Montrons par récurrence sur 7 € N la propriété

P(n): i(2k+ 1)=(n+1)>2%
k=0

0
pour n =0:D'uncoté, ona: Y (2k+1)=2x0+1=1.De
k=0
l'autre c6té, ona: (0+ 1)% = 1. Ainsi 22(0) est vraie.
® Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a 'ordre n, vérifions que

P(n+1) est Vraie On, en mettant a part le dernier terme de la somme :
n+l

Y (2k+1)= Z(2k+1)+2(n+1)+1
k=0 k=0

® |Initialisation.

: Puis d’apres 'hypothese de récurrence, on obtient :
n+l1
Y (2k+1) = (n+1)*+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n*+4n+4=(n+2)>
k=0

Ainsi 22(n + 1) est vraie.

n
Il résulte du principe de récurrence que :[VneN, > (2k+1)=(n+ 1)%|
k=0

Solution (exercice 11) Fnoncé Montrons par récurrence sur 7 € N, n = 2 la

n-1 1
propriété: 2(n): ) k(k+1) = gn(n -1)(n+1).
k=1

1 1
® Initialisation. pourn =2.0Ona: ) k(k+1)=2et: 3 x2x1x3=2.Ainsi

k=1
P(2) est vraie.

® Hérédité:soit n € N, n = 2. On suppose la propriété vraie al'ordre n, vérifions
que P(n+1) est vra1e On a, en mettant a part le dernier terme de la somme::
Z k(k+1)= Z k(k+1)+n(n+1).

k=
Pu1s d’apres !’ hypothese de récurrence, on obtient :

3 k(k+1) = —n(n D(n+1)+n(n+1) = n(n+1) (Tl ; 1) - n(n+1)—2
k
A111131 P(n+ 1) est vraie.

Il résulte du principe de récurrence que :

n-1 1
VnenN, ) k(k+1):§n(n—1)(n+1).
k=1

Solution (exercice 12) fnonce Il s’agit ici du méme type de méthode que pour
I'exercice précédent sauf que cette fois ci, on I'applique a la somme des termes
d’une suite géométrique et plus au bindéme de NEWTON.

1. On reconnait la somme des termes d'une suite géométrique et ainsi, on ob-
n+1

VxeR~{1}, f(x) = %

2. La fonction f est dérivable sur R~ {1} comme produit, somme et quotient

dont le dénominateur ne s'annule pas de fonctions dérivables.
n+l

. Ainsi, en dérivant, on ob-

tient, comme x # 1 :

® D’un coté, la fonction f vaut : f(x) =

1_
tient que :
1+nx" —(n+1)x"
VxeR~{1}, f'(x)= ( )
(1-x)?

n n
® De l'autre coté, la fonction f vaut f(x) = Y x¥ =1+ ) x*. La dérivée
k=0 k=1
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d’'une somme étant égale a la somme des dérivées, on obtient que : 2n (op .
développée. On obtient alors que: S, =T, = >_ s (—=1)* car on se rend
k=0

compte en écrivant les sommes sous forme développées que I'on obtient
au final la somme de tous les coefficients binomiaux coefficientés par 1

VxeR~{1}, f'(x)= i kexk1,
k=1

La somme commence bien a k = 1 car le terme pour k = 0 dans f(x) est

le terme constant 1 qui est nul lorsqu’on dérive.

1+ nx" —(n+1)x"
(1-x)?

n n n
Ona: Y kx*=Y kxxx*'=x ) kx*'. Dapreslaquestion précédente,
k=1 k=1 -

. . . 2n . Lo
ou par -1 : les coefficients binomiaux ( Ic ) avec k pair sont coefficienté

n
On obtient donc que : [Vx e R~{1}, Y kx*'=
k=1

2n
par 1 et les coefficients binomiaux ( r ) avec k impair sont coefficienté

2n
par -1. Ainsi cela revient bien a sommer tous les nombres Ic (-1)* pour

1+nx"" —(n+1)x"
(1-x)?
3. Il faut ici remarquer que la somme correspond a dériver deux fois la somme
n n

k allant de 0 a 2n. Ainsi, d’apres le bindbme de NEwTON, on obtient que :
S,+T,=(1-1)" =0

k=1
n

onobtientdonc:|Vx e R~{1}, Y kx*=xx
k=1

S,+T, =2,
s,-T, =0.

On obtient alors : 2, = 22", donc: |S,=2>""'etT, =S, =22""]

k k . . . 2. Il s’agit alors juste de résoudre le systeme
f(x) = ) x*=1+x+ ) x*. Lafonction f est bien deux fois dérivables

k=0 k=2
comme fonction polynomiale.

n
Et en dérivant deux fois, on obtient bien: Vx e R~{1}, f"(x) = ) k(k -
k=2

1)x*2. Cette somme commence bien 4 k = 2 car quand on dérive deux fois

les termes 1 et x, ils deviennent nuls. En dérivant deux fois 'autre expression

de f, on obtient la valeur de la somme :

2—n(n+1)x" ' +2(n®-Dx" - n(n-1Dx"1 1 1)
(1-x)® '

Solution (exercice 14) Enoncé
Soit A € R. Alors en développant le carré :

P(A) = i(y,- +Ax;)?

i=1

=Y (77 +2hx;y; + A2x3)
i=1

=) yit2 Xy + x5,
Pr2NY a2 Y a2
i=1 i=1 i=1

1
Il s'agit donc:

VxeR~{1}, Y k(k-1)xF?=
k=2

linéarité de la somme
Solution (exercice13) Enoncé

1. ® Sion ne voit pas comment débuter, on commence par écrire la somme

2n 2
S, + T, sous forme développée. On obtient alors que : S, + T,, = ) ( n)

n
=0\ k ® d'une fonction affine si )_ x7 = 0. Alors dans ce cas le coefficient

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

car on se rend compte en écrivant les sommes sous forme développées
que 'on obtient au final la somme de tous les coefficients binomiaux: S,,

. N 2n
correspond en effet a la somme des coefficients binomiaux ( r avec k

. . . . 2n
pair et T,, correspond a la somme des coefficients binomiaux ( r avec

k impair donc en sommant les deux on a bien la somme de tous les co-
efficients binomiaux pour k allant de 0 a 2n. Ainsi, d’apres le bin6me de
NEWTON, on obtient que : |S,, + T, = 2°" = 4",

® De méme, on peut commencer par écrire la somme S,, — T,, sous forme

1.2) Puisque P est une somme de carrés, on a:

i=1
n
directeur esta =2 Z x;y;, etl'ordonnée a l'origine b = Z yiz.
i=1 n , " i=1 " ,
) A 1 . — = =
® D'untrindmesinon:aveca=) x;>0,b=2) x;y;etc=) y’.
i=1 i i

i=1 i=1
IVAeR, P(A)=0]

n
13) ® CasVie€[l,n], x; =0, clest-a-dire ) x? = 0. Linégalité est simple-

i=1
ment 0 < 0, qui est bien s{r vérifiée.
n

® Cas ) x? # 0. Dans ce cas, la fonction P est un trinome de signe
i=1
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(positif) constant, donc son discriminant est négatif. Or, avons: "
2 Y _
n n n Ye=xn+ 2 X (Y —Yio)
2 2 2 kJk 11 k k k-1
= — = V-l — " < 0. = = s
A=Db"—4ac (2 Z x,y,) 4 Z X % Z yi <0 k=1 k=2 linéarité de la somme
i=1 i=1 i=1 n n
n 2 nooooan =0+ Y= Y Y o
Ainsi, [2) x;y;| <4) x;x) y?.Doulon tire en passant a la k=2 k=2 changement d'indice ¢ = k -1
i=1 i=1 i=1 n n-1 dans la deuxieme
racine (qui est une fonction croissante) et en simplifiant par 4 : =xn+ ) %Y= ) XeaYe
n P P k:Z ii} >indice muet
2 2
2 xyi| S| X x| L yi =0+ 2 Y= 2 X Vi
i=1 i=1 i=1 k=2 k=1 regroupement des sommes sur
[ I ] | suffit de ch 1 n-1 les bornes communes
2. [Application] Ilsuffitdechoisir: Vie|l,n = . =x +x,Y,—x,Y; + Xp—X Y
'pp . [[ ' ]]’ Yi 2! 1 non 2] kg'z( k k+1) k les termes surlignés
L’1nega11te de CAUCHY-SCHWARZ (elevee au carre) donne alors : nl correspondent au terme k =1
noy. n n _ de la somme
ﬁ<2x2le =D (X = Xpr) Yi + X, Y,
T X< ; Ty
—~ i — L —~ Qi k=1
i=1 i=1 i=1

Solution (exercice 16) Efnonce =1x2x3x -+ x (n—1) x n =[nl]. De-méme :
i+n
[Tk=ix(G+1)x(i+2)x-x(i+n)
k=i

| =
W =

[1x2x3x-x(i=1)]x[ix(i+1)x(i+2)x-x(i+n)]
[Ix2x3x-x(i—1)]
C1x2x3x-ex(i-1)xix(i+1)x(i+2)x - x(i+n)
B 1x2%x3x%x--x(i—1)

| &

(\
M: eI
"
S—
o .

N

W | =

1=

=

=N

On a donc établi que :

l
—

(i+n)
(i-1
n k 1 2 3 n-1 n
[Texp|=|=en xen xen x...en xen
k=1 n
14243+ -1 k
_ +++n+(n )+n :eZZ:lﬁ
n
1
n k n+l
=e k=1 =l|e 2
no 2k 2nx(2n—-2)x...x4x2

[

o1 2k+1 (2n+1)x(2n-1)x..x3x1
_ (2nx(2n-2)x..x4x2)?
T (2n+1)x2nx...x3x2x1

Solution (exercice 15) Enoncé " x(n-1)x...x2x1))>
1. Laformule pour tout k =2 découle d’un simple téléscopage. = 2n+1)
n n-1 :
2. Montronsl'égalité: ) x;yp =D (X = Xpp1) Ve + X, Y, 221 (p1)2
k=1 k=1 =|—|
Commencons par traiter le cas n = 2. D’apres la question précédente, nous (2n+1)!
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ﬁ(4k—2) = ﬁ2(2k— 1)
k=1 k=1

=2"x(2n-1)x(2n-3)x...x3x1
_2"x2nx(2n-1)x(2n—-2)x...x3x2x1
- 2nx(2n—2)x...x4x2

3 2" x (2n)!
S 2nixnx(n-1)x..x2x1
_[(2n)!
RN
n no(k*-1
H(l——)—H( k2 )
k=2 k=2
i, -1 T, (k-1) Al (k+1)
) S | k=2 k
HZ}IC l’["”k n+l
k I 2n
-k r[” (n—k)

-
k=0 k Hk:()(p_k)
_n(n-1)(n-2)x--x(n-p+1)
 pp-D(p-2)x-x2x1
nn-1)(n-2)x--x(n-p+1)
p! '
On essaye alors d’écrire le numérateur avec des factorielles. On obtient
n(n-1)(n-2)x--x(n-p+1)
C[nn=1)(n=2)x - x(n=p+ 1] x[(n=p)x = x2x1]

(n—p)x—x2x1
n!

~(n-p)
Ainsi on obtient au final que :

ljn Z: n! :(n)

pl(n-p) \p

Solution (exercice17) Enoncé

Y Y plg*+1)= qu +p21
p=0g=0 p=0 q=0
=2::0 5 +p(m+1)]
_ m(m +123(2m+1)2p+(m+1)2p
_ m(m + 1()5(2m+ 1) n(n2+ 1) F(m+ 1)n(n+ 1)
= 1—12(m+1)(2m2+m+6)n(n+1).
iibf[fl]:i[n]:nil:
i=1 j=1 i=1 [ j=1 i=1 i=1
i i lzi[ i llzi[i]:il: n(n+1)
i=1j=1 i=1|j=1 i=1 i=1 2
S Y=Y |y i
i=1j=1 i=11]j=1
:i iizf
i=1[ j=1
n [ 1-2m
:izzi ix2 5
= (2"—1)ii
i=1
=|(2"—1)n(n+1).|
n n i2 n j l'2
LY ==2 )~
i=1j=i J j=li=1 J
_ 51 Lo, & lj(]+1)(2]+1)
LiATTET s
=li(j2+3]+1)
6]':1
:é (n+1;(2n+1)+3n(1;+1)+n
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= %n(n+4)(n+2).

. On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y ar-

rive pas car on ne connait pas la somme des inverses. Ainsi on va donc com-
mencer par inverser le sens des symboles sommes.On a:

Z €+1 2 €+1:Zg€_

k=0 ¢=k O<k<fl<n /=0
Ainsi on obtient que :
n ¢ k n 1 4
L=t 2
ikl +1 [ +1 i
‘i 1 0(0+1) lif‘ n(n+1)
AR 2 2/ L4
4 ! Lo n(n+1)
Fri-g|i]-Lu-gi"
i=1j=1 i=1]j=1 i=1 i=1
no i n i n nin+1
® Six=1,ona:) Y x=) >1=)i= ( )
i=1 j=1 i=1j=1 i=1 2
n i n i n 1—x! x
® Six#1:) Yxl=3)|Yx|=)|x = Z(l—x)
i=1j=1 i=1]j=1 i=1 1-x 1—-x i-1
X n n .
21-)
L = =
- . nd X 1-x"
Ainsi on obtientque:[) > ¥/ =——|n-x
l=1j=1 ]._x ]._x

55 ki

k=01

[N

S
Eal
+
[\

~
t
Il
[=)
~
Il
ko

S
)

[k(k*+ (k+1)*+ (k+2)?)]

k=0
n2
k(3k? +6k +5)
k=0
nz n2 n
=3Y kK*+6 Z
k=0 k:O k=0
2(n2 +1) 2012 11
:3("( ) 22+ )2nt+1) 450D,

T~
N,

,_N

Il

| o
02,
+
=

M=
ol
@M
1l
M=

~
I
—
~
I
(=]
~.
Il
—

I
M-
L= L= L~
0
[\]

Il
M=

~.
Il
—
—
02,
+
—
|
—

21-(8)"
3 1—§

11-(3)"

3 1-1

SUEEIE

[

1

3

/i

10. On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n'y
arrive pas. Ainsi on va donc commencer par inverser le sens des symboles

sommes.Ona:

220 20550

Ainsi on obtient que :

£xf)-2

Jj=1

5(1)-

i[zj_

Jj=1

SECEED
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