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factorisations tres particulieres.

— Définition 1| Polyndéme sur K
® Un polynéme (non nul) est une fonction du type P : K — K de la forme x —
n
Y ax* avecneNetag, ..., a, € K.

k=0
® Le polynéme nul estla fonction nulle x € K — 0.

® Soit n € N. Un mondme de degré n est un polyndéme de la forme aX" avec
aclk.

® SiK =R, on parle de polynéme a coefficients réels. Si K = C, on parle de po-
lynéme a coefficients complexes.

Je réve d’'un jour ot I'égoisme ne régnera plus dans les
sciences, ol on sassociera pour étudier, au lieu d'envoyer
aux académiciens des plis cachetés, on sempressera de
publier ses moindres observations pour peu quelles soient
nouvelles, et on ajoutera « je ne sais pas le reste ».

— Evariste GaLors

e Notation

n
® LafonctionP:xelk — ) a,x* € K est généralement notée :
k=0

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en

n
P=3 a;X*, et0y x le polynome nul.
k=0
En particulier :
o X désigne la fonction x e K — x € K,

¢ 1llafonctionx e K — 1€ K.

BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par- ® Parfois le polyr'lf)me P est aussi noté P(X), la notation P(X) désigne donc en-
Exemple 1
® Lexpression 5X° est un monéme désignant la fonction f définie sur R par
Cadre f(x) =5x>.
Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C. ® Lafonction X est la fonction constante égale a 1.
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DEGRE. Moralement, le degré d'un polyndéme est la puissance maximale qui ap-
parait dans I'écriture d'un polyndme.

— Définition 2 | Degré/Coefficient dominant d’'un polynéme
n
SoitP = )" a,X* e K[X] avec n € N, a; € K pour tout i € [0, n]. Alors :

k=0
® on appelle degré deP que 'on note degP, le plus grand entier k tel que a;. # 0.

On convient que: |deg0 = —oo|.

® Le coefficient ag.p est appelé coefficient dominant de P, on le note aussi

dom(P). On convient que: |dom(0) = 0|

® Lorsque P # 0, le mondéme adegPXdegP est appelé monome dominant.

— Définition 3 | Polyndme unitaire

Soit P € IK[X]. Alors si dom(P) = 1, on dit que P est unitaire.

Notation
On note :
® [K[X] 'ensemble des polyndmes sur K,
® [K,[X]'ensemble des polynémes sur K de degré inférieur a n,
® K_,[X]l'ensemble des polynémes sur K de degré égal a n.

Attention Différence entre x et X

Ne pas confondre :
n n
Y acx* pouruncertainx e K, et: Y a;X*
k=0 k=0
qui dans le premier cas est un élément de KK (i.e. un réel ou un complexe), dans
le second une fonction. En revanche, nous avons :

n n
Vx ek, (Z aka) (x) =Y apx*.
k=0 k=0

Exemple 2

® SiP=X?+5X*+X onadeg(P)=9etPeR[X].

® Les polyndmes constants ont un degré < 0 (et pas forcément 0, car il ne faut
pas oublier le cas du polynome nul).

® SiP =3X2+4X’, alors 4X’ est le monome dominant de P et 4 = dom(P).

® Dans R[X], donner un exemple de polynéme :
o Qdedegré 2,

R4

¢ de polynéme R de degré 5,

4

¢ de polynome S de degré 0,

R4

o de polynome T dans Ry, [X].

R4

o de polyndme U dans C,jy5 [X] ~ Ryg05[X].

4

® Fcrire explicitement les ensembles Ry[X], R, [X] et R, [X].

Exemple 3 Déterminer le degré et le coefficient dominantde P = (X +1)* — (X -
1)%.
1l faut faire attention ici car le polyndme nest pas écrit sous forme

Note développé
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Z aka

® on n'a pas nécessairement deg(P) = n, ce n'est le cas que si a,, # 0. La nota-
tion est trompeuse, mais en régle générale on se donnera toujours une telle
somme avec a, # 0 de sorte qu'alors domP = a,, et degP = n.

® Enrevanche, I'écriture implique: degP < n.

Remarque 1 (Degré et écriture du polynéme) SiP=

m Opérations

Les polyndémes étant définis ici comme un sous-ensemble de I'espace des fonctions
de K dans KK, on peut réaliser plusieurs opérations sur eux comme pour les fonctions
habituelles.

— Définition 4 | Opérations +, x, o,.
Soient P,Q € K[X], A € K. On notera P + Q, PQ, P~ Q et AP les applications ci-
dessous :

K — K, K — K,
g P+Q‘ x — P)+QM),  ° T*Ux — pwqw),
— K, K — K,
* QI peQW), * AP AP
Remarque 2

® Toutes les propriétés sur les lois +, x etc. rencontrées dans le chapitre sur les
fonctions et les applications (Chapitres (ALG) 6 et (AN) 1, distributivité, as-
sociativité, élément neutre etc.) restent valables. Nous ne les réecrivons pas
ici.

® On note parfois P(Q) le polynéme P o Q, en remarquant que P o X = P, cela
justifie a posteriori la notation P(X) pour le polynéme P.

® Pour I'instant, nous n'employons pas le mot « polyndme », car nous ne savons
pas encore que P+ Q,P x Q,P o Q, AP sont bien des polynémes.

Proposition 1] Opérations +, x,0,. al’aide de coefficients

Soient P = Z a Xk, Q= Z b X* € K[X], A € K, avec la convention de prolonge-
=0 k=0

ment par zero des deux suites :

®q,.=0sike¢]0,p], ® b, =0sik¢]0,q].

Alors: P+Q,PxQ,PoQ,AP sont des polynémes, et :
max(p,q) . p+q( n
®P+Q= ) (ap+b)X" ‘(PQ)(X):Z(Zakbn—k X7,
k=0 n=0 \k=0

p q n p
® (PoQ)X)=) a,|) bX¥|, ® \P =) Aa;X*.

n=0 k=0 k=0
Remarque 3

® Dans la pratique, ces formules servent uniquement lorsque les polynémes
sont écrits de maniere abstraite a 'aide d'une somme. Dans la plupart des
cas, on effectue simplement ces opérations a l'aide des opérations classiques
sur les fonctions.

® Si on souhaitait vraiment passer par la formule du produit, on écrirait par
exemple pour calculer PQ avecP=1+3X-X?et Q=X +X?:

ko 1 2 3 4 Co = oby =0

ak 1 3 1 0 0 C1=a0b1+a1b0=1

b 0 1 1 0 0 62=a0b2+a1b1 +a2b0:4

Ck _ C4:a0b4+a1b3+a2b2+a3b1+a4b0:_1

Ce qui donne alors :
PQ = ¢y + ;X + 6, X2 + 03X + ¢, X* = X +4X? +2X3 - X4,
Cette méthode est donc tres fastidieuse! On écrira donc plutot simplement :
PQ=(1+3X-X?)(X+X?)=X+X*+3X*+3X* -X* - X* = X +4X* +2X° -X*.

Preuve

® Pourla somme, constatons simplement que d’aprés la convention sur les coefficients, on
max(p,q) max(p,q)

a: P= Y aXx¥ Q= Y b.XF Donc:
k=0 k= 0
max(p,q) max(p, max(p,q)
P+Q= ) aX'+ Z ka Y (ag + b)XE
k=0 k=0 k=0
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® Pour le produit, on doit également faire un calcul.

(PQ)(X) = (ki akx") x (i béX[)

- /=0
P q
— k+¢
= Z z a; b[X } . R . 0 N
k=0¢=0 réecriture : les monémes possibles sont X°,...,XP*4, et
p+q X" provient de x0x xxm 1) ... x"X0
=) Y apb X"
n=0 \(k,0)/k+0=n
ptq [ n
= Z Z akbn—k X",
n=0 \k=0

p+q( n
Donc: (PQ)(X)= ) (Z akbn_k)X".
n=0 \k=0
® Composition et multiplication par A découlent directement de la définition.

On déduit directement des regles d’opération précédentes la proposition qui suit.

Proposition 2 | Stabilité de K[X]
® Soient P,Q € K[X], A € K, alors P+ Q, PQ, Po Q et AP sont des éléments de

K[X].
® [ensemble K[X] est donc stable par addition, produit, composition et multi-
plication par un scalaire.

Exemple 4 Dans chaque cas ci-dessous, calculer P + Q et conjecturer une for-
mule reliant le degré de P + Q avec celui de P et Q.
e P=X'"-X3+X+1 et Q=2X>-5X+1.

R4

e P=2X3-X?+X-1 et Q=-2X3+X>-1.

4

o P=-3X*+X3+42 et Q=-3X*-X3+X%+1.

Exemple 5 Onnote P = 1+ 3X —X? et Q = X +X3. Pour chacun des calculs ci-
dessous, conjecturer une formule reliant le degré avec celui de P et Q.

® (Calculer PQ.

® (Calculer:
o PoQ

4

o QoP

¢ Qu'en déduire?
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o Attention

Exemple6 SiP=X?-2etQ= \/5 Calculer P 0 Q. La formule conjecturée pré-
cédemment est-elle encore vraie?

4

Piege de notation sur la composition

SiP e K[X] et p = 0, attention a la différence entre :

® le polynéme XPP: x € K — xPP(x) — un produit,

® etle polyndme P(X?): x € K — P(x”) — une composée. Ce n’est pas du tout
la méme chose.

Afin de faire la distinction entre les deux, il faut bien faire attention a I'emplace-

ment des parentheéses. Ainsi, PX” est une notation bien maladroite, mais désigne

toujours XPP.

| 4 Exemple 7 On note P = 1 + 3X — X2, Préciser les polynémes P(X?),X?P et
PX?.

4

Des conjectures sur les propriétés du degré ayant été faites, passons a présent aux
propriétés générales.
— Proposition 3| Combinaison linéaire et degré 0—

Soient P,Q e K[X], n € N et (A, u) € K%, Alors :
1. SidegQ < degP, alors:

deg(P+Q) =degP, dom(P+Q)=dom(P).

Ainsi, si les degrés sont différents une somme est de degré le plus grand.

Note . p 5 :
Si les degrés sont égaux, on voit au cas par cas.
degP siA#0,
2. deg(AP) = 8 ] dom(AP) = AdomP.
—00 siA=0,

Attention aux sommes

Puisque (X* +X + 1) + (—X* +X + 1) = X + 1, la somme de deux polynémes de
degré deux n'est pas forcément un polynéme de degré deux. On observe ici une
chute de degré.

Remarque 4
® [ utilisation conjointe des deux premiers résultats permet de calculer le degré
de AP + pQ avec (A, p) € R%, (P, Q) € K[X].

® [Retour sur la convention de degré] Ona:
K[X] — NuU{-o0},

P +—  degP.
La convention deg0 = —oo est purement technique. Elle trouve son intérét
dans la formule de degré d'un produit que nous venons de voir : si P € K[X],
alors deg(0.P) = deg(0) + degP d’une part, et d’autre part comme 0.P = 0 on
devrait avoir deg0 = deg0 + degP. Cette formule n'est jamais vérifiée sauf si
P est constant, d’ou la convention précédente de sorte que :

deg:

« —oo0=—00+degP».
La formule deg0 = deg0 + degP est alors vraie quelque soit le degré de P.

P q

Preuve OnnoteanouveauP =) a,X*,Q=) b X*eK[X],AeK.
k=0 k=0

1. Commencons par la somme.

® SiP=0o0uQ =0, lerésultat est évident.

® Supposons que P # 0 et Q # 0. D’apres I'expression du polyndme somme, ona: P+
max(p,q)
Q =

p
1;) (ap+b,)X* = kz_ﬂ(ak +b,;)X* puisque degP > degQ.Or a,, # 0, b, = 0 donc
a,+ bp_qt 0, ce qui prouve_que deg(P + Q) = deg(P).
2. Lerésultat est évident si A = 0, on suppose donc A # 0.

® SjP =0, alors AP = 0 donc la formule est vérifiée.

p
® SiP#0,alorsAP= ) (Aa,)X*. Comme a, #0,Aa, # 0 donc deg(AP) = p = deg(P).
k=0

Les propriétés sur le degré permettent d’énoncé un résultat de stabilité pour les po-
lyndmes de degré < n.

Corollaire 1| Stabilité de K ; [X]
® Soientn =1,P,Q € K, [X], A €K, alorsP+Q, et AP sont des éléments de K, [X].
® [ensemble K, [X] est donc stable par addition et multiplication par un sca-

laire.
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Attention

La proposition précédente est fausse pour K_,[X]. Par exemple, puisque X* +
(—X?) = 0, la somme de deux polynomes de degré deux n'est pas forcément un
polynome de degré deux.

Preuve SoientP,Q € K, [X], A € K. Montrons que :
AP+pQekK([X], et deg(AP+pQ)<n.
® Onadéjavuque AP+ puQ € K[X].
® Reste a prouver que deg(AP + uQ) < n. Puisque P,Q sor}lt de degré inférierzlur ouégalan,

les polynomes P, Q peuvent s’écrire sous la forme : Y a;X*, et Q = Y b, X*. Donc:
k=0 k=0

(AP+pQ) = Y (Aay + pb, )X, ceci prouve que deg (AP + pQ) < n.
k=0

— Proposition 4 | Produit, composition et degré O—
Soient P,Q € K[X],A € K. Alors :

1. deg(Px Q) =degP+degQ, dom(PxQ)=dom(P)xdom(Q).
2. deg(P-Q)=degP xdegQ siQnestpas constant ou constant mais non racine de P.
La condition Q non constant est importante. Par exemple, nous avions

Note | déja constaté un contre-exemple avecP =X>—2 etQ = \/5 :PoQ=0,
de degré —oo # 2 x 0.

Remarque 5 Par récurrence immeédiate, on déduit de la premiére propriété que
pourtout n e N: deg(P")=ndegP, dom(P")=(domP)".

P q
Preuve OnnoteanouveauP =) a,X*,Q=) b X*eK[X],AeK.
k=0 k=0

1. Passons au produit.
® SiP=00uQ=0,0onaPQ =0doncdeg(PQ) = —oo. Par ailleurs, deg(P) +deg(Q) = —oo

donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). La formule est démontrée dans ce cas.
ptq
® D’aprés l'expression du polyndme produit, on a :  PQ = ) ¢, X", avec ¢, =

n=0

Y aib,_, € Kpourtout n € [0, p+q]. Cette écriture prouve déja que deg(PQ) < p+q,

k=0
mais on veut une égalité. On regarde doncsi c),,, #0:
p+q
Cp+q = Z akbp+q—k
k=0

p-1 ptq
= X_:ak bpig-x +a,b,+ _Z ap by
k=0 =0 car p+q—k>q k=p+l=0 car k>p
=a,b, #0.
On a donc montré que deg(PQ) = p+ g = degP+degQ, et au passage que dom(PQ) =
a,b, = dom(P) x dom(Q).
2. Passons ala composée.
® SiP =0etQnon constant alors PoQ = 0 donc deg(P - Q) = —co. Par ailleurs, deg(P) x

deg(Q) = —oo car degQ # 0 (Q n’est pas constant) donc deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q),

la formule est démontrée dans ce cas.

Supposons que P # 0 et Q non constant donc aussi non nul, on peut donc utiliser

I'expression en somme pour les deux polyndmes. D’aprés l'expression du polynéme
r q n

composé,ona: (PoQ)X)=) a, (Z kak) , Cest-a-dire :

n=0 k=0

p
(PoQ)(X) =) a,(by+b, X+ +b,X)".
n=0
Parmi tous les polynémes de la somme, celui de plus haut degré est celui obtenu pour
n=p.Donc:

deg(P° Q) = deg(a, (by + b, X+ + b,X7)") \)”p 40
= (bo+ b, X+ + b, XT)
= p xdeg(by + b, X+ +b,X7) qu 40
=p xq=degP xdegQ.

Exemple 8 Déterminer le degré et le coefficient dominant de P. Soit n € N*.
1. P=(1+X+X*)"-(X-1".

4

2. P=(1+X+X*)"x(X-1)".



BCPST1 € 2024-2025

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

1. Calculer P,,P;,P,.

7
Dans une somme/différence, lorsque les polyndmes ont méme degré et que les for-
mules précédentes ne s'appliquent pas, on revient a la définition du degré : le but est
alors d’écrire les polyndmes sous forme de somme.
Exemple 9
® Déterminer degré et coefficient dominant du polynéme P = (X—2)" —(X+5)" 2. Conjecturer les valeurs du degré et du coefficient dominant de P,,, puis le
pour 1 = 2. montrer par récurrence.
e 4

® GénéraliseraP=(X-2)"—-(X+5)".

Lutilisation du degré permet de rendre de précieux services; voir par exemple la pro-

position qui suit dont la démonstration sans passage au degré prendrait beaucoup
Exemple 10 (Suite de polyndmes (1)) On définit la suite de polynomes  plus de temps.

(P,.)en+ ParPy =1,P, = -2X,etpourtoutn e N: P,,, =-2XP,,,-2(n+1)P,.
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Proposition 5 | Equation-produit o\‘ m >_® Informatique

SoientP,Q e K[X]. Alors: PQ =0y < (P=0xx; ou Q=0kx)-

Preuve

Evident.

Supposons que PQ = Oy}, alors en prenant le degré nous avons:  degP +degQ =
—oo, donc nécessairement un des deux degrés vaut —co i.e. P = Oy ou Q = Oy ) — encore
une bonne illustration de I'intérét de la convention « deg(0y ;) = —0o ».

On a l'impression de navoir rien fait dans cette preuve : en fait le
Note | travail principal réside dans la propriété de degré d’'un produit
établie plus haut.

Attention

Ce résultat est faux pour deux fonctions quelconques non polynomiales. Par
exemple, pour f la fonction valant 1 sur R*, 0 sur R™*, f la fonction valant 0
sur R*, 1 sur R™*. On a bien fg = 0 et pourtant aucune des deux fonctions n’est
identiquement nulle.

Méthode (ALG) 111 (Résoudre une équation polynomiale) Pour trouver tous
les polynomes vérifiant une certaine condition, on :
® commence par passer au degré afin de trouver des conditions sur celui-ci.
® Dansun second temps, on essaie de trouver une condition sur les coefficients
n
de P en injectant I'expression « ) | a, X* » dans le probléme pour le n trouvé

k=0
a la premiére étape.

Exemple 11 (Equation polynémiale) Résoudre dans R[X] I'’équation polyno-
miale P x P =P.

4

Comment coder un polynéme en Python? Puisqu’il est entierement déterminé par
la donnée de ses coefficients, il suffit par exemple de les ranger par ordre croissant de
degré et considérer en convention que le polyndme nul correspond a la liste vide. Par
exemple, le polyndme P = X? + 2 peut étre codé parlalisteP = [2, 0, 1].On peut
en déduire alors facilement une fonction qui calcule le degré ou encore qui évalue le
polyndéme en un x.

mm Codage informatique d'un polynéme, degré, évaluation
Inf = float('inf') # correspond a 1l'infini des maths

def degre(P):

retourne le degré de P
if len(P) == 0:

return -Inf
else:

return len(P) - 1

def evalu(P, x):
S =0
for i in range(len(P)):
S += P[i]*x**i
return S

Par exemple si P = 1 + 2X + 3X?, alors :

>>> P = [1, 2, 3]
>>> degre(P)

2

>>> evalu(P, 1)

6

>>> evalu(P, 0) # coefficient constant
1
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n POLYNOME DERIVE

Les polynémes ont été définis dans ce chapitre comme des fonctions d'un type
particulier, donc ils héritent en particulier de la notion de dérivation des fonctions
connue depuis longtemps si K = R. En revanche, pour K = C, comme nous ne savons
pas dériver les fonctions de la variable complexe, la définition infra sera finalement
plus générale.

m Généralités

— Définition 5| Dérivation
n

SoitP =Y a,X‘eK[X], avecn > 1.
/=0

n
® On appelle polynome dérivé deP le polynome: P'= ) fa,X‘"!
[
=1 dérivée de a,X?!

La dérivée d'un polynome est simplement la somme des dérivées de
chaque monome

® On appelle polynome dérivé seconde de P le polynéme :
n
P'=Y ((f-1)a,X"2
=2
® Soit k € N. On appelle polynome dérivé k fois de P le polynome :

PO = 3 (0 -1)...(€ -k +1)a,X"7F,
=k

Note

Il nlest pas utile de distinguer lecas k < n de k > n. En effet, sik > n,ona

Note . .
PR =9 par convention sur les sommes, ce qui est attendu.

n
Remarque 6 On prendra garde d’éviter I'expression P’ = ) ka,X*"! mémesile
k=0

1
terme d’ordre k = 0 est nul. En effet, nous n'avons pas donné un sens a 0 x X ce

n'est pas un élément de K[X]. (mais deK(X), lensemble des fractions rationnelles)

Exemple 12 (1+3X-X?)' =3 -2X et (C)’' = 0 pour toute constante C € K. Justi-

fions proprement la formule concernant C'.

R4

Proposition 6 | Dérivations et opérations
Soient P,Q € K[X] et A € K. Alors :

1. (AP) =AP, 2. (P+Q)=P+Q,
3. (PQ)=PQ+PQ, 4 (PoQ) =P -QxQ.
Preuve  SiK = R: comme pour nous les polyndomes sont des fonctions, les formules ci-

dessus découlent donc des formules déja connues pour les fonctions réelles de la variable
réelle. SiK = C, il faut les vérifier a I'aide des expressions avec coefficients, nous 'admettons.

5 3
Exemple 13 Soient Q = Y X¥etR = ) kXF. Donner le degré et le coefficient

k=0 k=0
dominant de P = RQ — Q'(X?).
D’

Exemple 14 (Suite de polynomes (2))
(P,),;en+ Par Py =X et pour tout . € N* :
1. Calculer P,, Ps.

R4

On définit la suite de polynémes
P,.; =X?P, +X" L

2. Conjecturer les valeurs du degré et du coefficient dominant de P,,, puis le



BCPST1 € 2024-2025

10

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

montrer par récurrence.

m Dérivation et degré

On déduit directement de la définition, la propriété de degré d'une dérivée.

— Proposition 7 | Degré d’'un polynéme dérivé

® SiPelK[X]etkeN,alors
deg(P(k)) _ degP -k s%ksdegP,
—00 si k > degP.

® Parconséquent,siP e K[X], degP<n < P"*V =9 ( <~ Pe [Kn[X]).

Preuve

® Immédiat par définition du polyndme dérivé.

[ SidegP < n, alors deg (P("“)) = —oo d’apres la premiere partie de la définition.
On suppose que PV =0,
Supposons par I'absurde que n+1 < degP, alors deg (P"*") = —co = degP— (n+1), donc
degP = —oo— contradiction (car 7+1 < degP). Donc forcément n+1 > degP c’est-a-dire
degP < n puisque degP est un entier.

Exemple 15 Calculer les dérivées successives de P = X* —3X3 +iX? — 1, en com-
mencant par analyser lesquelles sont nulles.

4

Exemple 16 Soit P € K[X] tel que degP = n € N. Déterminer le degré et coeffi-
cient dominant de Q = 2X"*!'P' — P(X?).

4

Exemple 17 Soit P € K[X] tel que degP = n € N et n # 4. Déterminer le degré et
coefficient dominant de Q = 4XP — X?P'.

4
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Proposition 8 | Dérivées de (X —a)”
Soient a € K et (n, k) € N?. Alors :
—)!(X— a)"* sik<n,

[(X— a)n](k) — { (nfk

0 sik>n.

Preuve Le polynome (X —a)" est de degré n donc si k > n, alors [(X — a)”](k) = 0. Suppo-
sons que k < n, alors :

[(X-a)"]® =n[(X-a)"']* " =n(n-1)[(X-a)?]*?,
puis de maniere générale on obtient :

1

n!

[(X-a)"|® =n(n-1)...(n-k+1)(X-a)"* = ——(X-a)" .
(n—k)!
Montrons proprement ce résultat par récurrence sur k € [0, n].
4
2

Exemple 18 Calculer les polynémes ci-apres, n € N.

LX), 2. (x2)®,
D’ D’

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

3. (x3)®) 4 (XMO),
o’ o’

5. (X", 6. (XM¥,
o’ o’

72 (xMY, 8. (xXm®,
D’ o’

9. (Xn)(n+1)'

m Unicité des coefficients

Posons-nous a présent la question suivante : existe-il plusieurs familles de coeffi-
cients possibles (ay, ..., a,) € K" telles que

n
P= Z aka ?
k=0

La réponse est non, un polynoéme est entierement déterminé par la suite de ses co-
efficients (réels ou complexes).
— Proposition 9| Un polynéme est déterminé par ses coefficients

n

SoitP= Y a;X* e K[X] avec ay,..., a, € K.
k=0

. P®)(0)
1. Pour tout entier k € [0, n], nousavons: a; = o

2. Par conséquent:

® P=0<<=aqgy=...=a,=0.



BCPST1 € 2024-2025

12

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

- , . . . -
® la suite de coefficients ay, ..., a, est unique. trindme s’annule toujours au plus deux fois dans C. En fait, tout polynéme de de-
. .. N L, 4 ’ . s 2.2 .
® Deux polynomes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme degré gré n s'annulera au plus » fois. Des propriétés sur le nombre de racines semblent
et mémes coefficients. donc exister.

2. Second point : lorsque A annule un polyndme, alors ledit polyndme sera de la
forme (X — A)Q olt Q € K[X]. Cette « factorisation » est uniquement vraie pour

Preuve A . ) 4 s ) ;
1. Exprimons déja les coefficients de P en fonction des dérivées successives. En effet, pour les polynémes — pas question d'écrire cela pour d’autres types de fonctions! (un
tout entier k € [0, n], contre-exemple sera donné plus bas)
n (k) n
PH(X) = (Z a[X[) =Y a l(f-1)...(¢ —k+1)X"F,
/=0 l=k
Nous obtenons : Commencons par une notation que 'on utilisera dans toute la section.
PR0)= Y af(0-1)...(0—k+1)x 0% =a, xk!+0.
l=k =0si >k
) ) . _ PW(0) Définition 6 | Relation de divisibilité
Les coefficients sont donc donnés par la formule suivante Vk € [0, n], a, = o Soient P,Q € K[X]. Alors on dit que P divise Q il existe un polyn()me Re [K[X]
2. ® Evident. telque: PR=Q. OnnoteraP|Q.
P(0) o
Supposons que P = 0, alors pour tout k € [0, n], kf ) =a- 0= a.
L'équivalence est donc démontrée. ) ’
n n
® Supposons qu'il existe par ailleurs by, ..., b, e Rtelsque: P=Y b X =Y a.XF Exemple 20
n n k=0 k=0 ® X-1|X*-lcarX?-1=X-1)(X+1).
Alors: 0= kgbO.X" = k;](bk - a,)X*, donc d’apres ce qui précede 0 = b, — a;, pour ® Tous les polynomes divisent 0.
tout k € [0, n]). C'est terminé. ® YPeK[X], O0|P <= P=0.
q
® NotonsdeplusQ= ) b X* € K[X], on suppose par exemple que g = n sans perte de p’
k=0
généralité. Alors :
n n q
P=Q = ) a,X*=Y bX+ Y bX* > unicité des
k=0 k=0 k=n+1 .
coefficients
< Vke[0,n], a.=b, Vke[n+1,q], b.=0

< Vke[0,n], a.=b,, et degQ=n=degP.
Exemple21 Montrerque: VneN, X?|[(X+1)"-nX-1.
Exemple 19 e

® 1+X+X?#X+X?:ils ont méme degré, mais 1 coefficient est différent,
® 1+X+X?*=cos(0)+X+X?:ils ont méme degré et mémes coefficients.

n RACINES

On se préoccupe a présent des points d’annulation d'un polynome.

1. Premier point : on voit trés clairement quel est leur nombre pour des petits de-
grés; une fonction affine (un polynéme de degré un) s'annule en un point, un
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m Généralités

Définition 7| Racine
Soient P € K[X] et A € K. On dit que A est une racine de P si:

P(A) =0.
Lorsque K = C : on parle de racine réelle si on a de plus A € R.

Exemple 22

® 1 estune racine de X? — 1, est une racine de X* + 1,

® ( (polynéme nul) a une infinité de racines, 5 (polynéme constant égal a 5) n'a
pas de racine.

® j=e estracinede X2 +X +1:

4

Proposition 10 | Degré impair et existence d’une racine réelle
Soit P € K[X] un polynome de degré impair. Alors P possede une racine réelle.
Attention

Cette propriété est tres classique : il faut bien en connaitre la démonstration. Il
n'y a en revanche pas nécessairement unicité.

Preuve  (Point clef — théoréme des valeurs intermédiaires)
Appliquons le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction :
X €R— P(x) = ayp, X7 + - + ay,
avec ay, ..., dy,, € K les coefficients de P, et supposons par exemple que a,,,,, > 0 —sinon
on applique le méme raisonnement a —P. Alors :
® P est une fonction continue, et
® FEn mettant le terme de plus haut degré en facteur :)}iinooP(x) = )}igloo(aZp+lx2p+l) - oo et
Jlim_P(x) = x&@w(a2p+1x2”+l) = —00 puisque ay,, > 0.
Donc dapres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe A € R tel queP(A) = 0. Autrement
dit, P possede une racine réelle.

m Racines & Factorisation

Passons maintenant a la propriété de factorisation constatée plus haut sur des
exemples.

Proposition 11| Caractérisation par factorisation
Soient P € K[X] et A € K. Alors :

AestracinedeP < AQeK[X], (X-A)xQ=P ((:» X—)\IP).

Note ‘ Le polynéme Q est alors de degré degQ = degP — 1.

Preuve
Immeédiat, évaluer I'identité en A.

n
Soit A une racine de P et notons P = _ a, X" avec a,, € K pour tout k € [0, n], ona
k=0
P(X)=P(X)-0=P(X)—P(A). Déslors:

P(X)=P(X)-P(A) = i a, (X*-AF)
i 1 k=0 > téléscopage (*)
— Z (X— )\) Z Xi)\k—i—l
k=0

i=0

(XN 3 Y XA = (X-A)Q.

k=0 i=0
=Q
k-1
Justifions la formule (*), c'est-a-dire montrons que: (X —A) Y X'A*¥"! = X¥ — A¥ pour

i=0
tout k € [0, n]. En effet, on a en développant le facteur :

k-1 k-1 k-1
X—-A Xi/\k—i—l — Xi+1)\k—i—1 _ Xi)\k—i
( ) i;) ;) ;) changement d'indice j = i+ 1 dans la
premiere somme

k k-1
- ZXj)\k—j _ in)\k—i
Jj=1 i=0 \> renommage

I}
DM~

X

k-1
XiAk_i _ XiAk_i
5

I
El

Q téléscopage
— Ak,

Exemple 23 Notons P =X® - 2X + 1.
1. Justifier qu'il existe Q € R[X] tel que (X -1)Q =P.

4

2. Trouver un tel polyndme Q par le calcul.
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Corollaire 2 | Caractérisation par factorisations
Soient P e K[X] etA,...,A, € K. Alors:

Ay, ..., A, sont racines distinctes de P

— 3FQeK[X], lﬁ(x—)\i) xQ=P (c»f[(x—)\,-)lp.
i=1

i=1

Preuve Parrécurrence sur n, le nombre de racines.

Initialisation.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que la propriété soit vraie pour n racines (n = 1). Soit
maintenant P admettant n + 1 racines notées A, ---,A,,, A, . En utilisant une propriété pré-

cédente, on peut écrire P = (X—A,,,;)Q avec Q € K[X]. En évaluant en A; pour tout i € [1, n],
on déduit :

P(A)=0=(A;— A1) Q(Ay),
or A; —A,,,; # 0 car les racines sont supposées distinctes, donc :

Sin =1, c'est le théoréme précédent.

Q(A;) = 0. Par hypothese

n
de récurrence, on peut alors écrire Q = (]_[(X - }\,-)) R avec R € K[X], etdonc:
i=1

n+1

P=(X-2,1)Q=(X-Au) x [[(X=A) xR=[](X-A;) xR.
i=1 i=1
La propriété est donc héréditaire, on déduit donc le résultat par principe de récurrence.

Ce corollaire nous permettra d’établir bientdt un résultat crucial : tout polynéme
possede au plus 7 racines distinctes.

Exemple 24 Notons P = X3 +2X? + 2X + 1.
1. Justifier qu’il existe Q € R[X] tel que (X +1)(X—j)Q =P.
4
)

2. Trouver un tel polynéme Q par le calcul.

IEE muttiplicite

Dans la Proposition 11, rien ne nous dit que A n'est pas encore racine de Q, c’est-
a-dire Q n'est pas encore lui-méme de la forme (X — A)Q avec Q € K[X], auquel cas
on aurait P = (X — A)2Q. Pour quantifier la puissance maximale apparaissant dans
I'exposant de X — A, on introduit la notion de multiplicité.

— Définition/Proposition 1| Multiplicité q—
Soient P € K[X], P # Ok x;, et A € K. On dit que A est une racine d'ordre k (ou de
multiplicité k) de P si'une des propositions ci-dessous est vérifiée :

X-MFIP et X-AN)F1yp,
— 3IQeK[X], (X-M*Q=P et Q(A)#0.
Autrement dit, 'ordre d'une racine est la plus grande puissance k telle que P soit
factorisable par (X — A)* dans K[X].
® Sila multiplicité de A est 1,2,3, on parle de racine simple, double, triple.

® On dit qu'une racine est multiple si elle est de multiplicité au moins 2.

Remarque 7 (La multiplicité existe toujours)

® Comme A est une racine de P, E = {n e N| (X — A)"|P} est non vide, puisque
1 € E. D’autre part, E est majoré par le degré de P. Donc cet ensemble E c N
admet bien un plus grand élément qui est notre multiplicité.

® Pourquoi supposer P non nul? Etant donné que (X — A)¥ divise P pour tout
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Définition/Proposition 2 | Multiplicité « au moins k »

k, toutes les racines de 0 seraient de multiplicité «infinie ». Plus précisément,
I’ensemble E précédent ne serait alors pas majoré.
On convient que sil'ordre est 0, A n'est pas une racine de P.

Preuve  Montrons I'équivalence des deux propositions.
Supposons que: 3Q e K[X], (X-A)*Q=Pavec Q(A) #0.Alors (X—A)*|P.
Supposons par 'absurde que (X — A)**! | P, alors il existe Q € K[X] tel que (X —A)**'Q = P.
Alors :

X-NF((X-2)Q)=P=X-N*Q = [X-N*](X-1)Q-Q)=0.
C’est une équation-produit dans K[X], donc (X—A)* =0 ou (X—-A)Q-Q=0.0r,X—A £0,
donc: (X-A)Q=Q et Q(A)=0— contradiction.
Notons Q € K[X], (X—A)*Q =P, montrons que Q(A) # 0. Si par 'absurde on avait
Q(A) = 0, alors il existerait Q € K[X] tel que Q = (X —A)Q, donc (X—A)*Q = (X-A)*'Q =P
— contradiction.

Soient P € K[X], P # Oxx}, et A € K. On dit que A est une racine de multiplicité
au moins k de P si elle est de multiplicité ¢ > k, i.e. si 'une des propositions
ci-dessous est vérifiée :

X-M*|P = 3QeK[X], X-NfQ=P.

Exemple 25

Si P = X*(X —1) : alors 2 est racine de multiplicité 2, car X* |[Pet Q = X — 1
vérifie Q(0) # 0.

Déterminer les racines de P = (X — 1)*(X + 1)?(X? + 1) € R[X] et leur multipli-
cité.

7

Corollaire 3 | Caractérisation par factorisations et racines multiples
Soient P € K[X], P # Oy x;, €t Ay, ..., A, € K. Alors :

Vie[l, r], A; estracine de multiplicité m; de P

— IQeK[X],

lEI(X—A,-)””] xQ=P ( = ]L[(X—)\i)’"i |P|.

i=1 i=1

Ce corollaire est le parfait analogue pour les racines multiples de la version «racines »
simples déja vue (Corollaire 2).

Preuve  Parrécurrence sur r, le nombre de racines.

Initialisation. Si r = 1, c’est la proposition précédente.

Hérédité. Supposons que la propriété soit vraie pour rracines (r = 1). Soit Padmettant r+1

racines A, -+, A, A,,; de multiplicités m,, m,, ..., m,,m,,.

® En utilisant une propriété précédente, on peut écrire P = (X—-A,, ;)" Q, avec Q, € K[X]
tel que Q;(A,,,) #0.

® Pour pouvoir appliquer 'hypothese de récurrence a Q,, il s'agit a présent de montrer que :
Ay, ..., A, sont racines de multiplicités m,, ..., m,.
Soitdonc i € [1, r] et notons y; la multiplicité (éventuellement nulle) de A; en tant que
racine de Q,, c'est-a-dire Q, = (X — A;)*Q, avec Q, € K[X] tel que Q,(A;) # 0. Alors :

P=(X-2A,1)"Qp = (X=Apy)" (X = A)MQp = (X =AM [(X—A,)"r+1Q,].
—_—
:=Q3

Alors Q4(A;) # 0 puisque les racines sont distinctes et Q,(A;) # 0 par hypothése, donc
U; est finalement la multiplicité de A; en tant que racine de P donc p; = m;, on a bien
montré que A; est racine de Q, de multiplicité m;, pour tout i € [1, r].

Par hypotheése de récurrence appliquée a Q,, on peut alors écrire Q, = (H(X— )\,-)’”i) xR
i=1
avec R € K[X], etdonc:
r r+1
P=(X=-A )" Q= (X=Apyy)"rt x (H(X - )\i)mi) xR= (H(X - )\i)m,') xR.
i=1

i=1
La propriété est donc héréditaire, on déduit donc le résultat par principe de récurrence.

Nous allons constater que, quand un polynéme est factorisé, on peut lire directe-
ment les racines ainsi que leur multiplicité.

— Proposition 12 | Lire les multiplicités sur une forme factorisée
r
Soient P e K[X], P # 0k[x) telque: P(X)=a[](X-A;)", otta=dom(P) €K,
i=1
A; € K (avec r € N*) supposés deux a deux distincts, m; € N* pour tout i € [1, r].
Alors :
® lesracinesde PsontA,...,A,, et:

® pourtout[1l, r], A;estde multiplicité m;.

Preuve  En résolvant P(x) = 0 pour tout x € K, il est évident que les racines sont bien
A1, .., A Soit i € [1, r], montrons que A; est de multiplicité m;.

4
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Exemple 26 On retrouve alors le résultat de 'exemple précédent.

® Pour P = X?(X —1), alors 0 est racine double, 1 est racine simple.

® PourP=(X-1)*X+1)*X*+1) = (X-1)*X+1)*(X-1)(X+i) € R[X], alors
1 est racine de multiplicité 4, -1 de multiplicité 2, i de multiplicité 1 et —i de
multiplicité 1.

Exemple 27 Analyser les racines de aX? + bX + ¢ € R[X], et leur multiplicité.

4

LIEN AVEC LE POLYNOME DERIVE. Sil'on considére P = X2, on voit que 0 est une
racine de multiplicité 2. Alors :

P(0)=P'(0)=0, alorsque P"(0)=2#0.
Ce fait s’étend a n'importe quel polyndéme et caractérise méme les racines mul-
tiples.

Proposition 13 | Caractérisation des racines multiples
Soient P € K[X], P # Ok [xj, et A € K. Alorsona:

A est une racine multiple de P < P(A) =P'(A) =0.

Preuve

4

Exemple 28
® SiP=X"-3X5+2X*-X3, alors 0 est une racine multiple de P.
o [Méthode 1 :la plus rapide]

4

o [Méthode 2]

La méthode 1 ne peut pas toujours étre employée; mettre une
Note | puissance deX en facteur est facile, mais une puissance deX — A\ l'est
moins. Le critére avec la dérivé est alors utile, voir l'exemple suivant.

® SiP=X3-3X-2,alors 1 est une racine multiple.

4
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® SiP e C[X], alors 1 est racine multiple de Q = (X - 1)(P —P(1)).

Exemple 29 Retrouverque: VneN, X?|(X+1)"—nX-1. (Celaavaitdéja été
établi en utilisant la formule du binéme)

R4

Remarque 8 (Caractérisation a I'aide du polynome dérivé [H.P]) SoientP e
K[X], P # Ok[x), et A € K. Alors on méme I'équivalence suivante :
® )\ est une racine de multiplicité au moins k € N de P
= Vvie[o,k-1], POQ)=o.
® ) est une racine de multiplicité k e N de P
— Vie[o,k-1], POA)=0et P®(A)%0.
Ce résultat n'est en revanche plus au programme.

Comptage de racines

On termine a présent le chapitre par probablement 'argument qui revient le plus
souvent dans les exercices : le comptage des racines et la comparaison au degré.

Théoréme 1| Comptage de racines
Soit P € K[X].
® Si P est non nul, alors P posséde au plus degP racines comptées avec multi-
plicité.
® En contraposant: si P possede plus de racines comptées avec multiplicité que
son degré, alors il est nul.

Remarque 9

® «Compter avec multiplicité » signifie par exemple que si 0 est racine double,
on le comptera deux fois dans le listing des racines. Exemple : le polynéme
X*(X - 1)? posséde 6 racines comptées avec multiplicité (cardinal de I'en-
semble {0,0,0,0,1,1}).

® On peut utiliser le théoreme précédent pour prouver simplement qu'une
fonction donnée n’est pas polynomiale, par exemple la fonction cos n’est pas
polynomiale : en effet, si elle I'était elle serait nulle car elle s’annule une in-
finité de fois, ce qui n'est pas le cas. Largument reste bien sir valable pour
sin, tan efc..

Preuve Montrons le premier point, le second s'en déduit comme indiqué par contraposée.
Notons A4, ..., A, lesracinesdeP, r = 1, et m,, ..., m, les multiplicités associées. Alors d’apres
le Corollaire 3, comme P est non nul, on déduit :

IQ e K[X], ﬁ(x- A)™ | xQ=P.
i=1

r
En passant au degré, on obtient: Y m; + degQ = degP. Or degQ # —oo puisque Q # 0

i=1

r r
comme P # 0. Donc degQ = degP—) m; =0, doulontire: degP= ) m;.Lerésultat est
i=1 i=1

B
alors prouvé car le nombre de racines comptées avec multiplicité est exactement )  m;.
i=1

On peut donc retenir ce résultat de la maniere suivante :

Si P possede strictement plus de racines
que son degré, alors c’est le polynome nul.

Exemple 30 Soient a, b, c¢ trois réels distincts. Soit P € R,[X] tel que P(a) =
P(b) =P(c) =0. Que dire de P?

R4
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On peut aussi remplacer 0 par n'importe quelle constante.

| 4 Exemple 31 Soit n = 0 un entier, C e RetP e R, [X] tel que:
Vke[0,n], P(k)=C. Montrerque: P=C.

4

Exemple 32 Soient a, b, c trois réels distincts. Soient P et Q deux polynémes de

R,[X] telsque: P(a)=Q(a), P(b)=Q(b) et P(c)=0Q(c).
Montrerque: P=Q.
7

La méthode utilisée dans cet exemple est a retenir : pour montrer que
deux polynémesP et Q sont égaux, on peut montrer que le polynéme
P —Q est le polynéme nul en montrant que P — Q a plus de racines que
son degré.

Note

Le Théoreme 1 mene également au constat suivant :

Si P possede une infinité de racines, alors c’est le polynéme nul.

Exemple 33 La fonction f définie sur R par f(x) = cos(x) est-elle polynomiale?

P4

Exemple 34 Que dire d'un polyndéme P vérifiant P (e*) = 0 pour tout x € R?

Exemple 35 Soient P,Q € K[X]. A-t-on P = Q dans les cas suivants?

1. VxeR, P(x)=Q(x)? LepolynémeP—Q possede alors tous les réels comme
racines, donc en possede une infinité et a fortiori plus que son degré. Donc P —
Q=0etP=Q. Le polynémeP — Q possede alors tous les réels comme racines,
donc en posséde une infinité et a fortiori plus que son degré. DoncP—-Q =0 et
P=Q.

2. Vx€la,b[, a<b, P(x)=Q(x)?Ladifférence b — a est-elle importante?
Le polynéme P — Q possede alors tous éléments de |a, b[ comme racines, donc
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en possede une infinité et a fortiori plus que son degré. DoncP—Q =0 etP = Q.
La différence b — a (i.e. la longueur de lintervalle) nest pas importante étant
donné que |a, b[ est toujours un ensemble infini. Le polynéme P — Q possede
alors tous éléments de |a, b[ comme racines, donc en possede une infinité et a
fortiori plus que son degré. DoncP—Q =0 etP = Q. La différence b — a (i.e. la
longueur de lintervalle) nest pas importante étant donné que |a, b| est tou-
jours un ensemble infini.

Résumons les précédentes méthodes.

(Montrer qu'un polynéme estnul) Pour montrer qu’'un po-
lyndéme est nul, on peut au choix :
1. montrer que tous ses coefficients sont nuls,
2. montrer qu’il admet plus de racines que son degré (en particulier s'il en ad-
met une infinité).
Le plus souvent, on utilise 2 pour en déduire la nullité de tous les coefficients.

(Montrer que deux polynémes sont égaux) Pour montrer
que deux polynémes sont égaux, on peut au choix :
1. montrer que leurs coefficients sont identiques,
2. montrer que la différence admet plus de racines que son degré (en particulier
si elle en admet une infinité).

FACTORISATION

Nous avons vu que chercher des racines pouvait nous aider a factoriser un poly-
nome. Nous allons d’abord un résultat général qui nous dit que tout polyndéme s’écrit
sous une forme factorisée dans C[X] par des polyndmes de degré 1. Ce résultat
sera admis, la plupart des démonstrations dépassent largement les programmes de
CPGE.

m Généralités & Méthode

Théoréme 2 | D’ALEMBERT-GAUR
Tout polynome P non constant de K[X] s’écrit sous la forme :

n
P=dom(P) x [[(X-A;),
i=1
avec: n=degP et Aj,...,A, € ClesracinesdeP comptées avec multiplicité.

Remarque 10

® [l n'y a aucune raison que les racines soient réelles, on a seulement
«Aq, ..., A, € C » dans le résultat, pensez a P = X? + 1.

® Le Théoreme 2 a donc pour conséquence que tout polyndme possede une
racine complexe. On appelle aussi parfois ce théoreme le théoreme fonda-
mental de I'algebre (bien que la plupart de ses preuves soient analytiques).

® Ce théoreme a été énoncé pour la premiere fois sous cette forme par Jean Le
Rond D’ALEMBERT en 1746, Albert GIRARD en avait eu la premieére intuition en
1629 mais ne disposait pas des nombres complexes. Il a fallu attendre le 19e
siecle pour voir apparaitre des preuves compléetes, d’abord par Jean Robert
ARGAND en 1814, puis par GAUR en 1815, 1816 et 1849.

® Cerésultat est non constructif, il nous assure de I'existence d’'une racine mais
ne nous donne pas de moyen de la trouver. On connait des méthodes pour les
polynémes de degré 1, 2, 3 (méthode de CARDAN) et 4 (méthode de FERRARTI)
et Niels ABEL a prouvé qu’il n’existait pas de méthode générale pour les degrés
supérieurs ou égaux a 5.

Lenjeu pour factoriser un polynéme est donc de savoir trouver ses racines com-
plexes.

(Factoriser un polynéme sous la forme « P = dom(P) x

n
[TX=A;)») Soit P e K[X].
i=1
® Pour factoriser P en un produit de polynomes de degré 1 dans le cas ou1 toutes

les racines ne sont pas facilement calculables d'un coup (voirX*—2X3 —16X2+
2X + 15 ci-dessous), on :
1. cherche une racine A € K.
2. On écrit P sous la forme (X — A) x Q = P avec Q € K[X] que I'on calcule.
3. On recommence le processus avec Q.
Enrésumé: celarevient a chercher les racines de P par factorisations suc-
cessives.

® Pour factoriser P en un produit de polynomes de degré 1 dans le cas ou toutes
les racines sont facilement accessibles (voirX* + 1 ci-dessous), on commence
par calculer les racines puis on conclut.

Exemple 36  Factoriser P = X* — X3 — 7X? + 11X + 12. On pourra commencer par
chercher uneracine évidente, et on vérifiera a chaque fois si une racine est multiple

ou non.

4
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Exemple 37 Factoriser
1. P=X?-2Xcos0+ 1 avec 0 €]0, n[ sur C[X].

P4

2. Q=X*+1dansC[X].

3. Dansl’exemple précédent, retrouver les faits suivants a l'aide de résultats sur
les polyndmes.
® (Q admet au plus 4 racines.

R4

® (Q admet que des racines simples.
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Remarque 11 Dans l'exemple précédent, on peut aussi obtenir uniquement des
facteurs dans R[X] en regroupant une racine et son conjugué :

[ =
= (X? - 2X cos (1/4) + 1)(X* - 2X cos (371/4) +1)

=|(x? - Vax+1) (x2+ v2x +1).

Cette derniere étape n’étant pas explicitement au programme, 'exercice vous
guidera sur ce point en cas de besoin.

m Applications : relations coefficients/racines

Les relations coefficients/racines relient, comme leur nom I'indique, les coefficients
d’un polynéme aux racines.

Proposition 14 | Relations coefficients/racines pour 'ordre 2
Soit P = aX? + bX + ¢ € K[X], avec a € K*, b, ¢ € K. Notons x;, X, les deux racines
b

c
de P. Alors : X1X9 = —.
a

xl +x2 = _E,

Preuve
® [Premieére méthode : sans utiliser Pexpression des racines.]  Par définition d’une ra-
cine, nous avonsP = a(X — x,)(X — x,). En développant, on obtient :

P=a(X®— (%, + X)X + X, X,).
Par identification des coefficients, on obtient immédiatement :
a(x; +x,)=b,
ce qui en divisant par a donne les relations de I'énoncé.
® [Seconde méthode: en utilisant 'expression des racines]

ax,x, =c,

Notons 8 une racine carrée
-b+3d

2a

complexe de A = b* — 4ac. Alors d’aprés le cours sur les complexes, x; =
-b-9%
———. On obtient alors :

2a

_ b+ +(-b-f) _-b

x1+x2— 2a
~b+8 -b-8 _b* -8 _b’-(b’-4ac) _c¢

2a 2a 4a? 4a? a’

y Xop =

’

XXy =

Une conséquence de la preuve du théoréme précédent est le corollaire qui suit, qui
est en quelque sorte une réciproque des relations coefficients/racines : sil'on se fixe
s, p € K alorsil est possible de trouver un polynéme dont les racines ont pour somme
s et produit p. Cela permet de résoudre sans disjonction de cas (c’est-a-dire sans
substitution) le systéme non-linéaire de somme/produit fixés.

vE

— Corollaire 4 | Systeme de somme et produit fixés
Soient s, p € K. Alors :

X +Xx, =$§ .
177 7" <« x,x, sontlesracinesde X?-sX+p.
X1X2 =P
. X+ X3 . 2
Les solutions de XX, =p sont donc exactement les racines de X — sX + p.
142 =

Preuve
Déja montré : conséquence des relations coefficients/racines (avec a = 1).
X +x, =5,

= | Supposons que
pposons q { Y = p.

P =X?—(x, +x,)X+ X, X, = (X—x,;)(X - x,), autrement dit x,, x, sont les deux racines de P.

Alors notons P = X* — sX + p. On a par hypothése

Méthode (ALG) 115 (Systéme a somme et produit fixés) Pour résoudre le sys-
teme :
xl aF xz =S q
, on peutau choix:
X1X2 =P
® chercher les racines de X* — sX + p,
® ou (aéviter au maximum) résoudre par substitution en traitant le cas x, =

0,etx; = E.
X2

Exemple 38
xX+y =
xy = -1
du systeme si, et seulement si, x, y sont les racines deX* —1X+(-1) = X*-X-1.
Le discriminantest A=1+4 =5. Donc:
1+4/5
==

1+5 1-1/5 1-1/5
X = V= ou x =

® Résoudre le systeme { sans substitution. (x,y) sont solutions

’

2 2 2
< N xX+y N
® Résoudre le systeme Xy = -1 avec substitution.
7
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PEUT-ON GENERALISER? Existe-t-il des relations pour d’autres degrés? La ré-
ponse est oui, mais vous n'avez pas a les connaitre.

® Dansle TD, nous établirons les mémes relations mais pour le degré trois, mais en
utilisant la premiere méthode car nous ne connaissons pas d’expression explicite
des racines méme si de telles formules existent, dues a CARDAN.

® Il est complétement illusoire d’espérer calculer, de maniere générale, les racines
d’un polynéme a I'aide des relations coefficients/racines : pour le degré n € N*,
nous avons un systeme de n équations, mais absolument pas linéaire.

(Résoudre une équation polynomiale) Pour trouver tous
les polynomes vérifiant une certaine condition, on :
® commence par passer au degré afin de trouver des conditions sur celui-ci.
® Dansun second temps, on essaie de trouver une condition sur les coefficients
n
de P en injectant 'expression « ) a, X* » dans le probleme pour le 7 trouvé

k=0
a la premiere étape.

(Montrer qu'un polynéme est nul) Pour montrer qu’'un po-
lynéme est nul, on peut au choix :
1. montrer que tous ses coefficients sont nuls,
2. montrer qu’il admet plus de racines que son degré (en particulier s'il en ad-
met une infinité).
Le plus souvent, on utilise 2 pour en déduire la nullité de tous les coefficients.

(Montrer que deux polynémes sont égaux) Pour montrer
que deux polynomes sont égaux, on peut au choix:
1. montrer que leurs coefficients sont identiques,
2. montrer que la différence admet plus de racines que son degré (en particulier
si elle en admet une infinité).

(Factoriser un polynéme sous la forme « P = dom(P) x

n
[TX=A;)») Soit P e K[X].
i=1
® Pour factoriser P en un produit de polyndmes de degré 1 dans le cas ot toutes

les racines ne sont pas facilement calculables d'un coup (voirX*—2X3—16X2+
2X + 15 ci-dessous), on :
1. cherche une racine A € K.
2. On écrit P sous la forme (X — A) x Q = P avec Q € K[X] que I'on calcule.
3. On recommence le processus avec Q.
Enrésumé: celarevient a chercher les racines de P par factorisations suc-
cessives.

® Pour factoriser P en un produit de polynomes de degré 1 dans le cas ou toutes
les racines sont facilement accessibles (voirX* + 1 ci-dessous), on commence
par calculer les racines puis on conclut.
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Méthode (ALG) 11.5  (Systéeme a somme et produit fixés) Pour résoudre le sys-
teme :

{ X;+XxX, =S

X1Xp =P

® chercher les racines de X? — sX + p,

® ou (aéviter au maximum) résoudre par substitution en traitant le cas x, =

0,etx;, = E.

X2

, on peutau choix:

QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO

Question

Citer le théoréme de
D’ALEMBERT-GAUR

Réponse
Tout polynéme P non constant de
K[X] s'écrit sous la forme :
n
P =dom(P) x [ [(X-A;) Tout

i=1
polynéme P non constant de K [X]
s'écrit sous la forme :

n

P = dom(P) x H(X— A;)

Commentaire

On peut aussi lui
préférer la
conclusion
suivante : «...
posseéde une racine
complexe »

Qu’appelle-t-on ordre de
multiplicité d'une racine d’'un
polyndme non nul?

Le m € N maximal tel que
(X=A)"| P mais(X—A)"*' { P Le
m € N maximal tel que (X—A)" | P
mais (X —A)"* 4P

Ici on attend la
définition, ne pas
confondre avec la
caractérisation a
laide du
polynéme dérivé

Pour n e N, et k € N, que vaut
la dérivée k-iéme du
polynome X" ?

XM =p(n-1)...(n -k +1)X"*
sik<netOsik>n
XM =pn-1)...(n-k+1)X"*
sik<netOsik>n

Ne pas oublier le
cas particulier

Qu’appelle-t-on racine d'un
polyndéme?

un A €K (doncR ouC) tel que
P(A)=0unA eK (doncR ouC) tel
queP(A) =0
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Savoir manipuler la notion de degré (définition, opérations) .................... O
2. En particulier, savoir calculer un monéme dominant afin de trouver le degré . ... [
3. Savoir manipuler la notion de dérivation de polynéme ......................... (I
4. Connaitre la notion de racine (simple et multiple) ...............ccoiiiiiin... O
5. Savoir compter des racines et comparerau degré ..ot O
6. Savoir factoriser un polyndme dans C[X] .........oiuiiiiiii ... O

Signalétique du TD

® Lelogo @ désigne les exercices a regarder a la maison, avant le prochain TD (passage
au tableau possible).

® Lelogo @ désigne les exercices un peu plus difficiles; a aborder une fois le reste du
TD bien maitrisé.

Cahier de calculs

Fiche(s) a travailler : 24

Exercice 1 | Vrai ou Faux?

1. Pour tout P € R[X], deg(—P) = degP.

2. Pourtous P,Q € R[X], deg(P — Q) < degP — degQ.

3. Un polyndme constant est de degré nul.

4. Le polyndome X — 2 divise P = X® — 3X* — 2X3 + 3X? + 7X + 6.

5. Si z € C est une racine de multiplicité n d’'un polynéme P, alors P (z) = 0.

Solution (exercice 1)

1. VRAI: puisque deg(AP) = deg(P) dés que A # 0.

2. Faux:prendre par exemple Q =X etP =1.

3. Faux : puisque si le polynome est constant égal a zéro, alors il est de degré
—0Q.

4. VRal:carP(2)=0.

5. Faux : 0 est racine de multiplicité 2 de X* et (X*)" (0) =2 # 0.

m Opérations sur les polynomes, Simplifications

Exercice2 | OnposeP=X?>+3X,Q=X?>+X+1,$=X>-1.

1. Calculer P?,P-Q et P> — Q2.
2. Calculer P(X +1).
3. Calculer Seo f avec f : t — cos(t).

Solution (exercice 2)

1. Les calculs donnent P? = X* +6X3 +9X?, P-Q =2X -1, P> - Q? = 4X® + 6X> —
2X—1.

2. Onobtient P(X +1) = X? +5X + 4.

3. Sof:t— —sin®(t).

Exercice3 | @

P " [n
1. Ecrire le polynome ci-apres sans symbole somme: R =) (k)3k(1 —X)3n-2kxk,
k=0
2. En déduire son degré et coefficient dominant.

Solution (exercice 3)

1. R= i (n)3k(1 _X)Bn—Zka i (n)(3X)k(1 _X)3n—3k+k
k=0 k k=0 k

= i (Z)(3X(1—X))k((1—X)3)"‘k
k=0

>bin6me

=(BX(1-X)+(1-X)*)"=(1-X)"(3X + (1 -X)?)"
=1(1-X)"(x®+X+1)"]

2. On déduit alors par somme de degrés que degR = n +2n =3n, et:

domR = dom ((1-X)") x dom((X? +X+1)") = (-1)" x L =[(-1)"].

m Degré et coefficients

Exercice 4 | ® Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynomes
suivants oll n désigne un entier strictement positif et P un polynéme de degré n et
de coefficient dominant a,, # 0.

1. (xX*+1)° 2. P’-P+1

Solution (exercice 4)
1. Ona: (X*+1)® =P(Q) avec P = X3 et Q = X* + 1. Ainsi par propriété sur le
degré d’'une composée de polyndmes, on obtient que deg (X* +1)3 = 12. De
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plus, en développant avec le binbme de NEwTON, on obtient que le coeffi-
cient dominant est 1.

2. Par propriété sur le degré d’'une composée, on sait que degP? = 2n et par
propriété sur le degré d'une somme, on a : deg(P+1) < n. Comme 2n # n
car n € N*, par propriété sur le degré d’'une somme de polynomes de degré

différents, on obtient que : ‘deg(P2 +P+1)= Zn‘. Et si a,, est le coefficient

dominant de P, alors |a? est le coefficient dominant de P? + P + 1| car a2 est

le coefficient dominant de P?.

Exercice 5 | @ Soit P € K[X]. Exprimer le degré de A(P) = P(X + 1) — P(X) en
fonction de celui de P. On pourra commencer par traiter le casP = 0.

Solution (exercice 5)
® Si P est nul, alors deg(A(P)) = —oo car Q est alors nul aussi.
n
® SiP+0,alors écrivons P = ) a.X* avec ay, ...,a, € K et a, # 0 de sorte que

k=0
n = degP. On obtient :

A(P) = i ap(X+1)* - i a. Xk
k k=0

I
(=)

Il Il Il
M= ilM= iM=
Q Q Q
td = =
M”‘ <L =
—_— OMw T
S ES A
~N
S |
L
>i N—r
N ——

T T
(=) (=}

Tl
— O
~
I
o

Il

N
Il ]
[=}
o
T
NM&
+

N ek
i
~N X

Ona:

n k
b, = a, =na,.
n-1 Z n-1 k n
o Si P non constant, alors na,, # 0, donc degA(P) =n—1.
o Si P est constant, on voit directement dans I'expression initiale que A(P) =

0 donc de degré —oo.
En conclusion :

degA(P) = {

degP -1

—00 sinon.

si degP =1,

Exercice 6 | Danslesdeuxcassuivants, déterminer tous les polynomes P vérifiant

les conditions indiquées

1. @ deg(P) =3 etP(1) =4, P(-1) =0, P(-2) = -5, P(2) = 15.
2. deg(P) <2etP?=X*+2X®—-3X* - 4X +4.

Solution (exercice 6)
1. NotonsP = aX®+bX?+cX+daveca #0,a, b, c,d € R. Les conditions ménent

a:
a+ b+ c+d=4
—-a+ b— ¢c+d=0
—-8a+4b—-2c+d=-5

8a+4b+2c+d=15.
On souhaite ensuite résoudre ce systeme, par exemple a 'aide de matrices

augmentées.
111 1|4 L Lin, 11 1 1| 4
-11-11|0 Ly—Lot8xL, 02 0 2| 4 L1,
-84 -2 1|-5 La—Laz8xly 012 6 9|27 ~
8 4 2 1|15 0 -4 -6 —7|-17
1 1 1 1] 4\ per1x, 101 02
001 0 1| 2 | p 12, 01 0 1]2 Ly—dLs
012 6 9|27 | Li-LyrdxL, 00 6 -3|3
0 -4 -6 —7|-17 00 —6 —3|-9
10 1 0|2\ pp1e, 100 123
010 1|2 010 1 |2 Li—yLs
00 1 —1/2(12| La—latbxls 001 -2]1/2 -
00 -6 -3|[-9 000 -6 |-6
100 123 L LytfoxL 10001
010 1 |2 Ly—Lp—1xL, 0100/1
001 —1/2|1)2 Ly—Lg+lzxLy 00101
000 1 |1 00011

Lunique solution est donc (a, b, ¢,d) = (1,1,1,1), et P = X3 + X2 + X + 1].
2. Comme degP < 2, on cherche P sous la forme : P = aX? + bX + c. Les calculs
donnent : P? = a?X* + 2abX® + (b? + 2ac)X? + 2bcX + ¢%. Puis par unicité des
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coefficients d'un polyndéme, on doit résoudre le systéme suivant :
2

a“ =1
ab =1
b?>+2ac =-3
bc =-2
¢z =4

Comme a®> =1,0ona:a=-1oua =1.De méme comme c?=4,0ona:c=-2

ou ¢ = 2. Etudions les 4 possibilités que 'on a :

® sia=1letc=2:commeab =1,ona:b=1.Maiscomme bc=-2,b=-1:
impossible.

® sia=-letc=-2:commeab=1,ona:b=-1. Mais comme bc = -2,
b =1 :impossible.

® sia=1letc=-2:commeab=1,ona:b=1etainsi bc =-2. Etona
aussi alors b? +2ac = 3.

® sia=-letc=2:b=—1vérifiebienab=1, bc = -2 et b®> +2ac = -3.

Ainsi il y a deux solutions quisont: [P = -X> - X +2etP=X?+X —2|.

m Racines & Factorisation

Exercice 7 | ® Déterminer pour chaque exemple si Q est factorisable par P
(c’est-a-dire si P | Q).

1. P=X-1etQ=X?-2X?+3X-2, et déterminer le cas échéant un polynéme R tel
que Q =PR.

2. P=X-2etQ=X"*-3X?+X+1, et déterminer le cas échéant un polynéme R tel
que Q =PR.

Solution (exercice 7) On commence par vérifier si les racines du diviseur
testé sont bien des racines du polynéme P.

1. Q(1)=1-2+3-2=0,donc 1 est racine de P, et On cherche R

sous la forme R = X? + aX + b avec a, b € R, donc tel que:
X3 -2X2+3X-2=(X-1)(X?+aX+Db),

donc en développant :
X3-2X2+3X-2=X3+X?(a-1)+X(b-a)-b,

on peut ensuite identifier coefficient par coefficient.
—-2=a-1, 3=b-a, -b=-2<b=2, a=-1.

Donc|R=X%?-X+2.

2. Q(2)=2"-3.8+2+1=-8+3=5%0, donc|P ne divise pas Q.|

Exercice 8 | SoitPle polynome défini par: P =X%+4X?>+X—6.

;P WN S

Montrer que 1 est racine de P.

. Déterminer le polynéme Q tel que P(X) = (X - 1)Q(X).
. Déterminer les racines de P. Factoriser P dans R[X].
. Soit Sle polynome défini par S(X) = X®+4X*+X?-6. Déterminer les racines réelles

deS.

Solution (exercice 8)
1. 1l suffit de montrer que P(1) est égal a 0, sachant que :
P(1)=1+4+1-6
=0,
donc 1 est bien racine de P.
2. On peut par exemple effectuer la division euclidienne de P par X — 1 : on
trouve que P(X) = (X - 1)Q(X), o1 Q(X) = X* + 5X +6.
3. Lepolyndme Q est de degré 2, et a pour discriminant A = 5 —4 x 6 = 1. Ainsi,
Q posséde deux racines réelles qui sont :
-5-1 -5+1
n= 2 =-3 et n= 5
Doti: QX)=X+2)(X+3), et: PX)=X-1)(X+2)(X+3).Ainsi, les
racines de P sont 1, —2 et —3.
4, Puisque S(X) = P(X?), on obtient directement (en utilisant la forme factorisée
de P) que
S(X) = (X* - 1)(X* +2)(X* +3)
=(X-1)X+1)(X?+2)(X?+3).
Puisque les polynomes (X? +2) et (X* +3) n'ont pas de racine réelle, S admet
pour racines réelles 1 et —1.

Exercice 9 | Déterminer le nombre a de maniére a ce que le polynome P =
X5 — aX? — aX + 1 ait —1 comme racine au moins double.

Solution (exercice 9) Pour que —1 soit racine au moins double de P, on
doitavoir: P(—1) =0 =P’(-1). Les calculsdonnentque: P(-1) = —-1-a+a+1 =
0 donc —1 est racine au moins simple de P sans condition sur a. On a de plus :
P’ = 5X* — 2aX — a. Ainsi, on obtient : P'(-1) =0 < a = -5.

Donc: |1 racine au moins double de P si et seulement si a = —5/.

Exercice 10 | @ Soit n € N*. Factoriser dans C[X] les polynémes suivants :

1
4.

®P=XxX3+1 2. P=X%-1 3. P=X®+X*+1
®@P=X-2X%*-8 5. P=X"-1 6. ®@P=X*'+4
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P=

X5 +32 8. ®P=X*"+3X3-14X?+22X -12sachant quei +1

est racine dans C. On commencera par justifier que

1+1i estaussiracine deP.

Solution (exercice 10) On ne donne ici que des indications sur la mé-
thode et le résultat final. On rappelle que pour résoudre des équations dans C
de la forme z" = a o1 a est un complexe non nul, on cherche les solutions sous
laforme z = pe'®, p = 0,0 € [0,2n[ (voir le Chapitre (ALG) 5) pour plus de détails.

1. @

Racines complexes de P : on calcule avec la méthode habituelle les racines
. e i . ix —iz . .
troisiemes de —1 = e'™. On obtient —1, €'3, ™' 3, 3 racines simples.

I

Factorisation dans C : [P = (X + 1) (X —el %) (X —ei3 ) .

. [x _jZx v bn . .
Racines complexesde P:—1,1,¢e'3,¢e' 3,e' 3, e' 3, on a6 racines simples

pour un polynéme de degré 6.
Factorisation dans C :

P=(X-1)(X+1)[X-ef](x-e¥)(x-e¥)(x-e¥)|

Racines complexes de P : il faut remarquer que : P = Q(X*) avec Q = Y? +
Y+ 1. Les racines de Q sontj = e'3 etj? =e' 3. Ainsi, z est racine de P si
. j 2n j 4n
seulementsi Q(z*) =0 < z* =e'3 ouz? =e' 3.1l faut donc calculer les
. N j2n j 4n . jn
racines quatriemes des nombres complexes e' 3 et e' 3. On obtient : e's,
i8n j 14n i 20m . .s j2n
e'iz, e' 1z et e' 12 pour les racines quatriemes du nombre complexe e' 3
j2n in i8n jin . .s
ete's,e'6,e' 6 ete' 6 pourlesracines quatriemes du nombre complexe

€' 3. On a ainsi bien obtenu 8 racines simples distinctes.
Factorisation dans C :

‘P:(x—ei%](X—e‘%"][X—ei%"](x—ei%")(x—ei%)(X—e‘%)(x—ei%‘)(x—ei

“

ln) ‘
Racines complexes de P : il faut remarquer que: P =Q (Xz) avec Q = Y -
2Y — 8. Les racines de Q sont -2 et 4. Ainsi, z est racine de P si seulement si
Q(z%) =0 < z? = -2 ou z? = 4. Il faut donc calculer les racines carrées
des nombres —2 = 2¢'™ et 4. On obtient : —2, 2, —\/Ei et \/Ei.

Factorisationdans C:|P = (X —2) (X +2) (X — \/51) X+ \/Ei) .

2ikn

Racines complexes de P : racines n-iémes de I'unité. On obtient z = e »
avec k € [0, n—1].

n-1 ;
ikm
Factorisation dans C:|P = [] (X - eZT) .
k=0

5im

in 3in
Racines complexes de P:racines quatriéemes de -4 : \/EeT , \/EeT ,\V2er
7in . . N ,
et v/2e'"" : 4 racines simples pour un polynéme de degré 4.
Factorisation dans C:  [P=(X-v2e)(X-v2e™ (X~ v/2e™" ) (X~ 2|

7. ® Racines complexes de P : racines cinquiémes du nombre —32 = 32e'™. Les
racines sont : —2, 2e'5, 2¢l 3?“, 2ei7?", 2¢!'3 5 racines simples pour un po-
lyndéme de degré 5.

® Factorisation dans C: ‘P: (x+2)(x—2ei%) (x—zei%") (x—zei%") [x—ze‘%") i

8. ® RacinescomplexesdeP:Onsait que 1+iestracine complexe de P. Comme
P € R[X], on a donc aussi que 1 —i est racine complexe de P. Ainsi P =
X-(1+i))(X-(1-1))Q = (X* - 2X +2)Q avec Q polynome de degré 2.
En cherchant Q sous la forme Q = aX? + bX + ¢ et par identification des
coefficients d’'un polynoéme, on obtient : Q = X? + 5X — 6. Le discriminant
vaut A = 7 et les racines sont 1 et —6. Ainsi on a trouvé 4 racines pour un
polyndme de degré 4, on les a toutes.

® FactorisationdansC:P=(X-1)(X+6)(X-(1+i))(X—-(1-1)).
® Factorisation dansR:P = (X —1) (X +6)(X? —2X +2).

Exercice 11 | Soient a, b, c trois réels distincts et :
_ X-a)X-b) (X-b)X-c) (X-c)X-a)
“(c—a)(c-b) (a-b)la-c) (b-c)(b-a)
Calculer P(a),P(b) et P(c). Qu'en déduisez-vous pour P?

Solution (exercice 11) Un calcul montre que P(a) = P(b) = P(c) =1,
donc Q =P -1 vérifie Q(a) = Q(b) = Q(c) = 0. Donc Q posseéde trois racines, il
est de degré au plus 2 donc il est nul. Ainsi, P — 1 = 0 c’est-a-dire[P = 1].

Exercice 12 | SoitP € R[X] tel que P(X+1) = P(X). Montrer que P est un polynome
constant.

Solution (exercice 12) On montre facilement (par récurrence) que pour
tout n € N, P(n) = P(0). Ainsi, le polynéme Q défini par Q(X) = P(X) — P(0) pos-
sede une infinité de racines : c’est le polyndme nul. On en déduit que P(X) =
P(0), donc [P est un polyndome constant|.

Exercice 13 | ® Soitn=2,onposeP=(X+1)"—1.

1. Déterminer toutes les racines de P dans C et en déduire la factorisation de P dans
C.

2. Onnote Ql'unique polynéme tel que P = XQ. Justifier I'existence de Q, donner son
expression en somme de monomes, puis a I'aide des racines de Q, déterminer la

n-1 k
valeurde: A=]] sin(—n).
k=1 n
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Solution (exercice 13)
1. On cherche les racines complexes, soi z € C tel que :

P(2)=0 < (z+1)" =

: 2km

— z+1=¢e'"n
. . (kT[) i kx
<~ z=2isin|—|e .
n
avec k € [0, n —1]. On a utilisé ici les solutions de z" = 1 (qui sont les €' " )
et la méthode de I'angle moitié. Comme le coefficient dominant de P vaut 1,

on en déduit la factorisation suivante :
n-1

KT\ i
p= H(X—zisin(%)el%)

k=0

. ® Enprenant k =0, on remarque que 0 est racine de P, et que P se factorise

sous la forme
n-1

kT . kx
P=X[] (X—Zi sin(—)e‘kT) =XQ,
k=0 n
. .. kn j kn
et les racines de Q sont donc les 2i sin| —|e' » avec k € [1, n—1].
n
® De plus, en utilisant la formule du bin6me de NEwTON, on obtient que :
P=X"+nX""1++nX+1-1=X(X""+nX""2+-+n)
etainsi: Q=X"'+nX"2+-+n.
® On adonc établi:
n-1 n-2 = . [k j kx
X" 4 nX" 2+ +n=]][X-2isin|[—]e"n |.
k=1 n
En évaluant en zéro, on trouve :
n-l k) kx
n=1[] (—Zi sin(—) e‘kT).
k=1 n
Or,

n-l o . kmn i kn
I1 (—21 sm(—)e n )
k=1 n
n-l km\ . kn
=(-D)" '] 2i sin(—)e‘l67
k=1 n
— (_l)n—lzn—l(i)n—le%‘(1+m+(n—l)) % A

inn(n-1)

— (_1)n—12n—1(i)n—1e 2 x A

in(n-1)

— (_l)n—lzn—l(i)n—le 5 x A
— (_l)n—lzn—l(_l)n—l(i)n—l < A
=2""1A,

® Ainsi, on obtient que|A =

Exercice 14 | ® SoitP=(X+1)" =X’ — 1. Onrappelle quej = e' 7.
1. Calculer 1 +j +j2, que dire de j*2 Montrer que j2 = j.

6 (7
2. Montrerque: P=) [ |xF
k=1 \k
-\2
3. Montrer que P est divisible par (X —j)?, puis que P est divisible par (X —j ) .
4. Factoriser P dans C[X], puis dans R[X]. Pour R[X], on regroupera chaque terme
faisant intervenir une racine avec son conjugué.

Solution (exercice 14)

1. 1+j+j2 = 0 (somme géométrique), etj® = 1. Par ailleursj2 = €' 3 = ¢! 3 ~2i7
4n -

e’'s =j.

n

Xk,
k

7 (n 6
2. D’apres la formule du bindme, ona: P= ) (k)Xk -X"-1=|)
k=0 k=1

7
Le coefficient dominant est donc N 7. Le degré est donc 6.

3. Ils’agit de montrer que P(j) = P'(j) = 0 — cela signifie que j est une racine de
multiplicité au moins égale a deux. On a:
P(j):(1+j)7_]'7_1:(_]'2)7_j7_1:_j14_j7_1 :_J-z_j -1 :0,
P()=7(1+j)°-7°=7(-j2)-7=7-7=0.

Deés lors [(X—j)?|P| Puisque P € R[X], on sait d’aprés le cours que

j est également une racine de P et de méme multiplicité. Donc

j est une racine de multiplicité au moins deux.‘

4. Nous avons déja deux racines, chacune de multiplicité au moins deux. Or P
est de degré six, il en manque donc deux. Constatons que 0,—1 sont deux
racines évidentes. Or, le coefficient dominant de P est 7, donc

P=7(X-j)? (X—]'_)ZX(X+ 1).

C’est la décomposition en irréductibles dans C[X]. Pour obtenir des facteurs
réels, on regroupe les parties complexes avec leur version conjuguée.

Pz?(X—j)Z(X—j_)ZX(X+1)
=7(X?-2Re(iX) +|j ? X (X +1)

=7(X2+X+1PX(X+1).]

Exercice 15 | Relations coefficients/racines pour I'ordre 3
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1. Soient s, 7, p € R. Montrer que : 1. Soit P € R[X] vérifiant (P')? = 4P. Montrer que si P nest pas constant alors degP =

S = xX+y+z 2.
(x,y,z) estsolution de { r = xy+xz+yz 2. En déduire I'ensemble des polynomes de R[X] vérifiant: (P')? = 4P.
p = xyz

Solution (exercice 16)
1. Supposons P non constant, i.e. n = degP = 1. Alors en passant au degré dans
I'hypothese vérifiée par P, nous obtenons

2(n-1)=n, |n=2|
2. Le seul polyndme constant solution est le polynéme nul. Supposons que P =
Solution (exercice 15) aX?® + bX + c avec a, b, ¢ € R. Alors
1. Par définition d'une racine, P = a(X — x)(X — y)(X — z). Développons ce pro- (P)? =4P < (2aX + b)? = 4(aX?+bX +c),
duit : > 4a*X? +4abX + b? = 4(aX® + bX + ¢),
P=a(X-x)X-y)X-2)

< x,y,zsontles racines de Q = X> — sX? + rX — p.
X+y+z = 2,
2. [Application] résoudre dans C° le systéme : X +y*P+z? = 2,
xyz = 0.

< a’=a,ab=Db, b*=4c.

29

=a(X®-(x+y)X+xy)(X-2)
=a(X® - (x+yY)X2+xyX —zX*> + z(x + y)X - xy2)
=aX®—a(x+y+2)X>+a(xy+zx+zy)X-axyz.

Donc:

® soit a = 0, auquel cas P n’est pas de degré deux - ceci est exclu.
2

® Soita # 0, et donc a = 1, ce qui donne b =€ R puis ¢ = ER Donc P =

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

En identifiant les coefficients, on trouve : b2
X2+bX+Z,oi1belR.

Lensemble des polynémes solution est donc constitué du polynéme nul et
2

—-as=b, ar=c¢, d=-ap.
De maniére équivalente :
b c d

§=——, r=—, p=——
a a a
2. Notons s, r, p les trois fonctions de x, y, z définies dans I'énoncé. Constatons
que x> +y*+z°=(x+y+z)(x+y+2z)—2(xy+xz+yz)=s*-2r. Alors:

X+y+z = 2, s =2 s = 2
{x2+y2+z2 2, 4:{32—2r: 2 4:{ r 1,
xyz = 0 p =0 p =0 1. Soit P € R[X] vérifiant P(X*) = (X* + 1)P. Quel est son degré?

2. Déterminer P a I'aide d'une identification des coefficients.

3. Retrouver I'expression de P en déterminant ses racines.

des polynémes d’écrivant sous la forme P = X? + bX + R oubeR.

Exercice 177 | ® On cherche ici 2 déterminer les polynomes P € R[X] tels que
P(X?*)=(X*+1)P.

< x,y,zsont les racines de
X3 —sX2+1rX—-p=X3-2X*+2X = X(X* - 2X +2).
Les racines de ce polyndme sont composées de 0 et des racines de X* —2X +2
(ce dernier polynome est de dscriminant 4 — 8 = —4 = (2i)?). Donc :
x,y,2€ {0,1-1,1+i}]

Solution (exercice 17)

1. On suppose que P € R vérifie P(X?) = (1 + X?)P. Condition sur le degré : Le
polyndome nul convient bien. Sinon, si P est de degré n, alorsona: degP (X*) =
2n et deg((1+X?)P) = 2+ n par propriétés sur le degré d'un produit et d’'une
composée. Ainsi, on doitavoir: 2n = n+2 < n = 2. Ainsi P est un polynéme

. . ) de degré 2 : |P =aX*+bX+caveca # 0| ou |P est nulj, donc de degré —oo.

Equations polynomiales 2. On cherche ici les solutions de degré 2, en injectant 'expression précé-

dente dans 'hypothese. D'un coté P(X*) = aX* + bX? + ¢ et de l'autre coté

(1 +X?)P = aX* + bX® + (a + ¢)X? + bX + c. Par identification des coeffi-

Exercice 16 | ®
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a =a dominant de XP’' — P est na, X" — a, X", a savoir (n —1)a,X". Ainsi :
) , . . b =0 . . ) o Sin# 1,alors (n-1)a, # 0, donc : deg(XP' —P) = n = degP.
cients d'un polynéme, on obtient que : a+c =b . Ainsi, on obtient que o Dans le cas particulier ot 7 = 1, on peut écrire P = a,X + a, ol
c =c (ay, a,) sont deux réels avec a, # 0. On a alors : P’ = a,, donc :
b=0eta=-cetPestdelaformeP = aX®>-a =a(X?-1)aveca € R. XP' = a,X, puis : XP' =P = a;X — (4, X + ay) = —ay.
Lensemble des solutions est donc 'ensemble des polynémes de la forme o ) , —0o siay=0,
P =aX?—a=a(X?-1) avec a € R et le[polynome null. Ainsi, en conclusion: |deg(XP’~P) = 0 si ay # 0.

3. On veut retrouver ce résultat d'une autre maniere. On cherche donc les deux
racines de P : montrons que 1 et —1 conviennent. On a:

P(12)=(12+1)P(1) = P(1) =2P(1) = P(1) =0,
donc 1 est bien racine de P. De-méme :

2. On a, pour tout P € R[X] :
XP'-P =0 < deg(XP'—P) = —oo0.
Or, d’apres la question précédente, en notant n = deg(P), on a deg(XP'—P) =
nsin € N\{1} (dans ce cas, on n'adonc pas: deg(XP'—P) = —c0). Les solutions

P(1
P((-1)*)=((-1)*+1)P(-1) = P(1) =2P(-1) = P(-1) = % =0, de I’équation sont ainsi a chercher parmi les polynémes P pour lesquels n =
donc -1 est bien racine de P. On sait que P est de degré 2, donc on a —oooun= L. o . . .
trouvé toutes les racines, et P peut donc s’écrire P = a(X - 1) (X + 1), avec ¢ s ;1 = —00, L.e.sl P est le polynome nul, on vérifie sans peine que P = 0 est
solution.

a € R*. On retrouve bien que les solutions sont les polyndmes de la forme
‘P =a(X%?-1),avec a € R*|

® Sin =1, le polyndme P s’écrit sous la forme P = a,X + a,, ou g, et a, sont
deux réels tels que a; # 0. Les calculs de la question précédente donnent :
XP'—P = —a,. Le degré de XP' —P est alors égal a —oo si et seulement si a, =
0, autrement dit, si et seulement si P = g, X. On vérifie que ces polynémes

Exercice 18 |

1. Soit P € R[X] un polyndme, on note n = degP. sont bien solution de I'équation.

11) Quelestle degré de P'? D'ot1: [les solutions sontles P = aX o1 a € R* ]

1.2) Quelestle degré de XP'? .

1.3) En déduire le degré de XP' —P. Exercice 19 | Application Pour tout polynome P € R, on pose
2. Déterminer tous les polynomes P € R[X] telsque: XP'—P=0. @e(P)=(3X+1)P-X(X-1)P".

Solution (exercice 18) 1. Vérifier que ¢ définit bien une application de R dans R.

2. 21) Pour quelles valeurs de n a-t-on ¢ (R, [X]) < R, [X]?
2.2) Pour cesvaleurs de n, déterminer les polynomes de R,, [X] tels que ¢ (P) = 0.
3. Résoudre dans R I'équation ¢(P) = X2,

-0 sins<0
1. 11) D’apreslecours: |deg(P')= )
n-1 sin=1.

1.2) Par conséquent, les propriétés sur le symbole degré donne :
{n Sins1 Solution (exercice 19)

deg(XP') = deg(X) + deg(P') = 1. Soit P e R, onaalors que: ¢(P) = (3X+1)P-X(X + 1)P". Comme P est un po-

lynome et que la dérivée d’'un polynéme est un polynéme, on sait que P’ € R.

—o00 sim<0.

13) @ Lapolynome XP'—P fait apparaitre une somme de deux polynémes, De plus 3X + 1 et X(X + 1) sont aussi des polyndmes et ainsi ¢(P) est un poly-
mais malheureusement ils sont de méme degré. Pour savoir quel est néme comme produit et somme de polynémes. Donc si P € R alors ¢(P) € R.
le degré, il faut donc travailler avec des coefficients explicites. 2. 21) Soit P € R,[X], on cherche a savoir sous quelles conditions, on a aussi

® Notons tout d’abord que si P est le polynome nul (donc si n = —00), ¢(P) € R,[X]. Il faut donc étudier le degré de ¢(P) sachant que P =
alors XP'—P = 0, donc deg(XP' —P) = —oo. Sinon, notons P = a, X" + a, X" +Q avec Q € R,_,[X] et a,, # 0. Par définition de ¢(P), on a :
-+ + ay, avec a,, # 0. Ainsi, le terme dominant de P’ est na, X", deg@(P) < n + 1. En effet, par propriété sur le degré d’'un produit,
doncle terme dominant de XP’ est na, X". On en déduit que le terme d’'une dérivée et d'une somme de polynémes de méme degré, on a :
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deg(3X+1)P=n+1,degX(X—-1)P' = n+1 et ainsi degp(P) < n+1. R P, =P,

On obtient que : g(P) = (3X + 1)(a,X" + Q) ~ X (X~ 1) (na, X"~ +q).  Polynomes (P}, telle que: { VneN*, P, =XP,(Q)+2QP,.
Etudions le terme en X"**! afin de voir sous quelle condition le coeffi-

cient devant ce terme s'annule. On a : (P) = 3a,X"*!' — na,X"*' +R 1. Calculer P,.

avec R € R, [X]. Pour que deg@(P) < n, on doit donc avoir: (3 - n)a,, = 2. Calculer les degrés de P, et P5.

0. Comme a, # 0, cela impose que n = 3 et ainsi cela impose que le 3. Déterminer pour tout entier n € N* le degré de P,,.

degré de P soit 3. Ainsi ¢ (R, [X]) < R, [X] si et seulement si 1 = 3.

2.2) P est donc un polynéme de degré 3 et ainsi il est de la forme : P = Solution (exercice 20)
aX® + bX? + c¢X + d. On cherche alors a résoudre ¢(P) = 0 < (3X + 1. Les calculs donnent : P, = XP(Q) +2Q x P = X7 — 3X* + X3 + 3X? - X.
1)P-X(X~-1)P' = 0. Les calculs donnent : (b +4a)X® + (2¢ + 3b)X? + 2. OnadoncdegP, = 7 et en utilisant les propriétés sur le degré d'un produit et
(3d+2c)X+d = 0. Puis par unicité des coefficients d'un polynéme, on d’une composée de polyndmes, on obtient : degP; = 22.
obtient: a = b = ¢ = d = 0 et ainsi seul le polyndme nul convient. 3. ® Comme on narrive pas a conjecturer directement I'expression du degré
3. Les deuxquestions précédentes ont permis de montrer quessin # 3 etdegP = de P,, on va obtenir une relation de récurrence en utilisant la relation de
n alors deg(¢(P)) = n+1etsin =3 alors ¢(P) € R3[X]. Ainsi pour que ¢(P) = récurrence qui définit la suite des polynomes. On note d,, = degP,,. On
X2, il faut soit que degP = 1, soit que degP = 3. On étudie ainsi chacun de ces sait que : P,,; = XP,(Q) + 2QP,,. Par propriété sur le degré d’'un produit
cas: de polynomes, on sait que : degQP,, = 3 + d,,. De méme, par propriété sur

31

® [Casl] sin=1cest-a-direP = aX+b.Ondoitdoncavoir: (3X+1)(aX+
b)-X (X —1) a = X? et en développant le terme de gauche et par identifica-
tion des coefficients d'un polynéme, on obtient le systéme linéaire suivant
arésoudre :
Ce systéme est incompatible et ainsi il n’existe aucun P de degré 1 vérifiant

le degré d’'une composée et d’'un produit de polyndmes, on obtient que :
degXP,(Q) = 3d, + 1. Comme 3d, + 1 > 3 + d,, des que d,, > 1 ce qui est
toujours le cas (car les degrés sont de plus en plus grands et le degré de P,
est 2), on a par propriété sur le degré d'une somme de polyndémes dont les
degrés sont différents : degP,,,, =3d,, + 1, asavoir: d,,,, = 3d, + 1.
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p(P) =X On reconnait donc une suite arithmético-géométrique de premier terme
® [Cas 2] sin =3 cest-a-dire P = aX® + bX?* + cX + d. En reprenant les d;, = 2 et dont la relation de récurrence est : d,,, = 3d, + 1. Les calculs

mémes calculs que dans la questions 2(a), ona: (b+4a)X?+(2c+3b)X?* + d ) tout neN*:ld - 5 gn-1 1

(3d +2¢)X + d = X? et on doit donc résoudre le systéme suivant : onhent que pout tout 7 T o X 2

da+ b =0
3b+2c =1 Exercice 21 | ® Polynémes d’HERMITE On considere la suite (H,,) de poly-
2¢+3d=0 nomes, telle que Hy(X) = 1, et pour tout n € N,
d=0. H,n :HIn_ZXHn'
1 1 .
La résolution donne : a = I b= 3 et ¢ = d = 0. Ainsi on obtient qu'il 1. Justifier que pour tout n € N, H,, € R[X], et donner H;, H,.

2. Déterminer le degré de H,, pour tout n € N.

existe un seul polyndme P vérifiant ¢(P) = P?, le polynome : . . . .
3. Déterminer le coefficient dominant de H,, pour tout n € N.

1 1
P=-—X*+--X?|
12 3

Solution (exercice 21)

1. Le fait que H,, € R[X] pour tout n € N est une récurrence évidente puisque la
dérivée d'un polyndme a coefficients réels est encore a coefficients réels. De

IEEEE ramittes & suites de polyndmes plus, H, = 1 = 2X1 = —2X, puis H, = (~2) — 2X(-2X) = 4X* -2 =[2(2X* — 1)}

2. Déterminons le degré de H,, pour tout n € N. Soit n € N, alors notant d,, =
degP,,, on a en passant au degré puisque le degré de XH,, est nécessairement

Exercice 20 | ® SoitP = X?-X+1 et Q = X® —X. On définit une suite de
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strictement supérieur a celui de H), :
d,.,=d,+1, dy=0.
Donc|d, = n pour tout n € N.|

. Notons a,, le coefficient dominant de P, pour tout entier n € N. Pour laméme

raison qu’a la question précédente, le coefficient dominant de H), — 2XH,, est
égal a celui de —2XH,,. On obtient alors :

Ay = (2)a,.
Donc|an =(-2)"a, = (-2)" pourtout n € l\l.|




Analyse




