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Chapitre #

Espaces vectoriels

(ALG) 11

Structure d’espace vectoriel.... Résumé & Plan

Familles de vecteurs............ Nous allons regrouper au sein de
la terminologie « espace-vectoriel »
tous les ensembles qui sont stables
lorsque l'on exerce des combinai-
sons linéaires. Nous allons ensuite
développer des résultats généraux
sur ces ensembles, qui se transmet-
tront alors automatiquement a tous
les exemples. Vous connaissez déja
de telles ensembles : les vecteurs de
la géométrie depuis le college, les
fonctions, les polynomes, les suites
ou encore les matrices.

Dimension & Représentation
matricielle......................

4 EXErcices .......cvvverennnnrenn.
L'Algebre est généreuse, elle
donne souvent plus quon ne
lui demande.

—J.D’Alembert

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un L 4

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais tres classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Jes preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Cadre

Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C. Ainsi, tous les énoncés
faisant intervenir K sont vrais que K soit R ou C.

Commencons par rappeler des notations importantes, qui nous serviront dans
tout

e Notation Ensemble des applications

Soient E, F deux ensembles. On notera Ef (ou % (F,E)) I'ensemble des applica-
tions de F dans E.

Exemple 1

® CN (resp. RN) désigne I'ensemble des suites a valeurs complexes (resp. a va-
leurs réelles).

o R® = #(R,R) désigne I'ensemble des fonctions de R dans R.

® R® I'ensemble des fonctions de deux variables a valeurs réelles.

INTERET DES RAISONNEMENTS ALGEBRIQUES. Ce chapitre — ainsi que quelques autres
pendant I'année — s’inscrit dans le domaine de I’ Algébre en Mathématiques, dont
la vocation principale est I’étude d’ensembles munis de lois, et la recherche d’'un
cadre commun a plusieurs objets mathématiques. Une fois ce cadre dégagé (voir la
Définition 1 ci-dessous) nous I’étudierons en détail. Tous les résultats établis dans
cette étude se transmettront donc automatiquement aux objets qui vérifient la Dé-
finition 1.

COMMENT MEMORISER FACILEMENT LES DEFINITIONS? €7  Gardeza I’esprit que toutes
les notions qui vont étre présentées, quoique abstraites a premiere vue, sont des gé-
néralisations de quelque chose de concret que vous connaissez déja (vecteurs, re-
peres, coordonnées, ...).

“ STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Commencons par un premier exemple : celui de K" avec n = 1 un entier. On rappelle
que:
K" ={(x,....,x,,) | xq,..., %, e K}.



BCPST1 (€9 2023-2024

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Pour n = 2, ce sont des couples, pour n = 3 des triplets efc.. Constatons quelques
opérations sur K" :

® vous savez additionner deux vecteurs : si X = (x;,...,x,),Y = (),...,7,) € K",
alors on pose :
X+Y=(x;+y,.-, X, +y,) e K".
C’est'addition « coordonnée par coordonnée », on I'appelle la loi interne.
® Vous savez multiplier un vecteur par un scalaire : si X = (x,...,x,) €e K", A € K,
alors on pose :
AX = (Axy,...,Ax,) e K"
C’est la multiplication « coordonnée par coordonnée », on I'appelle la loi externe.

De maniere plus générale on sait réaliser ce type d’opérations sur des fonctions, des
polynomes, des complexes, des suites, efc. tous ces ensembles munis de ces lois se-
ront qualifiés d’espaces-vectoriels, dont voici la définition.

n Généralités

— Définition 1| Espace vectoriel
On appelle espace vectoriel (ou espace vectoriel surK) tout triplet (E, +,) ol :
1. (E,+) est un groupe commutatif c’est-a-dire :

(i) + est une loi interne appelée addition deE :

ExE — E,

(x,y) — x+y.

(ii + est associative: Vx,y,z€E, (x+y)+z=x+(y+2z),

(iii) [Neutre O pour +] Vx€eE, x+05=05+x=x,

(iv) tout élément de E est inversible pour + :

VxeE, dyekEL,
L'élément y inverse de x sera noté —x.

+

X+y=y+x=0g.

(v) Laloi + est commutative, i.e. Vx,y€E, x+y=y+x.
KxE — E
2. Laloi- ( )\Xx) A x estappelée loi externe. Elle vérifie en outre les regles

de calcul suivantes : pour tous (A, p) € K? et (x,y) € E*, ona:
(i) A+p)-x=A-x+pu-x,
(i) A(x+y)=A-x+A-y,

(i) (Axp)-x=A-(p-x),
(iv) 1x=ux.
De plus,

® leséléments de K sontappelésles scalaires, les éléments de E sont les vecteurs,

K est appelé le corps de base.
® ['élément neutre de E pour la loi + est appelé vecteur nul, et on le notera Oy
comme précédemment, ou simplement 0 s’il n’'y a pas d’ambiguité.

La loi + transforme donc deux vecteurs en un autre vecteur, alors que

Note .
transforme un réel ou complexe et un vecteur en un autre vecteur.

Remarque 1

® Toutes les propriétés précédentes sont des regles de calcul dans E, et sont
comparables aux régles habituelles sur les nombres réels et vecteurs du plan
ou de l'espace que vous utilisez depuis longtemps.

® La tradition veut qu'on ne mette pas de fleches sur les vecteurs en algebre
linéaire.

® Vérifier qu'un ensemble donné muni de deux opérations est un espace vecto-
riel est tres fastidieux. Ainsi, on ne vous demandera jamais de prouver qu'un
tel ensemble est un espace vectoriel mais plutdt qu’il s’agit d'un « sous-espace
vectoriel » d'un espace vectoriel connu (voir une prochaine section). Des es-
paces vectoriels de référence seront également étudiés.

Attention
Dans un espace vectoriel, vous pouvez multiplier les vecteurs x € E par des
scalaires A € KK, mais pas multiplier deux vecteurs x, y € E entre eux, en regle
générale. '

En combinant la stabilité par somme et multiplication par un scalaire, on obtient
directement la propriété qui suit.

Proposition 1| Stabilité d’un espace vectoriel par combinaison linéaire
Soit E un espace vectoriel. Pour tous x,,...,x, € EetAy,..., A, €K, alors:

n
Y A;jx; €E.
i=1
Preuve  Puisque E est un espace vectoriel, pour tout i € [1, n],ona:

stabilité par multiplication ext. stabilité par somme

| l

x;€E = Ax;€E =

n
Y A;x; €E.
i=1

1. Méme si dans certains espaces vectoriels c’est possible, par exemple il est possible de multiplier
deux polynémes ou deux matrices compatibles entre elles.
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PREMIERS EXEMPLES.

Donnons sans plus tarder quelques exemples d’espaces vecto-

REGLES DE CALCULS SECONDAIRES. De la définition d’un espace vectoriel découlent

riels. La vérification compléte des axiomes ne présente aucune difficulté et estlaissée  directement d’autres propriétés.

au lecteur, seuls quelques-uns seront précisés.

Exemple 2 (Cas de E = K” - Uplets)
K", et A € K, alors on définit :

X+Y=(x;+¥,-s X+ V),

Soient X = (x1,...,x,),Y=(y,---,¥n) €

AX = (Axy,...,Ax,).

Le triplet (E, +,.) est un espace vectoriel sur K. L'élément Oy est ici le n-uplet
nul 0 = (0,...,0), 'élément opposé pour + de X = (x,...,x,) est —X =
(=x5,...,—x,) car X + (—X) = 0.

Exemple 3 (Cas de E = 9, ,(K) avec n,p € N* — Matrices) Soient A =

(ai,j)lsisn,B = (bi’j)lsis,l e K", et A € K, alors on définit :
1sjsp 1sjsp
A+B= (ai,j + bi,j)lsisn , A= ()\ai,j)lsisn .
1sjsp 1sjsp
Le triplet (E, +,.) est un espace vectoriel sur K. L'élément O est ici la matrice

nulle de format n x p, c’est-a-dire O = (0)1<i<n, 'élément opposé pour + de
1sjsp

A= (ai’j)is’f" est —A = (—ai,j)lsisn car A+ (—A) =0g.

<j<p Isjsp

Exemple 4 (Cas de E = #(N,K) = KN - Suites) Soient (u,,),(v,) €E, et A € K,
alors on définit :

(un)+(vn) :(un+vn)’ )\(un) :()\un)
Le triplet (E, +,.) est un espace vectoriel sur K. Lélément O est ici la suite nulle
0z = (0), I'élément opposé pour + de (u,,) est (—u,,) car pour tout n € N, u,, +
(_un) =0.

Exemple 5 (Cas des polyndmes) Nous avons défini dans le Chapitre (ALG) 10
deux lois +,. sur les polynémes. Le triplet (E, +,.) est un espace vectoriel sur K.
L'élément Oy est ici le polyndme nul, I’élément opposé pour + de P est —P car
P+ (-P)=0.

Exemple 6 (Cas de E = K¥ — Fonctions) Soient f,g € E, et A € K, alors on
définit :

K — K, Af K — K,

x — flx)+g(x), x — Af(x).

Le triplet (E, +,.) est un espace vectoriel sur K. L'élément Oy est ici la fonction
nulle O : x € K — 0, 'élément opposé pour + de fest —f : x € K — —f(x) car
pour tout x € K, f(x)+(—f(x))=0.

f+g

— Proposition 2 | Autres régles de calcul
Soit E un espace vectoriel. Pour tout (A, p) € K? et tout (x,y) € E?, on a:

® [Développement d’'une expression] { g\)‘ (_xH_) y3§ ; ;\\i : ;\1 ;
® [Multiplication par zéro] Oxx =0g, A-0p=0g,

® [Multiplication par 'opposé] (-A)-x=—-(A-x)=A-(-x),

e [Equation-produit] Ax=0g < (A=0 oux=0g).

Remarque 2 La derniere assertion n'a a priori rien d’évident, d’ailleurs elle est
méme fausse pour d’autres ensembles que [ = R ou C, mais dans notre cadre
(cf. début de chapitre) ce sera toujours le cas.

Preuve Démontrons I'équivalence pour I'équation-produit.
Supposons que A - x = 0.

1
® [lercas] siA # 0y, alors on peut multiplier 'hypothése par X agauche:

1 1
X()\-x)zon:OE = x = 0.

® [2emecas] A =0.
Evident par définition d’un espace vectoriel : 0- x = 0 et d’autre part A - 0 = 0.

Maintenant que le cadre est posé, regardons ce que I'on peut faire avec les vecteurs,
i.e.les éléments d'un espace vectoriel. En combinant les deux lois définies plus haut
(additive et scalaire-multiplicative), on arrive directement a la notion de combinai-
son linéaire présentée ci-apres.

m Combinaisons linéaires & Sous-espaces vectoriels

— Définition 2| Combinaison linéaire de vecteurs
Soit E un espace vectoriel.

® [Famille finie] Soient x,,...,x,, des vecteurs de E. On appelle combinaison
linéairev(sur ) des vecteurs x, ..., x,, tout vecteur x € E s’écrivant sous la
forme :
n
x= ) MAxp avec: Vke[l,n], ApekK.
k=1
® [Famille quelconque] Soit (x;),.; une famille de vecteurs de E, o1 I est un

ensemble quelconque. On appelle combinaison linéaire des vecteurs (X;) ;¢
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toute combinaison linéaire finie de ces vecteurs.

/)

Notation
On note généralement :
® Vecty (x;,...,x,) 'ensemble des combinaisons linéaires d'une famille finie de
vecteurs, ou plus simplement Vect(x,, ..., x,,) il n'y a pas d’ambiguité,
® Vecty (x;);¢; 'ensemble des combinaisons linéaires d'une famille quel-
conque de vecteurs, ou plus simplement Vect (x;),; s'iln'y a pas d’'ambiguité.

Méthode Montrer l'appartenance « a un Vect »
Pour montrer que x € Vect(x,...,x,), on cherche A, ..., A,, des scalaires (c’est-
n

a-dire des éléments de K), telsque:  x = ) A;x;.
i=1

Exemple 7 (Est-on combinaison linéaire de?)

1. [DansR?] Est-ce quele vecteur u = (3,3) est combinaison linéaire des vec-
teursa = (1,1), b = (1,0) etc = (0,1)?Ya-t-il unicité de I'écriture de u comme
combinaison linéaire de a, b et c?

7

2. [DansR®] Onnoteu=(-1,2,2),a=(1,1,0), b=(-2,1,3) etc=(1,0,-1).
A-t-on u € Vect(a, b,c)?

3. [Dans M, (R)] On note M = (_21 2), et N = (

1 0
(_1 1).A-t—onMEVect(N,O,P)?

R4

11
00

o-|

-2 1
3 2

),p _
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4. [Dans R®]

Onnote u : x — cos’x, f : x — 1, g : x — cos(2x). Montrer

que u € Vect(f, g).

R4

5. [Dans IRN*]

%)
) I
n JneN*

4

La suite (1),¢n+ est-elle combinaison linéaire de (n),,n+ et

6. [Dans R[X]] On note P = 2X3 +2X? +3X + 3 et Q = 2X3 + X? + 2X. Sont-
ils des combinaisons linéaires des polynomes P; = X3 +1,P, = X? +X + 1 et
P, =X3+X?

4

7. [Dans R[X]] Soit P € R[X]. Peut-on avoir P € Vect(1,P’)?

7
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Attention Identification non-systématique des coefficients d’'une combinaison linéaire

On retiendra du premier exemple qu’a priori on ne peut pas identifier de ma-
niere systématique les coefficients d’'une combinaison linéaire :

(kz )\kxk: kZkak) ==x (VkE[[]., n]], )\k:Hk)-
=1 =1

Note ‘ Nous appellerons plus tard « famille libre » toute famille o1 cest le cas.

Exemple 8 Toute fonction polynomiale P de degré inférieur ou égal a n est
combinaison linéaire de 1, X, X?, ..., X", puisqu'il peut étre écrit sous la forme
n
P=) a,X¥, ot les a;. sont dans K. On peut donc résumer cela en :
k=0
Vect(1,X,...,X") =K, [X].

SOUS-ESPACES VECTORIELS. La structure de sous-espace vectoriel aura un intérét
pour justifier qu'un ensemble est un espace vectoriel. En effet, nous allons voir que
si un ensemble est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu, alors ce
sous-ensemble sera aussi un espace vectoriel (et il est plus facile de vérifier la pro-
priété de sous-espace vectoriel que d’espace vectoriel).

Définition 3 | Sous-espace vectoriel
On appelle sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E tout ensemble F tel que :

® FcCE, ® (0 €F, ® F est stable par combinaison linéaire :
V(A ) ek?, V(x,y)eF* Ax+uy€F.

Voici la proposition principale, qui nous permettra de vérifier facilement que des
ensembles sont des espaces vectoriels.

Proposition 3 | Sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel
@i

(ii) F estun sous-espace vectoriel de E

E est un espace vectoriel .
= F est un espace vectoriel.

Preuve  Simple (mais longue!) vérification des axiomes de la Définition 1.

De maniere plus rigoureuse, il faudrait méme noter dans la proposition
précédente (F, +|, .,-|.) au lieu de (F, +,.), puisque les ensembles de départ
ne sont pas les mémes pour les deux lois.

Note

Remarque3 (Economiederédaction) Comme déja souligné, I'énorme intérét
delanotion de sous-espace vectoriel réside dans la proposition précédente : une
économie dans la rédaction. En effet, il nous suffira de vérifier qu'une structure
est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel du cours (fait que vous avez le
droit d’utiliser sans argument supplémentaire, seulement 3 axiomes a vérifier,
beaucoup plus rapide que la Définition 1), pour justifier la structure d’espace
vectoriel.

Avant de regarder quelques exemples, commencons par montrer une propriété tres
utile dans la pratique : «les Vect » sont des sous-espaces vectoriels.

— Proposition 4 | Un « Vect » est un espace vectoriel.
Soient E un espace vectoriel et (x;);; une famille de vecteurs de E, ot I est un

ensemble. Alors :

® Vect(x;);, est un sous-espace vectoriel de E. Plus précisément, c’est le plus
petit sous-espace vectoriel de E contenant (x;) ;-

® De plus, si F est un sous-espace vectoriel de E, alors :

Vect (x;);¢; estunsous-espace vectorielde F < Viel, x;€F.
En particulier, Vect(x;);,,<F < Viel, x;€F.
Preuve  Pour alléger les notations, faisons la preuve dans le cas d'une famille de deux vec-

teurs. Soient x,, x, € E, montrons que V = Vect(x,, x,) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant x,, x,.
® o Montrons que V est un sous-espace vectoriel de E contenant x;, x,.

4

o Montrons maintenant que V est le plus petit sous-espace vectoriel vérifiant cette pro-
priété, i.e. soit F un sous-espace vectoriel de E tel que x,, x, € F alors Vect(x,, x,) € F,
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0 Méthode

puisque toute combinaison linéaire de x,, x, est encore dans F étant donné que F est
un espace vectoriel.
® Le dernier point se montre sans difficulté par double implication.
Evident puisque pour tout i € [1, 2], x; € Vect(x;, x,) < F donc x; € F.
Immaédiat car F est un sous-espace vectoriel de E donc stable par combinaison
linéaire. Ainsi, si x,, x, € F, Vect(x,,x,) c F.

Montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel

Deux options sont donc possibles (au choix).

1

2.

0 Méthode

EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL — Justifier qu’il est un sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel de référence (K", de polynomes, de fonctions, de suites
..) ou

EsT UN Vect — Montrer que I'ensemble s’écrit comme Vect d'une famille.

Montrer qu'un ensemble n'est pas un espace vectoriel

Deux options sont possibles (au choix).

1

2.

MISE EN DEFAUT DU NEUTRE — c’est-a-dire qu’il ne contient pas le neutre d’'un
espace vectoriel plus gros.

MSE EN DEFAUT DE LA STABILITE — c’est-a-dire on montre qu’il n’est pas stable
par combinaison linéaire. Par exemple :

® deux vecteurs dont la somme n’est pas dans 'espace,

® un vecteur dont 'opposé n'est pas dans I'espace...

Exemple 9 (dans K" — géométrie)

1. Un espace vectoriel E admet toujours comme sous-espaces vectoriels {03} et

2.

E lui-méme. On les appelle parfois les sous-espaces vectoriels triviaux.
Lensemble F = {A(2,3) = (2A,3)A) € R? | A € R} = Vect(2,3) estun sous-espace
vectoriel de R? appelé droite vectorielle de vecteur directeur (2,3). Dessinons
cet ensemble.

7

LensembleF = {A(1,2,0) = (A,2A,0) € R*| A € R} estun sous-espace vectoriel
de R® appelé droite vectorielle de vecteur directeur (1,2,0).

® [1lere méthode : avec la définition]

R4

® [2éme méthode : c’est un Vect] Cest cette méthode qu'il faut privilé-
gier. (Puisque dans ce cas, lensemble est déja donné sous forme de Vect!)

4

. Lensemble F = {A(1,2,0) + pu(1,0,1) = (A + p,2A, p) € R?| (A, p) € R?} est un

sous-espace vectoriel de R®, c’est le plan vectoriel de vecteurs de 'espace di-
rigé par les vecteurs directeurs directeurs (1,2,0) et (1,0,1).
® [1ere méthode : avec la définition]

R4
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® [2éme méthode : c’est un Vect] F =Vect((1,2,0),(1,0,1)).
5. Lensemble F = {(x,y,2,t)eK*|x+y+z+1=0,x—y =0} est un sous-
espace vectoriel de K*. Montrons qu'’il s’agit d'un Vect.

7

Exemple 10 (dans des espaces de matrices) Lensemble ci-dessous est-il un
sous-espace vectoriel de 91, (R)?

F:{(Z:Z a;b) (a,b,c)eIR{3}.

4

Exemple 11 (Systémes homogenes) Soit le systeme linéaire homogene a p in-
connues et n équations suivant :
Ay Xy +A Xy + 00 +A1’pxp =0
Ap Xy +AgoXp + 00 +A2,pxp =0

(S)

Ay Xy A, X+ +A,M,,xp =0
ou A;; € K pour tout (i,j) € [1, n] x [1, p], écrit aussi matriciellement sous
X1
la forme AX = 0,,, avecX = [ : |. Alors I'ensemble des solutions de (S) est un
xn
sous-espace vectoriel de R” (ou 9, 1 (R) selon le point de vue).

7

Exemple 12 (dans des espaces de fonctions)
1. Soient I un intervalle non trivial de R et n € NU {oo}. Lensemble ¢ (I, R) des
fonctions €" est un sous-espace vectoriel de R'.
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7

® linclusion €"(1,R) c R est évidente car une fonction €" est en particulier
une fonction,
® [a fonction nulle est de classe €",
® une combinaison linéaire de fonctions €" est €" dapres les propriétés du
Chapitre (AN) 6.
2. SoitIunintervalle de R. Pour tout n € N, €*°(I,R) est un sevde €" (I, R). Pour
tout (n, p) eN?, n < p, €7 (I,R) est un sev de €" (I, R).
3. Lensemble F={fe€¢"(RR)| xR, f'(x)=3f(x)}estun sous-espace
vectoriel de € (R, R).

On reconnait ici l'ensemble des fonctions solution d’une équation

Note gy . NP
différentielle linéaire d'ordre 1.

® [1lere méthode : avec la définition]
4

P

® [2éme méthode : c’est un Vect]

4. Lensemble F={fe%¢'(R"*,R)|VxeR™, f'(x)=3f(x)*} est-il un sous-
espace vectoriel de €' (R,R)?

Note | La présence d’'un carré vous guide sur la réponse : non.

Indication : Constatons que la fonction g : x — x* est un élément deF

R4

5. Plus généralement, 'ensemble des solutions d'une équation différentielle
linéaire homogene (homogene, pour que la fonction nulle soit bien une solution) Sur
un intervalle I (du premier ou du second ordre) est un sous-espace vectoriel
de K.

6. Soit E = #(R,R). Montrer que 'ensemble F = &2 des fonctions paires de R
dans R et 'ensemble .# des fonctions impaires de R dans R sont des sous-
espaces vectoriels de E. Nous faisons par exemple la preuve pour les fonctions
paires.

R4

1
7. SoitE:‘50([0,1],|R€).Montrerquel’ensembleF:{fEE‘f f(t)dtzo} est
0

un sous-espace vectoriel de E.

4
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® [2éme méthode:c’estun Vect] Supposons par exemple que a® —4b > 0,
les autres cas se traitant de la méme maniere.

R4

Exemple 13 (dans des espaces de suites)
1. Notons F I'ensemble des suites réelles convergentes, alors F est un sous-
espace vectoriel de RV,

4

3. Plus généralement, 'ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence
linéaire est un sous-espace vectoriel de KN.

Exemple 14 (dans des espaces de polyndomes) Soit n = 0.

1. Alors K,[X] — l'ensemble des polyndémes de degré inférieur & n — est un
sous-espace vectoriel de K[X].
o’ En effet, par définition d’'un polynéme, K,,[X] = Vect(1,X,...,X"). Len-
semble s'écrit comme unVect, cest donc un sous-espace vectoriel de K[X].

2. Soit n = 1. En revanche K_,, [X] — I'ensemble des polyndmes de degré n —
n'est pas un sous-espace vectoriel de K[X]. Pourquoi?

: 2 1 _ N —
2. Soit (a,b) € R®. Lensemble F = {(u,,) eRY|Vn >0, u,,, = au,,; + bu,} est o’ K_,[X] ne contient pas le polynéme nul, qui est de degré —oo.

. N
un sous-espace vectoriel de R™. 3. Pour tout (n,p) € N?, avec n < p, K,[X] est un sous-espace vectoriel de
® [lére méthode : avec la définition] K, [X].

¢

»'

o? Ici,on demande de vérifier quelK , [X] est un sous-espace vectoriel non pas

de K[X] mais de K ,[X]. Il faut donc appliquer le dernier point de la Proposi-

tion 4. On ak,,[X] = Vect(1,X,...,X"), et comme n < p on a bien :
Vielo,n], X' eK,[X].

DoncK,,[X] est un sous-espace vectoriel delK ,[X].
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Méthode Inclusion de Vect

Ecrivons la méthode par exemple pour des familles de deux vecteurs. Soient
(x1,%5), (31, ¥») deux familles de vecteurs. Alors,
Vect(x,, x,) = Vect(y;,»)
montrer que Vect(x;, x,) < Vect(y,, ),), c’est-a-dire :

Vie[l,2], x;eVect(y,.)
En effet, puisque Vect(y;,),) est un espace vectoriel, s'il contient x,,x,, alors il contient
toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs.
et montrer que Vect(y,,),) < Vect(x,, x,), c'est-a-dire :

Vie[l,2],
En effet, puisque Vect(x,, x,) est un espace vectoriel, s'il contient y,,y,, alors il contient
toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs.

On montrera plus tard que 'on peut se passer d'une inclusion en montrant1’éga-
lité des « dimensions ».

établir que revient a (dapres la Proposition 4)

¥; € Vect(x;, x,).

Exemple 15 (Inclusion de Vect (1)) Soient E un espace vectoriel et (x,y) € E2.
Montrer que: Vect(x,y) = Vect(x +y,x —y).

4

2

Exemple 16 (Inclusion de Vect (2)) On note F = Vect((1,0,-1),(1,2,3)) et G=
VeCt((?’r 21 1)» (2) 2) _3))
® A-t-onFcG?

4

® A-t-onGcF?

Passons a quelques propriétés du Vect que nous utiliserons un peu plus tard. Elles
sont admises, la preuve ne présentant pas spécialement de difficulté en raisonnant
par double-inclusion.

— Proposition 5 | Propriétés du Vect
Soit (Xt);<x<n+1 Une famille finie de vecteurs d'un espace vectoriel E.
® Six,., €Vect(x;,...,x,): Vect(xy,...,X,,1) = Vect(xy,...,x,).
® Pourtout A e K~{0g}, etie[1, n]:

Vect(xy,...,Ax;,...x,) = Vect(xy,...,X;, ... X,,).

X))

Vect(xy,...,x; +X,...x,) = Vect(x;, ..., X;,... X,,).

® Pourtouti€ 1, n]etx e Vect(x;,...,X;_1,Xj5q,---

Cette proposition peut étre résumée ainsi.

® On ne change pas un Vect en ajoutant un vecteur qui est combinai-
son linéaire des autres.

® On ne change pas un Vect en multipliant I'un des vecteurs par un
scalaire non nul.

— Proposition 6 | Réunion & Intersection
Soit E un espace vectoriel.

® Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace
vectoriel de E.
® Une réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est en général pas un sous-

espace vectoriel de E.

Preuve
1. Considérons, pour simplifier la rédaction, deux sous-espaces vectoriels F;, F, de E. Mon-
trons que F = F, NF, est un sous-espace vectoriel de E.
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2. Donnons un contre-exemple, d’abord sour forme de dessin.

CAS PARTICULIER : MODES D’ECRITURE DES SOUS-ESPACES VECTORIELS DE K" = R" ou C".
De facon générale, il existe principalement deux types d’écriture des sous-espaces
de K", que nous avons déja rencontrées dans des précédents exemples. Vous devez
savoir passer de I'une a 'autre. Par exemple, la droite 2 de R? dirigée par (1,1) peut
s'écrire :

® comme un Vect: c’est F = Vect(1,1) = {(A,A) | A € R}. On parle aussi de forme pa-
ramétrique.

® Ou al'aide d’'une ou plusieurs équations, ici F = {(x,y) € R* |y = x}. On parle de
forme cartésienne, et y = x s'appelle l'équation cartésienne de F.

La terminologie « paramétrique » / « cartésienne » provient de la géométrie, et

Note sis s s 5 5
a normalement déja été rencontrée au lycée.

Nous allons avoir comment faire pour, de maniere générale, passer d'une forme a
une autre.

~)

Méthode Lien entre paramétrisation & équations cartésiennes

Soit E = K" et F un sous-espace vectoriel de E.
® Paramétrisation — Equations cartésiennes :

o Ecrire que (x,y,z,...) €F < 3\, u,v... telque (x,y,2,...) = A+ ...

o Cestun systéme en A, 4, v... :le résoudre en ces inconnues.

o Sile systeme a toujours des solutions peu importe x,y,z... alors F = K".
Sinon, il y a une ou plusieurs conditions compatibilités : ces équations
donnent alors la forme cartésienne.

® Equations cartésiennes — Paramétrisation :

o Ecrire le systéme linéaire formé de toutes les équations cartésiennes.

o Lerésoudre (en x,y,z,...).

o Lensemble des solutions est alors la forme paramétique de F.

Exemple 17 Reprenons les deux espaces vectoriels définis plus haut, qui sont

des sous-espaces vectoriels de E = R*.

1. F=Vect(X,Y)cR* ou X=(1,2,1,1) et Y=(0,1,1,1). Déterminer
un systeme d’équations cartésiennes définissant F.

4
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2. G= {(x,y,z, t)e K* | X+y+z+t=0,x= y} c R*. Déterminer une forme
paramétrique de G, i.e. une écriture en Vect.

4

n FAMILLES DE VECTEURS

e Notation Famille/Ensemble?
Soit E un ensemble et x,,...,x,, € E avec n € N. Rappelons les deux notations
suivantes :
1. (x;,...,x,) désigne le n-uplet x,, ..., x,, donc a priori
(X1, X2, X3, ..., X)) #F (X0, X1, X3, .00, X)),
On parle de famille, I'ordre des éléments a une importance.
2. {xy,...,x,} désigne 'ensemble formé des éléments x,, ..., x,, donc a priori
{x1, X0, X3, ..., X} = {X0, X1, X5, ..., X )
On parle d’ensemble, et dans ce cas 'ordre des éléments n'a aucune impor-
tance.

Lobjectif de cette section est cette fois-ci d’abstraire la notion de repére du plan i.e.la
faculté de caractériser, et de maniere unique, les vecteurs par des coordonnées. Sauf
que maintenant nos vecteurs peuvent étre des polyndmes, des fonctions, des suites
etc.... Le vocabulaire général pour les espaces vectoriels est plutot le suivant :

® les reperes seront appelés des bases,

® etle nombre d’éléments d'un repere sera appelé la dimension. Nous allons donc
également devoir justifier que toutes les bases ont méme cardinal afin que la dé-
finition soit bien posée.

2N ramite libre

On s’intéresse aux relations linéaires qu’il peut exister entre des vecteurs x;, ..., X,
d’'un espace vectoriel E, c’est-a-dire a I'existence de scalaires A4, ..., A, vérifiant :

A+ +A,x, =05 (%)

Evidemment, sil’on choisitA; = ... = A,, = 0,1a condition (x) est vérifiée. La question
sera de savoir s’il y en a d’autres :

® si 'on peut trouver des valeurs de A,,...,A,, non toutes nulles vérifiant (x), on
obtient une relation de liaison entre les vecteurs qui permet d’en exprimer un
comme combinaison linéaire des autres (on dira que la famille est liée).

® Sinon, s'il n'existe aucune relation non triviale entre les vecteurs de cette famille,
on a ce que l'on appelle une famille libre.

Cette notion est basée sur celle de colinéarité que vous connaissez bien en géomé-
trie. En effet, on voit que deux (n = 2) vecteurs colinéaires correspondront aux fa-
milles non libres (que nous appelleront liées).

® Par exemple, les vecteurs u = (2,2) et v = (1,1) sont colinéaires dans R? puisque
v=2uU.
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® Donc: 2-u+(-1)-v=(0,0),
non toutes nulles vérifiant (x).

et on a donc trouvé des valeurs (A; =2,A, = —1)

— Définition 4 | Famille libre/liée
® [Famille finie] Soit (x,,...,x,) une famille finie de vecteurs d'un espace

vectoriel E. On dit que (x,,...,x,) est une famille libre de vecteurs de E, ou
que les vecteurs x;, ..., x,, sont linéairement indépendants, si :

n
)\kxk :OE — Vk € H]., n]],
k=1
Une famille est dite liée (voir la remarque qui suit pour une justification) si elle n’est
pas libre, c’est-a-dire si:

n
I 1<ken EK" ~{0kn}, Y Agxy = 0.
k=1

® [Famille quelconque] Soit (x;),. une famille de vecteurs de E. On dit que
(x;) ;¢ est libre dans E si toute sous-famille finie est libre. Si ce n’est pas le cas,
on dit que la famille est liée.

Y(Ar)i<k<n € K", Ae=0}.

Remarque 4 (Négation de la liberté)

® (xy,...,x,)estliéesiet seulementsi :
n
2 Apx=0p et

k=1

EI()\k)lsksn € Kn’ dk e [[1 ) nﬂy Ak #0|.

On rappelle a toute fin utile que non (P = Q) < (P et non Q), et

Note L
que la négation d'un «N » est un «3»

Cela signifie donc qu'il existe une combinaison linéaire nulle (des vecteurs
X;,...,X,) dont tous les coefficients ne sont pas nuls.
® Pour n =2, (x,,Xx,) est donc liée si et seulement si :
(AL A) €KZ, Ajx; + Ax, =0, A £00u A, #0.
Cela nous mene tout droit a la définition qui suit.

avec:

Définition 5| Colinéarité (cas n = 2)
Deux vecteurs (u, v) d'un espace vectoriel E sont dits colinéaires si (u, v) est liée,
cest-a-diresi: IAeR, u=Av ou dJpeR, v=pu.

Remarque 5 La colinéarité ou non peut souvent se deviner facilement. Par
exemple, on pourra écrire que deux vecteurs de K" sont non-colinéaires deés
qu’il existe une coordonnée nulle pour I'un, qui ne I'est pas pour l'autre. C’est
le cas par exemple de (1,2,3) et (1,2,0) dans K3.

Dans certains cas, il n'est pas utile de faire un calcul pour décider si une famille est
libre ou non :

— Proposition 7| Cas particuliers de familles libres
Soit E un K-espace vectoriel.

® Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

® Siun vecteur de la famille est combinaison linéaire des autres, alors la famille
est liée.

® SoitecE.Alors: (e)estlibre < e # 0.

® Deux familles & et ¢ dont ¥ est obtenue par permutation des vecteurs de &
ont méme nature (libre ou liée).

0 Méthode

Preuve Notons (x,,...,x,) une famille de E.

n
® Supposons sans restriction que x; = Og. Alors on a : Y A;x; = Og en prenant :

Ay, -eA,) = (1,0, ...,O) # 0k . La famille est donc liée.
1

n—
n

® Supposons sans restriction que x, = Y A, x est donc combinaison linéaire de x,, ..., x,,,
k=2
avec A,,...,A, e K.Alorsona:

n n
X1— 2 ApX =05 <= Y MpXy =0,
k=2 k=1
en posant g, =1, = —A; pour tout k € [2, n]. Comme p, # 0, la famille est liée.
° Déjavu par contraposée : si e = Og, alors (e) est liée puisqu’elle contient le vecteur
nul.
Supposons e # 0, et soit A, € Ktel que A, e = 0. Comme e # O, on a déja vu que
cela entrainait A; = 0. Donc la famille (e) est libre.
® FEvident.

Exemple 18 Soient E un espace vectoriel et (x,y) € E2. Alors :
xX+y x-—
F =|x,y, y y

la famille , est liée.
2 2

Verifier la liberté/liaison d’'une famille

Pour montrer qu’'une famille (x,, ..., x,,) est libre ou non, on écrit :

n
«Soit (Ap)1<ken €K™ telque Y Apxp =0g.» (%)
k=1
Ensuite,

® Si (%) ne possede que la solution (A,,...,A,) = (0,...,0), alors la famille est
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0 libre.

® S’existe une solution (A,,...,A,) # (0,...,0), alors la famille est liée.

En général, I'étude de (x) passe par les arguments ci-apres.

® DansR”, C" ou K, [X] : on arrive a la résolution d'un systeme linéaire.

® Dans R', RV, on prend des valeurs particuliéres pour les variables, ou on fait
de I'analyse (limites, dérivation, etc.).

RAPPEL DE LA SIGNIFICATION DES EGALITES USUELLES

Egalité Signification
Pourdesuplets: (x1,...,%,) = (V1,--r¥n) Vie{l,..,n}, x;=y;
Pour des suites:  (u,,) = (v,) vn, u,=uv,
n n
Pour des polynémes: Y a,X*= Y b X* Vkefl,..n}, a.=Dhb
k=1 k=1

Pour des fonctions :

f=8

Vx, f(x)=g(x)

Exemple 19

1. On considére les vecteurs de R® suivants x; = (1,0,2), x, = (0,1,1) et x5 =

(1,0,1). La famille (x,, x,, x5) est-elle libre?

4

2. On considere les polyndomes de R[X] suivants P; = X*+X+1,P, =X*—1,P; =
X. La famille (P,,P,,P;) est-elle libre?

R4

3. Montrons que (cos, sin) est libre dans & (R, R).

4. Montrons que (1,(2"),,(3"),,) est libre dans R".
® [leére méthode : en évaluant en plusieurs 7]

R4

® [2éme méthode : avec des limites]
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o Attention Non-identification pour les familles liées
Cette propriété n’est plus valable si la famille est liée. Posons x; = (1, —-2) et x, =
(—2,4). On a par exemple :
2:X1+%X,=-18-%,-9-%,=0-%; +0- x5 = Oz
donc le vecteur Og: s’écrit de différente facons comme combinaison linéaire des
vecteurs x; et x,. On a également :
X1=1-%,+0-%,=3-%;+x, = ...

Cadre
Lexemple précédent se généralise sans difficulté a toute famille de . . . . . R
suites géométriques de raisons deux a deux distinctes. Dans la suite, nous travaillerons uniquement avec des familles finies, méme

si ’ensemble des résultats s’adaptent aux familles quelconques en utilisant
des sous-familles finies.

Note

o Attention Egalité a zéro dans un espace vectoriel de fonctions ou suites
® [égalité A cos+usin = 0z ), signifie que :
VxeR, Acos(x)+ psin(x)=0, FAMILLE ECHELONNEE DE POLYNOMES. Passons a un exemple fondamental de famille

puisque la fonction 0z g ) est la fonction nulle. Le quantificateur « V » est ici libre de polynomes, celles ou les degrés ont une forme particuliere.

fondamental pour démontrer la liberté, attention aux oublis ou aux mélanges
dans votre rédaction. ( Définition 6 | Famille échelonnée de polynomes

Une famille de polynémes est une famille échelonnée siles degrés des polyndmes

® [a méme remarque s'applique aussi aux suites. .
sont deux a deux distincts.

— Proposition 8 | Liberté et identification dans les combinaisons linéaires Exemple 20 Les familles ci-dessous sont-elles échelonnées?
Soit (x4, ..., X, ) une famille finie de vecteurs d'un espace vectoriel E. Alors : 1. (X3,X-1,10),
>

¢
k=1 )

P
En d’autres termes, une famille est libre si et seulement si on peut identifier co-
efficient par coefficient toute combinaison linéaire de ces vecteurs.

(x1,..-,x,) estlibre < (V()\k)lsksn,V(pk)lsksn e K",

n
A = ) WX = Yk e[l,n], A=y
k=1 2. (X,XX-1)(X-2),(X+1)*-X*).

Preuve

Choisir simplement (H;);<x<n = (0)1<x<n- On retrouve alors la définition de famille
libre.

Supposons que (X, ...,x,) estlibre. Soient (A;),<r<n» (Mi)1<k<n telles que:

2 Aex= ) WXy, alors: ) (A~ ) x =0,
k=1 k=1 k=1
Or, la famille est supposée libre, d'outl'on tire: Yk e [1, n], Ap—p,=0.
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> (vérification d’échelonnement) On rappelle que dans le Cha-
pitre (ALG) 10, nous avons décrit les polyndmes a l'aide de listes de coefficients
rangés dans l'ordre croissant, nous avons également codé une fonction degré.
On peut donc facilement tester si une famille de polyndmes est échelonnée
en codant une telle famille par une liste de listes : cela revient simplement a
regarder si la liste des degrés n'a pas de doublon.

def est echelonnee(F):

retourne True si F est une famille échelonnée
L_deg = []
for P in F:
deg = degre(P)
if deg not in L deg:
L deg.append(deg)
else:
return False
return True
>>> F = [[0, 0, 1], [-1, 11, [10]]
>>> est echelonnee(F)
True

On en vient maintenant a la propriété principale de ces familles.

!

Théoréme 1| Familles échelonnées de polyn6mes
Toute famille finie de polynémes non nuls de degrés échelonnés de K[X] est

libre.

Attention

La réciproque est fausse : il existe des familles libres non échelonnées de poly-
noémes. Pour une contre-exemple, consulter 'Exemple 21 (2°™¢ exemple).

Preuve  (Point clef— Récurrence sur le nombre de polynomes)
On montre par récurrence la propriété :

P(n) «toute famille échelonnée de polynémes non nuls de cardinal 7 + 1 est libre ».

Initialisation. Montrons £2(0). Soit (P,) une famille d'un polyndme, avec P, # 0. La famille
(P,) est bien entendu échelonnée, et libre car P # 0.

Hérédité. Soit n € N* tel que Z(n) soit vraie. Et soit (Py,...,P,) une famille échelonnée
de n + 1 polyndmes non nuls. Quitte a renuméroter les polyndmes, on peut supposer que :
degP, < ... < degP,. Montrons que (P,,...,P,) est libre.

4

Exemple 21 Les familles ci-dessous sont-elles échelonnées?
1. Lafamille (X?,X~1,10) est échelonnée, formée de polyndmes non nuls, donc
est libre.

R4

2. la famille (X(X —1),X(X —2),(X — 1)(X — 2)) est une famille libre de R,[X].
Est-elle échelonnée?

4

m Familles génératrices

Définition 7 | Famille génératrice
Soit F un sous-espace vectoriel de E, o1 E est un espace vectoriel.

® [Famille finie] Soit (x,,...,x,) une famille finie de vecteurs. On dit que
(xy,...,x,) est une famille génératrice de F, ou que les vecteurs x,, ..., x,, en-
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gendrentF,si: F =Vect(x,,...,x,). Autrement dit, si:

n
Vx e F, EI()\k)lsksn € Kn, X = Z )\kxk,

k=1
c’est-a-dire si les éléments de F sont exactement les combinaisons linéaires
de x4, ..., x,.

Note | Cela implique notamment que x; € F pour touti € [1, n].

® [Famille quelconque] Soit (x;),.,; une famille de vecteurs de F. On dit que
(x;) ;¢ st génératrice dans F s'il existe une sous-famille finie génératrice de
F.

Remarque 6

® Contrairement a la liberté, le caractere générateur ne dépend pas que de la
famille de vecteurs mais aussi de 'espace considéré : une famille génératrice
d’'un sous-espace vectoriel F, ne le sera pas forcément d'un autre sous-espace
vectoriel F,.

® Par définition, une famille de vecteurs (x,, ..., x,,) est toujours génératrice de
Vect(x;,...,Xx,).

Définition 8 | Dimension finie
Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E. On dit que F est de di-

mension finie s'il existe une famille génératrice finie de F.

Notation
Lorsqu’un espace vectoriel F est de dimension finie, on note symboliquement :
dimF < oo.

Attention
Nous n'avons pas encore défini ce qu’est la « dimension » d'un espace de dimen-
sion finie, seulement la propriété de « dimension finie ». Mais nous verrons plus
tard qu'un espace vectoriel de dimension finie possede une « dimension ».

[

Méthode Veérifier la généricité ou non d'une famille

/)

Pour montrer qu'une famille (x, ..., x,,) de vecteurs de F est une famille géné-
ratrice de F, on doit montrer I'égalité d’ensembles éventuelle :

F =Vect(x,,...,x,).
On proceéde donc généralement par double-inclusion, dont 'une est souvent
évidente. n
«Soit x € F. Alors cherchons Ay, ..., A, tels que x = ) Agx. [...] On a

k=1
donc déterminé des A; qui conviennent, donc F c Vect(x,,...,x,).». En géné-

oral, I’étape [...] consiste en les arguments suivants :
® DansR” ouC” : on résout un systeme linéaire.
® Dans R', RN on fait souvent de I'analyse (limites, dérivation, etc.). On peut

aussi se ramener a un systéme en évaluant en plusieurs x, n efc..

Dans le cas ot la famille nest pas génératrice, alors cette inclusion sera fausse : on
trouvera que, pour certains x € F, il nexiste pas de tels A4, ..., \,,.
En général, cette inclusion est évidente. Si on a besoin de la justifier, on ex-
pliquera que x; € [1, n] pour tout i, puis comme F est un sous-espace vectoriel,
on déduit: Vect(x,...,x,) cF.

Exemple 22
1. Soit E = R?. On considere les vecteurs de R? suivants x; = (1,1), x, = (1,2) et
x3 = (1,3). La famille (x,, x,, x3) est-elle une famille génératrice de R??

4

2. Soit E = €' (R,R). Donnons une famille génératrice de :
F={yeE|y =2y}
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3. Soit E = RV, Donnons une famille génératrice de :
F={(u,) €E|VneN, u,,, =5u,}.

7

Nous arrivons a une notion qui généralise les reperes que vous connaissez depuis
longtemps en géométrie.

Définition 9 | Base
Soit E un espace vectoriel. On appelle base de E toute famille de vecteurs de E

qui est libre et génératrice de E.

Remarque 7 Un espace vectoriel réduit au vecteur nul n'a pas de base (puisque
la seule famille de cet espace vectoriel est alors (0y), qui ne peut étre libre).

Rappelons que :

® le caractere générateur garantit I'existence d’'une combinaison linéaire,
® le caractere libre garantit 'unicité des coefficients.

Une base est donc une famille dans laquelle tout vecteur de 'espace vectoriel se dé-
compose en une combinaison linéaire de cette famille, et ce de maniére unique.

Définition/Proposition 1| Coordonnées d’'un vecteur
® Soit (xy,...,x,) une famille de vecteurs de E. Alors :

(xq,...,x,) estune base de E

n
<~ Vx€E, E”()\k)l$k$n € Kn, X = Z )\kxk.
k=1

Autrement dit, tout vecteur de E s’écrit de facon unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de la famille.

n
® Six € E, notons (A(x));<k<n telle que:  x = Y Ap(x)xy. Alors, pour tout

k=1
k €1, n], le scalaire A, (x) s'appelle la k-ieme coordonnée de x dans la base
(X1, .00 X))

Preuve Ilya quelque chose a montrer dans le premier point uniquement. On procede par
double implication.

Supposons que %8 = (x,,...,x,) est une base de E, donc libre et génératrice. Soit x €
E. Alors puisque 28 est génératrice,

n
AN 1cken €K, X =) Ay
k=1
n
On souhaite montrer 'unicité, soit donc ([);<x<, € K" desorteque: x =Y pex;.Alors:
k=1

n n
2 Aexe =) WX, = Vke[l,n], Ap =y
k=1 k=1 2 libre

Le caractére générateur est alors immédiat.

En résumé,

LIBRE UNICITE des coefficients d'une combinaison linéaire
GENERATRICE —  EXISTENCE des coefficients d’'une combinaison linéaire
BASE EXISTENCE et UNICITE des coefficients d'une

combinaison linéaire (— notion de « coordonnées »).

En Mathématiques, I'adjectif canonique signifie parfois «le plus simple ». On pré-
sente donc quelques exemples de bases fondamentales dans la prochaine proposi-
tion, on vérifie sans aucune difficulté que ce sont bien des bases.

O

— Définition/Proposition 2 | Bases canoniques de K", K, [x]
Soient n, p = 1 deux entiers.

® [DansK"”] Notons
e, =(1,0,0,..,0), e =(0,1,0,..,0), ..., e,=(0,0,0,..,1).
La famille (e;); <, est une base de K", appelée base canonique deK".
® [Dans9, ,(K)] Notonspourtoutk € [1,n],et? € [1, p], E; , lamatrice de
M, , (K) constituée de zéros partout sauf pour le coefficient en ligne k et co-
lonne ¢, quivaut un. La famille (Ei o)k, eye[1, n]«[1, p] €St une base de M, , (K),
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v/

appelée base canonique de,, ,, (KK).

® [DansK,[X]] Lafamille (x* Jo<ken
appelée base canonique de K ,[X].

=(1,X,X?,...,X") est une base de KK ,[X],

Notation

Dans 'un des espaces vectoriels précédents, on notera 28°*" 'une des bases ca-
noniques précédentes.

Preuve Vérifions que la famille (e, ..., e,) oli:
e, =(1,0,0,..,0), e,=(0,1,0,...,0), ...,

est bien une base de K".

® [Génératrice]

4

e, =(0,0,0,...,1)

® [Liberté]

4

Exemple 23 (Canoniques)
e [Uplets] DansR?, labase canonique est ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
® [Matrices] Dans i, ; (R), la base canonique est :

100 010 001
E“:(O 0 0) E1,2=(0 0 0) Elﬁ:(o 0 o)

000 000 000
EZ'I‘(l 0 0) EZ’Z‘(O 1 0) E2’3‘(0 0 1)'

On constate qu’il y a six matrices élémentaires, elles forment une base de
M3 (R).

® [Polynémes] Dans R,[X], la base canonique est (1,X,X?).

Remarque 8

Pour le moment, montrer qu'une famille est une base consiste en la véri-
fication de la liberté et du caractére générateur (cela fait donc appel a des
méthodes déja connues). On peut également vérifier la Définition/Proposi-
tion 1.

® Plus tard, une fois la notion de dimension étudiée, nous verrons que dans
certains cas on peu se passer de 'une des deux propriétés.

Exemple 24

1. Montrer que la famille ((1,1),(1,-2)) est une base de R?. (Ici, on uiilise la

Définition/Proposition 1, puisque I'écriture de tout vecteur de R* en fonction de cette famille

semble possible (systeme))

7
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2. Montrer que la famille (X* +X,X? +1,X + 1) est une base de R,[X]. (Ici, on
utilise la Définition/Proposition 1, puisque l'écriture de tout vecteur de R,[X] en fonction de
cette famille semble possible (systeme))

4

3. OnnoteE = {y € 6?|y” -3y’ +2y = 0}. Déterminer une base de E. (Ici, la
seule possibilité pour avancer est de commencer a résoudre UE.D. : on va donc trouver une
famille génératrice puis prouver la liberté)

4

4 OnnoteE={(u,)eRY|VneN,u,,, = -u,,; —u,}. Déterminer une base
de E. (Ici, la seule possibilité pour avancer est de commencer & résoudre I'S.R.L.2 : on va

donc trouver une famille génératrice puis prouver la liberté)

4

Extraction & Complétion de familles

Il est possible de construire des bases a 'aide de familles libres (en complétant), et
de familles génératrices (en extrayant). Nous allons établir deux faits principaux :

1.

—

toute famille libre peut étre complétée en une base (de-méme, toute famille gé-
nératrice peut étre diminuée en une base),

toutes les bases ont méme cardinal; cet entier commun, nous allons I'appeler la
dimension.

Proposition 9 | Augmentation d’'une famille libre finie
® Soit E un espace vectoriel.

(i) <£=(,,..1¢,)libredansE
(i) ¢, ¢VectZ

® On peut donc compléter une famille libre en une famille libre, en ajoutant un
vecteur qui n’est pas combinaison linéaire des précédents.

— g’ = ((1,...,£n,€n+1)libre.

Preuve SoientA,,...,A,,; €K telsque:
n+1 n
YA =0<= Y Nl +A, 10,0 =0.
k=1 k

=1
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Supposons par I'absurde que A, # 0. Alors €, = )
k=1

n+l1 )\k
- 4. € Vect(¥) — Contradic-
n+1
tion. Donc finalement A,,,; =0 et lon tire: Y A ¢, =0, mais (¢,,...,¢,) est supposée
k=1
libre, donc: Vke[l,n], A, =0.0nabien montréautotalqueA; =--=A,=A,,; =0
d’otla liberté de la famille £'.

Exemple 25 DansR3, on considere £ = (¢,,¢,) = ((2,1,0),(1,-1,0)). Appliquer
le résultat avec ¢; = (2,3,1).

7

— Proposition 10 | Diminution d’une famille génératrice finie

® Soit E un espace vectoriel.
(i) ¥=(g,...,8,.) génératrice de E
(") 8n+1 EveCt(gl’---rgn)

Onaaussi: Vect(g,...,8,+1) = Vect(g,,...,8,)-
® On peut donc diminuer une famille génératrice en une famille encore géné-

= ¥ =(g,.., g,) génératrice.

ratrice en éliminant des vecteurs qui sont combinaison linéaire des autres.

Preuve Nous avons déja vu que si g,,, € Vect(g,,....g,) alors : Vect(g,,....,8,) =
Vect(g;,.--»8n+1)- Donc si E = Vect(gy,...,8,+1), alors E = Vect(g,...,g,) et la famille
(g;,---,8,) est bien génératrice.

Exemple 26 On considére le sous-espace de R® suivant E = Vect (g, &, g3), oll
g =(2,1,3),8 =(1,0,1). On notera ¥4 = (g;, 8>, 83)- Appliquer le résultat a g; =
(1,1,2)?

R4

Les propriétés précédentes nous apprennent donc que :

® J'on peut augmenter une famille libre finie (en une nouvelle famille libre) en ajou-
tant un vecteur qui n'est pas combinaison linéaire de ceux de la famille.

® D’autre part, on peut diminuer une famille génératrice finie (en une nouvelle fa-
mille génératrice) en retirant un vecteur qui est combinaison linéaire des autres.

n DIMENSION & REPRESENTATION MATRICIELLE

m Dimension

Le lemme de STEINITZ, dont la preuve est trés technique, permet de comparer le
nombre d’éléments d’'une famille libre par rapport au nombre d’éléments d'une fa-
mille génératrice.

Lemme 1| de STEINITZ
Soient E un espace vectoriel de dimension finie engendrée par une famille ¢4 de

n € N* vecteurs. Alors :
® toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

® Par conséquent, si £ est une famille libre, alors: Card Z < Card¥.

Preuve
® On démontre par récurrence que, pour tout n = 1, la propriété suivante est vraie :

«Dans un espace vectoriel engendré par n vecteurs, toute famille ayant n + 1 éléments
est liée. »

Initialisation. On vérifie que la propriété est vraie pour n = 1. Soit E un espace vectoriel
engendré par un vecteur noté g,, et soit (x;, x,) une famille de E ayant deux éléments.
On suppose dans la suite que x, # 0, x, # 0 (dans le cas contraire, I'un des deux est nul et
le résultat évident).

Les vecteurs x, et x, peuvent s’écrire comme combinaisons linéaires du vecteur g, ; au-
trement dit, il existe des scalaires A;, A, tels que x;, = A, g; et x, = A,g;, ce qui donne la
relation: A,x, —A,x, = Og. Puisque x, # 05, ona A, #. Larelation A,x, —A, x, = O; prouve
alors que (x;, x,) est liée.

Hérédité. On démontre maintenant que sila propriété est vraieaurang n—1avec n =2,
alors elle vraie au rang n.

Soit E un espace vectoriel engendré par n vecteurs notés g;,8,,...,8, €t soit
(%1, X2, +.es Xy X 41 ) une famille de E ayant n+1 éléments. Tout vecteur x;, pour j € [1, n+
1], est combinaison linéaire de g,, g, ..., ,, donc il existe des scalaires )\{,)\{Z, o, N, tels
que: x;= )\]igl + )xégz + et )\’;tgn. (%) Enparticulier, pour j = n+1, le vecteur x,,,
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s’écrit :
— \n+l n+l n+1
xn+1_A1 gl+)\2 gz+ +An 8n- (**)
o Six,,; estnul, cest terminé, la famille est liée;
o sinon, x,,; est non nul, et au moins un des coefficients )\}’” est non nul. On sup-

pose, pour alléger I'écriture, que A"*! est non nul (sinon il suffit de changer I'ordre
des vecteurs). Formons une nouvelle famille de n vecteurs seulement (y,,...,y,,), de
la maniere suivante :

VIl nl =R =Nk = (NN - NAL g

1
n-1 . . . .
= 3 (ML= NN g+ (e - Ak ) g,

=Y (AN - MR gy
k=1

Ainsi, la famille (y,, ...,y,) est une famille de E' = Vect(g,, ..., g,_;) qui est un espace
vectoriel engendré par n — 1 vecteurs. On peut donc appliquer 'hypothése de récur-
rence : la famille (y,,...,y,) est liée. Par conséquent, il existe des scalaires non tous
nuls py, Yy, ..., 1, tels que :

Y1+ Wpye + o+ W, Y, = Op.
En remplagant les y; par leur expression en fonction des vecteurs x;, on obtient :

ALy + AL g 4 o+ AR G, = (A, + o+ AT ) X = O

s
—_—

Le coefficient A*! a été supposé non nul et au moins un des scalaires i, i, ..., 1,
est non nul; on a donc une combinaison linéaire nulle des vecteurs x,, x,, ..., X,,, X, 41
avec des coefficients qui ne sont pas tous nuls, ce qui prouve que ces vecteurs forment
une famille liée.
® e plusdurestfait, puisqu'en contraposant nous avons montré précédemment que toute
— Définition/Proposition 3 | Dimension

famille libre possede au plus n vecteurs. Donc Card £ < Card 9.
O-
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors :
® o siE # {0z} : toutes les bases de E ont le méme cardinal, on 'appelle la di-
mension de E, et est notée dimE.
¢ SiE ={0g}, on pose comme convention: dim ({0z})=0.
® Soient Z une famille libre et ¢4 une famille génératrice finie de E. Alors :

Card & < dimE < Card%.

On savait déja que Card £ < Card ¥, et finalement entre les deux vient
S'intercaler la dimension.

Note

Preuve
® Montrons que dansle cas E # {0}, toutes les bases ont méme nombre d’éléments. Soient
% et B' deux bases de E ayant respectivement n et n’ éléments. Alors d’aprésle Lemme 1 :

7

= n<sn
= n'<n

donc: n=n'.

B libre, B' génératrice
9B génératrice, B’ libre

® Pour le second point, considérons une base 98 de E. En appliquant le lemme avec £ = 8

(resp. ¢ = AB) on déduit que toute famille génératrice (resp. libre) a au moins (resp. au
plus) n éléments. D’ou le résultat.

Proposition 11| Cardinal d’'une famille liée/non génératrice
Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

® Toute famille de cardinal strictement supérieur a n est liée.
® Toute famille de cardinal strictement inférieur a n n’est pas génératrice.

Preuve

® Déjavudansle Lemme 1.

® Soit & une famille telle que Card (&) < n. Alors & n'est pas génératrice, puisque si elle
I’était on aurait Card (&) = n d’apres la proposition précédente.

— Définition 10 | Droite, Plan & Hyperplan

Soit E un espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel F de E est appelé :

® droite vectorielle si dimF = 1 c’est-a-dire s'il existe e # 0 tel que F = Vect(e).

® Plan vectoriel si dimF = 2 c’est-a-dire s'il existe e, e, non colinéaires tels que
F =Vect(e,, &,).

® HyperplansidimE =1 (enparticulierE est de dimension finie) etdimF = dimE—1.

Remarque9 SidimE = 3 (par exemple, R, [X], R® etc.), les hyperplans sont exac-
tement les plans.

Attention Confusion cardinal/dimension

Ne pas confondre les notions de cardinal et de dimension!

® Une famille a un certain cardinal mais pas de dimension,

® et par contre un espace vectoriel (de dimension finie) a une dimension mais
est toujours de cardinal infini lorsque K = R ou C (sauf {0}).

En revanche, on a toujours que si & est une basede E: dimE = Card 2.

Exemple 27 (Canoniques)

® [Uplets] dimK”"” =n (notammentdimkK =1).

® [Matrices] dim9M, ,(K)= np.En effet, il existe np matrices élémentaires
dans la base canonique.

® [Polynémes] dimlkK,[X]=n+1 puisque Card(1,X,...,X")=n+1.

Exemple 28 Préciser la dimension des espaces vectoriels de 'Exemple 24.

1. p’ 2. p’
3. 4,



Exemple 29
1. DansE = [Rg,

F={(x,y,2)eR®|x+y+z=0},
est un hyperplan de R* donc un espace vectoriel de dimension 2. Pour le
prouver, il suffit d’en obtenir une famille génératrice.

BCPST1 (€9 2023-2024

7’
4. F={ye2'(RR) |y’ =2y} est un espace vectoriel de dimension 1. En effet,
nous avions montré que F = Vect(e, : x — e?*), et de plus e, # Ogr, donc
2. DansE=R*, (e,) est une base de F, ainsi dimF = 1. Plus généralement, cest le cas de toute
- W |X+Yy—2z-1=0 équation différentielle linéaire d'ordre 1.
N F= oraner xX-y-z+t=0 5. F= {(un)ERN|Vn€N, U,z = 3U,} est un espace vectoriel de dimension 2.
. . . 4 Plus généralement, cest le cas de toute suite récurrente linéaire d'ordre 2.
est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de R*.
¢ '
)
3. Plus généralement, dans E = R”, notons
F={(xy,...,x,)€E|a;x, +...+a,x, =0},
avec ay, ..., a, € K de sorte que a,, # 0. Alors F est un hyperplan de R donc 6. On pose F = {P € Ry [X] |P(0) —P(0)=0= P(l)}. Alors F est un sous-espace
un espace vectoriel de dimension n — 1. Pour le prouver, il suffit d’en obtenir vectoriel de R;[X], déterminer sa dimension.
une base. ys

. . P
Notez que sin =3, a, = a, = as = 1, on retrouve le premier exemple.

Note | La démarche précédente fonctionne de la méme maniére si l'un des a;
(pas forcément le dernier) est non nul.

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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7. SoitneN, telque n=2.0Onpose F={PeR,[X]|P(0) =P(1) = 0}. Alors F est
un sous-espace vectoriel de R, [X] de dimension n — 1. Est-ce un hyperplan

deF?

4

Enfin, un résultat fondamental qui nous permet de gagner du temps en pratique :
lorsque le nombre d’éléments d'une famille est égal a la dimension de I'espace en
question (encore faut-il la connaitre, on ne 1'utilisera donc que dans ce cas), il suffit

de prouver le caractere générateur QU libre.

Théoréeme 2 | Libre < Génératrice « parfois »
Soient E un espace vectoriel de dimension finie non nulle et & une famille finie

telle que Card & = dimE. Alors :
(i) & estunebasedeE

< (ii) < estune famille libre de E

< (iii) & estune famille génératrice de E.

v/

Et en général, on préfere montrer qu'une famille est libre, c'est souvent

Note plus rapide.

~)

Preuve Notons n = dimE # 0.

(i) = (ii) et (i) = (iii) sont évidentes.

Montrons que (ii) = (i). Notons & = (x;, ..., x,,), de cardinal n = dimE et supposée libre.
Montrons que & est génératrice, elle sera alors une base.

Par I'absurde, supposons que & n'est pas génératrice de E, c’est-a-dire que Vect(%) #
E. Alors choisissons x,,; € E~ Vect(&¥). D’apres la Proposition 9, la famille &' =
(xy,---»X,,X,,;) est encore libre, ce qui est contradictoire puisqu’elle est de cardinal
n+1>n=dimE. Ainsi &' est génératrice.

Montrons que (iii) = (i). Notons & = (x,,...,x,), de cardinal n = dimE et supposée
génératrice. Montrons que & est libre, elle sera alors une base.

Par I'absurde, supposons que & n'est pas libre, c’est-a-dire que I'un des vecteurs s'ex-
prime comme combinaison linéaire des autres, par exemple x,, € Vect(x,,...,x,_;). Alors
d’apres la Proposition 9, la famille &' = (x4, ..., x,_;) est encore génératrice, ce qui est
contradictoire puisqu’elle est de cardinal n — 1 < n = dimE. Ainsi & est libre.

Méthode Montrer qu’une famille est une base

Pour montrer qu’'une famille (x,, ..., x,) de vecteurs de F est une base de F, deux

cas se présentent.

® [Cas 1:dimF connue] Cest le cas favorable. Si pour une raison ou une
autre on connait la dimension de F, et que n = dimF, alors on montre que
(xy,...,x,) estlibre ou génératrice.

® [Cas 2:dimF inconnue] On montre les deux propriétés a 'aide des mé-
thodes déja vues.

Exemple 30
1. Lafamille Z = ((0,1,2),(1,2,0),(2,0,1)) est une base de R3.

4

2. Montrer que & = (1+X,1+X? X +X?) est une base de R, [X].
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3. Pour a € K. La famille de polynomes & = (1,X - a, (X — a)?,(X — a)*) est une
base de K4[X].

4

Proposition 12 | Inclusion et dimension
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension

finie. Alors :
® Fc G = dim(F) <dim(G).
® FcGet dim(F) =dim(G) = F=G.

Preuve  Soit 98 une base de F.

® Supposons F c G. Alors 28 est une famille libre (car c’est une base!) de vecteurs de G (car
F < G). Donc Card(2) < dim(G). Comme par définition Card(98) n'est rien d’autre que
la dimension de F, on a bien dim(F) < dim(G).

® Supposons toujours que F c G, mais également que dim(F) = dim(G). Dans ce cas, % est
toujours une famille libre de vecteurs de G, mais qui est cette fois-ci de méme cardinal
que la dimension de G (Card(£8) = dim(F) = dim(G)), c’est donc une base de G (d’apres
le Théoreme 2). En particulier, 8 engendre G et G = Vect(%) = F.

Exemple 31 Retrouver plus rapidement le résultat de 'Exemple 16.

m Représentation matricielle de vecteurs

Les matrices ont pour le moment été étudiées comme des tableaux de nombres (en-
tiers ou réels par exemple, voir complexes). Nous allons voir en quoi elles peuvent
étre aussi utiles pour étudier les vecteurs, les applications linéaires etc. Nous com-
mengons ici ce travail avec les vecteurs et les familles de vecteurs.

— Définition 11 | Matrice d’'un vecteur
Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7, muni d’'une base 2 = (e, ..., €,,).

Soit x un vecteur de E de coordonnées x,, ..., x,, dans la base %, i.e. :

n
X= ) Xper.

k=1
® On appelle matrice du vecteur x relativement a la base 98 1a matrice colonne
X1
suivante : h/glt(x) =| : |eMm,, (K).
xn

Par unicité des coordonnées d’'un vecteur dans une base, l'objet est
Note | donc bien défini. Attention cependant au fait que les coordonnées
dépendent de l'ordre des vecteurs composant la base

® Lorsque E dispose d'une base canonique (K, [X], K", etc.), on dit que %Icg} (x)

est la matrice canoniquement associée a x.

De maniére générale, toutes les notions de matrice qui suivront dépendront du choix
d’'une base. Nous aurons des moyens simples de passer d'une base a I'autre dans un
second temps (via les formules de changement de base, qui seront vues en 2éme
année).

Exemple 32
1. Considérons x = (1,2,3) € R®, et munissons R* de deux bases : la base cano-
nique B = B et la base € = (a,b,c),oua =(1,1,1), b=(0,1,1) et c =

1
(0,1,-1), on admet qu’il s’agit bien d'une base. Alors, on a: Ngt (x)y=|2].
3
Que vaut l\/c[gat(x) ?
7
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2. ConsidéronsP = 1+X+X? € R,[X], et munissons R, [X] de deux bases :1a base
canonique %" etlabase € = (1,X —1,(X—1)?). Alors,on a:

1
Mat(P) =|1|. Quevaut Mat(P)?
7] 1 %
7

Exemple 33 (Un cas spécial) Soient n =1 et E = K”. Que dire de I'application :
K" - S):nn,l (K)

2
(xly---)xn) — lgglcgnt((xl)---yxn)) )

Et dans le sens inverse ? Peut-on voir toute matrice colonne comme la matrice d’'un

certain vecteur dans une certaine base? La réponse est oui.

— Proposition 13 | La matrice dans une base caractérise le vecteur
Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d'une base 98. Lapplication

E — 9:nn,l (K)

¢, — M%?t( X) est une bijection.

® Ainsi, étant donnée une base 43 fixée, il y a une correspondance bijective entre
les colonnes de 91, ; (K) et les vecteurs de E. Et pour tout (x,y) € E%, (A, p) €
K%, ona:
o Mat(Ax +py) =AMat(x) + uMat(y)
o l\/gtt(x) = I\gclt(y) = x=y.

Preuve Notons B = (e, ...,e,).

E — M, (K)
X — M%at (x)
o Elle est injective : soient x, y € E tels que @(x) = ¢(y). Alors :

51
Mat (x) =(p )=1\ggt(y).

® Commencons par montrer que ¢ est une bijection.

Donc par définition: x =) p;e; =y, et @ est bien injective.

1=

M1
o Elle est surjective : soit X = ( . 1 €M, (K), on cherche alors x € E tel que l\/glt(x) =
Hn
n

X. On vérifie sans peine que x = )_ yi;e; convient.
i=1

n n
® Soient (x,y) € B, (A, n) € K% Alors notons x = Y_A;e;,y = Y p,e; avec A; € K, p; € K
iz iz
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pourtouti€ 1, n].Alors: Ax+py =) (AA; + py;) e;. Cette égalité nous dit alors que

i=1
les coordonnées de Ax + puy dans la base 28 sont les combinaisons linéaires des coordon-
nées de x et y dans cette méme base. Ainsi,

AN+ gy A M
I\/glt()\x+py) = : =Al ¢ |+ =A1\%at(x)+p1\/§1t(y).
AN, + i, A Hu

La derniere propriété découle simplement de l'injectivité de .

n

On peut alors considérer la définition ci-apres.

ez N

— Définition 12 | Vecteur associé a une matrice colonne
Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d'une base 2.

® Pour tout X € 9M,, ; (K), il existe un unique vecteur x appelé vecteur associé a
X dans 98 tel que : I\/gt (x) =X.

® Lorsque E dispose d'une base canonique (I, [X], K", etc.), on dit que x véri-

— Définition 13 | Matrice d’'une famille
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’'une base 8 = (e, ..., &,)-

Soit une famille & = (x, ..., x,) de p vecteurs de E. On appelle matrice de la fa-
mille & relativement a la base 98 1a matrice

Mat(#) = | Mat(x)| ... Ngt(x,,) eM,, (K).

Sip =1,% = (x,), on retombe sur la définition de matrice d'un vecteur

Note s
vue precedemment.

Autrement dit, c’est la matrice ot la i-eme colonne est la matrice du i-éme vec-

fiant I\QZIcgl:[ (x) =X est le vecteur canoniquement associée d x.

3
Exemple 34 On reprend I'Exemple 32. SoitV=|2].
1
1. Déterminer un vecteur x associé a V dans %4 (donc « canoniquement asso-
cié ») puis dans €.

4

2. Déterminer un polynéme P € R,[X] associé a V dans 2 (donc « canonique-
ment associé ») puis dans €.

7

Nous savons représenter des vecteurs a 'aide d'une matrice de coordonnées, on
étend sans peine cela a une famille de vecteurs.

teur de la famille.

Exemple 35 (avec des uplets) On reprend I'Exemple 32 item (1). Alors :

100 10 0
Mat(8)=|0 1 0| et Mat(¥)=|11 1
# 001 # 11 -1
Calculer N(Igat(%”) et N(Igat(,%), puis N([gat(@) X l\/glt(cg). Que conjecturer?
’I
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Exemple 36 (avec des fonctions) On note F = Vect(cos, sin) dans E = R®. On

considere f : x — cos(x + 1) et g : x — sin(x — 1). Montrer que f,g € F et

déterminer ( Mat : ((f,g)). On admet ici que (cos, sin) est une base de R¥.
cos,sin

7
o
Rappelons déja que nous avons rencontré une premiere notion de rang dans le cas
des matrices : il s’agit du nombre de pivots d'une forme échelonnée. On poursuit les
nombreuses définitions de rang avec celle concernant les familles de vecteurs.
Définition 14 | Rang d’une famille de vecteurs
Soit (xy,...,x,) une famille finie d'un espace vectoriel E. On appelle rang de la
famille (x,, ...,x,), et on note Rg(x,, ..., x,,), 'entier défini par :
Rg(x,,...,x,) =dimVect(xy,...,x,,).
Exemple 37 (avec des polynémes) Nous avons déja montré que & = (X(X — Exemple 38
1),X(X-2),(X-1)(X-2)) est une base de R,[X]. Onnote P=X?* +X+1etQ = 1. Dans K[X],ona: Rg(1,X,X?X3) = 4. En effet, on reconnait la base cano-
X2 — 1. Déterminer Ngt((P, Q)). nique de K;[X], donc Rg(1,X,X?,X?) = dimK;[X] = 4.
# 2. DansK[X],ona: Rg(OK[X],X, 2X,3X) =1, car:

Vect(0kx), X, 2X, 3X) = Vect(X).
Et dim Vect(X) = 1 puisque X # 0.
3. DansR? ona: Rg((1,1,0),(0,0,1)) = 2, carlesvecteurs (1, 1,0), (0,0, 1) sont
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non-colinéaires donc forment une famille libre qui est aussi une base du Vect.
4, Dans R®, on a : Rg((1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) = 2, car (1,1,1) = (1,1,0) +
(0,0,1), donc

Vect((1,1,0),(0,0,1),5343X]) = Vect((1,1,0),(0,0,1)).
Et(1,1,0),(0,0,1) sont non-colinéaires donc forment une famille libre qui est
aussi une base du Vect.
5. DansR", calculer: Rg((2"),(n2")). Notons F = Vect((2"),(n2")) et mon-
trons que ((2"),(n2")) est une base de F.

4

— Proposition 14 | Lien rang d’'une matrice de famille / rang de la famille
Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7, muni d'une base Z8. Soit une

famille & de p vecteurs de E.
® Alors: Rg(h/glt (F) ) = Rg (9)

———
«nombre de pivots» ~ «dim du vect»
® Parconséquent,sin=p: & estunebasedeE < Mat (%) estinversible.
B

Le rang d’'une famille de vecteurs est donc égal au rang de la matrice de cette

Note famille dans wimporte quelle base 98 de E

Preuve
® Admis.
® Par conséquent, si n = p, on a d’apres la proposition précédente :

Z estunebasedeE <= Rg(F)=n= Rg(l\/glt(g)) — h/gt(g) inversible.

— Proposition 15 | Rang et liberté/généricité

Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7. Soit une famille & de p vecteurs
de E. Alors :

® Festlibre < Rg(¥F) =p,

® ZFestgénératrice < Rg(F) =n,

® Festunebase < Rg(¥F)=n=p.

Preuve

® On sait que & est une famille génératrice de Vect(&). Donc & est libre si et seule-
ment si & est une base de Vect (&). Or & est une base de Vect (&) si et seulement si
p = Card (&) = dim Vect (¥) = Rg.Z. Finalement & est libre si et seulement si Card (&) =
p=RgZ.

® Par définition & est génératrice de E si et seulement si E = Vect(&). Or, puisque
Vect(Z) cE, on a d’aprés la Proposition 12 :

Vect(#) =E < RgZ =dimE = n.

® 7 estune base de E si et seulement si & est libre et génératrice de E. Avec ce qui précede :

Z est une base de E si et seulement si Rg(F) = n = p.

Exemple 39 Soit m € R. Pour quels m la famille ((m, 1,1), (1, m, 1),(0,0,1)) est-
elle une base de R®?

4

TROUVER UNE BASE D'UN Vect. Lorsqu'un sous-espace vectoriel est donné sous
forme d’un Vect, il arrive parfois (mais rarement!) que la famille apparaissant dans
le Vect ne soit pas libre auquel cas elle ne fournit pas de base. Il faut donc «net-
toyer » la famille présente dans le Vect, en cherchant les vecteurs qui sont combinai-
son linéaire des autres. Sur les deux premiers exemples, les combinaisons linéaires
se devinent, sur le troisieme nous emploierons une autre méthode qui fonctionne
en toute généralité en échelonnant une certaine matrice.

Exemple 40 Notons u; = (1,-5,7),u, = (2,6,8),u; = (3,1,15),u, = (1,11,1).
Alors (u;, u,) est une base de F = Vect(u,, u,, us, u,), donc dimF = 2.
s’ Onalesrelations linéaires u; = u, + u, et ty = U, — u,. Ainsi,

Vect (uy, uy, 3, 1) = Vect(uy, Uy, uy + ty, Uy — uy) = Vect(uy, u,)
en utilisant les propriétés du Vect déja vues. Ainsi, (u;, u,) est une famille libre
de F. On vérifie facilement quelle est également libre, donc cest une base de F et
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dimF = 2.

Exemple 41  Notons u; = (1,0,2,1),u, = (2,1,3,2),u3 = (1,1,1,1),u, =
(0,1,-1,0), u5 = (4,2,6,4). Alors (u,, u,) est une base de
G = Vect(uy, u,, uz, uy, us), donc dimG = 2.

o’ On a les relations linéaires us = uy + Uy, Uy = Uy — 2Uy, Us = Uy + Uy + Us.
Ainsi,

Vect (uy, ty, 3, 1 1) = Vect(uy, uy).
Ainsi, (u;, u,) est une famille libre deF. On vérifie facilement qu'elle est également
libre, donc cest une base deF et dimF = 2.

Passons désormais a un exemple moins élémentaire.

o Méthode Trouver une base d’un Vect

Soit # = (u, ..., u,) une famille de vecteurs de E, on souhaite trouver une base
de:
F =Vect(uy, ..., u,).
® Si 7 est clairement libre, on peut conclure.
® Sinon, & est liée et il existe des relations linéaires entre certains éléments de
la famille.
o Si elles sont évidentes, on peut conclure directement (c’est le cas des
exemples précédents).
¢ Sinon, on échelonnelamatrice: A= Ngt (&), ol1 B estune base fixée (la

plus simple possible, le plus souvent 28 = 28°*"). C’est la matrice de format
n x p outla colonne j € [1, p] contient les coordonnées de u;. On obtient :

ALB= Cy|...|C, | avec BI'échelonnée-réduite de A.

P
Notons r = RgB. Puisque B est échelonnée réduite, des relations linéaires
entre les C; se lisent facilement sur la matrice (plus précisément, les C;
n’'étant pas des colonnes pivot s'expriment en fonction des autres, on
trouve au total que n—r vecteurs s'expriment en fonction de r vecteurs). De
plus, ces relations linéaires sont les mémes que celles cherchées sur les u;
(c’est une propriété que I'on admet, mais que I'on vérifiera sur le prochain
exemple).

Exemple 42 (dans R") Notons u; = (2,-1,0),u, = (1,1,1),u3 = (-1,2,1), u, =
(1,1,0), u5 = (0,—1,-1). Déterminons une base de F = Vect(u,, u,, us, Uy, Us).

1. La matrice a échelonner est donc :

21 -1120
A=|-11 2 1 -1}/.
01 1 0 -1
Dans le Chapitre (ALG) 9, nous avions trouvé que I’échelonnée-réduite était :

1

Bo-10 3
ALlo B 1 0-1|=|C|C,y|C3|Cy|Cs |. (lespivotssont surlignés)

oo o [}

. On peut ensuite facilement deviner des relations linéaires entre les colonnes

de I’échelonnée-réduite. ) )
p’ C3:_C1+C2, C5:§C1_C2+§C4.

Ceest ici que la magie opére : ces relations sont vérifiées aussi sur lesu;, i € [1,5],

1 1
u3:—u1+u2, u5:§u1_uZ+§U4!

. On peut a présent conclure quant a la dimension.

o’ Vect(u,, Uy, B, Uy, 1K) = Vect(uy, Uy, tyg).

Il n'est pas nécessaire de montrer a la main que (u,, u,, u,) est libre car on vient
de prouver en échelonnant que cest une famille de rang 3 (puisque A est de
rang 3). En effet,

® (u,,u,,u,) est génératrice dapres les calculs précédents,

® etCard(u,,u,, u,) =3 =dimF = RgA.

Donc: |dimF = 3}, et (uy, u,, u,) en est une base.

Exemple 43 (dans R,[X]) Notons P, =2-X,P, = 1 +X +X?P; = -1 +2X +
X2, Py=1+X,P;=-X —X2. Déterminons une base de F = Vect(P,,P,,P;, Py, P5).
1. On cherche alors la matrice de & = (P;, P,, P5,P,, P5) dans la base canonique

2B ona:
21 -110
%§}(9):A: -11 2 1 -1}
01 1 0-1
On retrouve la matrice de 'exemple précédent.

2. Les calculs du précédent exemple fournissent alors les relations linéaires

cherchées :
1 1
P3 :_P1+P2, P5 = §P1_P2+§P4.

3. On peut a présent conclure quant a la dimension.

Vect (P, P,, 3§, Py, J&) = Vect(Py, P,, Py).
donc|dimF = 3],
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EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Connaitre la définition d’espaces vectoriels et de sous-espaces vectoriels :
® Savoir démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel d'un espace vec-
110 & [ PP O
® Savoir montrer qu'un vecteur est une combinaison linéaire d’autres vecteurs . [J
2. Maitriser la notion de base :

® Savoir montrer qu'une famille estlibre .............. ... ..., O
® Savoir montrer qu'une famille est génératrice ............. ... .. oL O
® Savoir montrer qu'une famille est une base d'un espace vectoriel ............ O
® Connaitre les bases canoniques des espacesusuels .......................... ([
® Savoir déterminer la dimension d'un sous-espace vectoriel .................. O

Exercice 1 | Vrai ou Faux? solution En cas de réponse fausse, on donnera un contre-
exemple.

La famille f : x — x,g : x — —x, h: x — | x| est libre.

Lintersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Une famille de vecteurs deux a deux non-colinéaires est libre.

Si(ey,...,e,) et (fi,..., f,) sont des familles libres de E, alors (e; + f;,..., e, + f,,)
est libre.

5. Tout élément du sous-espace vectoriel engendré par des vecteurs x,...,Xx,, est
une combinaison linéaire de deux de ces vecteurs.

FWNR

Géométrie & Matrices

Exercice 2 | Etre ou ne pas étre un espace vectoriel solution Les ensembles ci-
dessous, sont-ils des espaces vectoriels? Lorsque cela est possible, on I'exprimera
sous forme d’un Vect.

Ey={(x,y) e RS [x =y}, B = {(x,y) € R | x # ¥}, Ef = {(x,y) e R® [x >y},
. EZ:(Ox)U(Oy),E'Z:{(x,y)e[R2|y:1},
. Es={(x,y)eR?|y-x=1},
. Ey={(x,y) eR?*|x*—y* =0}, B} = {(x,y) e R*| x* + y* = 0},
. Es={(x,y,2) eR®|x+y+2=0,x—y+2z=0},
E. ={(a,a-b,a+b,b)|(a,b)cR?.

g WN =

123 a b
6. E6:{X€9ﬁ3'1([ﬂi) (1 0 I)X:—ZX},EEZ{(O _a) (a,b)eRZ}.
111

Exercice 3 | Etudes de liberté/généricité dans K" Solution

1. Les familles suivantes sont-elles libres?

11) °(£1 = ((1’1’1)’(2’2’2))»
12) %, =((1,0,1),(0,2,2),(3,3,0)),
1.3) %, =((-1,-2,2),(4,-3,-2),(2,-1,-1)).

2. Les familles suivantes sont-elles génératrices de R3?
2‘1) (gl = ((1,0,0),(0, 1,0),(0,0,2)),
22) %, =((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)).

Exercice 4 | Solution

1. Montrer que: E =Vect((0,1,1),(1,0,2))=Vect((1,-2,0),(1,1,3)).
2. Ecrire E sous forme d’équation cartésienne.
3. Les sous-espaces vectoriels G, = Vect((1,2,3),(3,2,1)) et

G, =Vect((1,0,-1),(2,4,6)) sont-ils égaux?

Exercice 5 | Solution Dans R®, on pose € = ((1,1,1),(2,3,5),(3,4,6),(1,2,4)) et F =
—_— — Y—— Y~——

uy u us Uy
Vect(€). On note également 8" = (e,, e,, e;) la base canonique de R.

1. Justifier que la famille € est liée.

2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2, en donner une
base.

3. Montrer que F = {(x,y,2) e R*|2x -3y + z = 0}.

4. Montrer que % = (u,, U,, e;) est une base de R>.

Exercice 6 | Avec un parametre Solution Pour m € R, on note u = (4 —m,4,4), v =
(3,3-m,6) et w = (3,6,3 — m). Pour quelle(s) valeur(s) du parametre m la famille
(u, v, w) est-elle une base de R*?

Exercice7 | Solution Soient les deux ensembles ci-dessous.

e F={(x,y,2)eR’|y =2}, ® G={(x,y,2) eR*|x+y+2z=0}

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R®, et donner une base de
FetdeG.
2. Déterminer une base de FnG.

Exercice 8 | Solution Montrer que 48 = ((-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1)) est une base
de R3. Calculer les coordonnées de u = (8,4,2) dans 2.
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Exercice 9 | Commutant d’'une matrice solution On appelle € (A) 'ensemble des
1 1

matrices de 1, (R) qui commutent avec A = (_1 1

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de )1, (R), en donner une base et sa di-
mension.

Exercice 10 | solution Pour tout (a, b, c) € R®, on pose :
a 00
M(a,b,c):(O b c), F={M(a,b,c)|(a,b,c) eR3}.
00D

1. Montrer que F est un espace vectoriel, en donner une base et sa dimension.

-200
2. OnposeTz(O 1 1).

0 01
21) Pour tout n € N, calculer T”.
2.2) Vérifier que, pourtoutneN, T"eF.
2.3) Lafamille (I;, T, T?) est-elle une base de F?

Polynomes

Exercice 1 | Solution Montrer que (X3 +X?-X-1,X3-X?+1, X3 -X2+X,X3+2X +1)
est une base de R4[X], puis déterminer les coordonnées de X? dans cette base.

Exercice 12 | Base de LAGRANGE Solution Soit E = R, _;[X] et soit x,...,x,, des
nombres complexes deux a deux distincts. On pose :
H?:l (X - xi)
Vke[l,n], Li= =k
;;1 (xk - xi)
itk

Démontrer que (L;),_, , estunebase deE.

.....

Exercice 13 | Solution

1. Donner la dimension et une base du sous-espace vectoriel F de R* engendré par
les vecteurs :
u, =(3,2,1,2), u, =(2,1,0,1), u3 =(3,1,-1,1), uy, = (0,3,1,1), u5 = (1,0,—1,0).
Préciser une base de F.
2. Méme question avec la dimension du sous-espace vectoriel F de R*[X] engendré
par les vecteurs :

P, =2+X+X3 P,=3+2X+X*+2X, P;=1-X

i
Exercice 14 | Solution Soit n € N. Pour tout i € [0, n], onpose: P;= )" xk.
k=0

1. Préciser Py, P;,P,.
2. Montrer que & = (P, Py, ...,P,) est une base de R, [X].
3. On note $°*" la base canonique de R,,[X]. Déterminer %Icg} (&) et Ngt (9.

Exercice 15 |  Solution Dans R,[X], on définit P; = —1+X?,P, = -1 +5X? et P, =
1 +2X +3X2. On note alors € = (P;,P,,P;).

1. Donner la matrice de la famille € dans la base canonique de R, [X].
2. Quel est le rang de la famille % ? Pourquoi € est-elle une base de R, [X]?
3. Déterminer les coordonnées du vecteur P = X dans la base 6.

Exercice 16 | Solution On note %" la base canonique de E = R;[X]. Pour i € N, on
note: P;=(X-1)".

1. Montrer que 28 = (P,,P;,P,,P;) est une base de E.
2. Onpose P =X3 +X. Déterminer %[cg;[(P) et Nglt (P).
3. OndéfinitF={Pe€E|P(1) =P'(1) =P"(1) =0}.
31) Montrer que F est un espace vectoriel.
3.2) SoitPeE.Montrer: PeF < IN\ER,
3.3) Déterminer une base et la dimension de F.

P=A(X-1)3

Suites & Fonctions

Exercice 17 | Etre ou ne pas étre un espace vectoriel de suites, fonctions, ... Solu-
tion Pour chacun des ensembles suivants, indiquer avec justification si c’est un es-
pace vectoriel ou pas, en précisant le corps de base.

1. Lensemble des fonctions de R dans R qui sont nulles en 1 ou nulles en 4.

2. Lensemble des fonctions f croissantes sur R.

3. Lensemble des suites arithmétiques de R". Soit r € R, méme question avec I'en-
semble des suites arithmétiques de raison 7.

4. Lensemble des suites géométriques de R". Soit p € R, méme question avec I'en-
semble des suites géométriques de raison p.

5. Lensembles des fonctions réelles définies sur | — 1,1[, continues, positives ou
nulles.

Exercice18 | solution Soit El'espace des applications de ]—1,1[ dans R. On définit :
1 1
X — ——, PX— ——.
h x—1 L x+1

1. Montrer que la famille (f;, f;) est libre.
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2. Montrerque g : x —

pry appartient a Vect (f;, f5).

Exercice 19 | soluton SoitE=2*(R,R)et: S={ye2*[R,R)|2y"+2y' +y=0}.
1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer S et sa dimension.

3. Soit a fixé dans R et H, = {f € S| f(0) = f(a) = 0}. Déterminer H, ainsi que sa
dimension.

Exercice 20 | solution SoitE =RV et g, ¢, deux réels non nuls tels que |g; | < |g,|. On
pose:

F=Vect((q'),(q)')).

1. Justifier que F est de dimension finie et déterminer sa dimension.
2. Notons F, ={(u,,) € F, uy = u, = 0}. Déterminer F, ainsi que sa dimension.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution (exercice1) Enoncé

1. [Faux]. Puisque f + g = 0, donc la famille est liée.

2. [Vrail, c'est une propriété du cours.

3. Par exemple, ((1,0),(0,1),(1,1)), (1,1) = (1,0) + (0,1). Donc cette fa-
mille est liée, alors que les vecteurs sont deux a deux non colinéaires.

4, [Vrai.|Soient A, ..., A, telsque: A (e, +f;)+-+A,(e,+f,) =0.Alors A, e, +
o+ Aje A [+ + A, f, =0.0r, les familles (e, ..., e,) et (f1,..., f,) sont
libres, donc A; =---=A, =0.

5. [Faux]. 1+X+X? € Vect(1,X,X?) n'est pas combinaison linéaire de seulement
deux vecteurs parmi 1,X,X2.

Solution (exercice2) Enoncé

1. E, ={(x,y) € R% | x = y} nest pas un espace vectoriel car il n'est pas stable par
opposé. En effet, (1,1) € E; mais —(1,1) = (-1,—1) ¢ E,. Lensemble E| n'est
pas un sous-espace vectoriel de R? puisqu’il ne contient pas (0,0). Lensemble
E] nest pas non plus un sous-espace vectoriel de R?, en effet (1,0) € EJ,
(—1,-3) alors que (1,0) — (-1,-3) = (2,3) ¢ E{ car 3> 2.

2. E, = (0Ox)u(Oy) = Vect(1,0)uVect(0,1). Le vecteur (1,1) = (1,0)+ (0, 1) n'est
pas dans E,, donc E, n'est pas stable par somme, ce n'est donc pas un espace
vectoriel, de-méme pour E,, car il ne contient pas (0, 0).

3. E; n’est pas un espace vectoriel car il ne contient pas (0, 0).

4. E, ={(x,y) € R*| x* — y* = 0} n’est pas un espace vectoriel. En effet, le vecteur
(1,1) estun élément de E,, de-méme pour (2, —2), mais pas (2, -2)+2(1,1) =
(4,0). Lensemble E} est égal a {(0,0)} puisque x* + y* < x,y = 0,0 pour
(x,y) € R?. Donc E} est un espace vectoriel.

5 E; = {(x,,2) eR®|x+y+2=0,x—y+2z=0}. Exprimons cet espace sous
forme d’un Vect. Soit (x,y,z) € R®, ona:

{x+y+z=0
—V4+2z=
X-y+z=0 Ll L,

X+ y+z=0
—

-2y =0

X =-z
— { 0 = (x,y,2) =(x,0,-x)=x(1,0,-1).

y:

Donc E; = Vect(1,0,—-1), c'est en particulier un sous-espace vec-

toriel de R®. Par définition, Ef = {(a,a-b,a+Db,b)|(a b)eR?} =
{a(1,1,1,0) + b(0,-1,1,1) | (a, b) € R?}. C’est donc un Vect.

X
6. Notons X = (y) € M, (R). Alors :
z
123 323 0
(1 0 I)X:—ZX@ (1 2 I)X:(O)
111 113 0

3x+2y+3z=0
<= < x+2y+ z=0=0 < (x,y,2) =(0;0;0).
X+ y+3z

0
Donc Eg = {(0) } Pour Ej, on observe directement que Ey =
0

e )

Solution (exercice3) Enoncé

1. 11) Clairement non, puisque (2,2,2) =2(1,1,1) donc .

1.2) SoientA,p,veRtelsqueA(1,0,1)+u(0,2,2)+v(3,3,0) =(0,0,0). Alors

A+3v =0,
2u+3v =0, .EnfaisantL; - L;—L, etL; — L;+1L,, onaalors:

A+2p =0
A+3v =0, A+3v =0,
{2p+3v =0, @{2p+3v =0,
2u—-3v =0 4p =0

On déduit alors A = p = v = 0, la famille| %, est libre|.

1.3) Soient A, i, v € R tels que A(-1,-2,2) + u(4,-3,-2) + v(2,-1,-1) =
—A+4p+2v =0,
(0,0,0). Alors { —2A-3u—-v =0, . Faisons les opérations L, — L, —
2A-2p-v =0
2L,,L; — Ly +2L;, on obtient
—A+4p+2v =0,
{ —11lp-5v =0
6pu+3v =0.
Avec les deux dernieres lignes, on obtient it = v = 0, puis A = 0 dans la
premiere ligne. La famille .
2. Les familles suivantes sont-elles génératrices de R>?
21) Ici, %, ressemble fortement a la base canonique. En effet,Vect(¥;) =
Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)) = Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et que
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((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est génératrice (c’est labase canonique), la fa-
mille|¥, est elle aussi génératrice|

2.2) Soit (x,y,z) € R®. Alors cherchons A, , v tels que :
(x,y,2) =A(0,1,1) + u(1,0,1) + v(1,1,0).

X =pn+v,
D’ot1 le systeme { ¥y =A+v, .FaisonsL; — L; —L,. Donc
z =A+p
X =H+vV,
{ Yy =A+v, .
zZ =p-vVv
. . . X+z
En considérant les deux premiéres lignes nous avons : hW——v =

xX-z xX-z
v=—r. DoncA =y - — On a dong, pour tout (x, y,z) une solu-

tion (A, p, v), donc [la famille &, est génératrice|de R®.

Solution  (exercice 4)  fnonce  Notons f; = (0,1,1),f, = (1,0,2) et g, =
(1,-2,0),8 = (1,1,3).
1. On souhaite montrer que: Vect(f;, f,) = Vect(g;, ).

Vect(g;,8) < Vect(f;, f>) car on a les relations :

&=h-2h&=h+l
Vect(f;, ) < Vect(g;, g,) car on a les relations
1 1 1 2
h= 38 + ggz’fz =38 + 382
Conclusion: [E = Vect((0,1,1),(1,0,2)) = Vect((1,-2,0),(1,1,3))].
2. On choisit par exemple d'utiliser le premier Vect. Alors :
(x,7,2) €E < I\, ) €R?,  (x,y,2z) =A(0,1,1) + u(1,0,2)
— AN eER, x=pwy=Az=A+2u
= AN ER, p=xA=y[z=y+2%|
— 2x+y-z=0.

Donc[E: z = y + 2x| C'est I'équation d’un plan de R®.

3. Il faut analyser si comme dans la premiere question chaque vecteur compo-
sant le Vect est combinaison linéaire des autres. Constatons que :

1 1
(1,2,3)=0.(1,0,-1) + 5(2,4,6), (3,2,1)=2(1,0,-1) + 5(2,4, 6),

1 1
(1,0, _1) = _5(1,2,3) + 5(3)2y 1)’ (2,4, 6) = 2(1)2y3) +0(3’2y 1)

Donc: .

Solution (exercice5) Enoncé
1. 1l s'agit ici de trouver une relation linéaire entre plusieurs vecteurs. On voit
directement que u3 = u, + u,, donc € est liée.

1231
2. Partons ici sur une technique d’échelonnement de la matrice (1 3 4 2|:

1564
1 1 L, Ly-1xL, 1231
1 2 Ly—Lg—1xly 0111
1 4 0333
1

-1
(01 1)
000 O

On trouve bien une matrice de rang 2, donc [dimF = 2|. En plus, la forme
échelonnée donne des relations linéaires : us = u; + Uy, U, = —u, + U,. Donc
F = Vect(u,, u,).
La famille (u,, u,) est donc génératrice, de plus de cardinal 2 = dimF, donc
|(u;, u,) est une base de F|.

3. Ona:

(x,y,2) €EF <= A\, W) eR?,  (x,y,2) = Au; + Huy,

L;—L;—2xL,

L3—L3—3xL,

S 1w
= O W

X = A+2p
< 3(A, ) e R?, {y = A+3u .
z = A+5u 3]Lli
2Ly, Ly —
3x-2y = A T

< 3(A, ) e R?, { y-x u
z = 3x-2y+5(y—x)
— -2x+3y—-z=0.
4. Montrer que % = (u,, U,, &;) est une base de R>.

Solution (exercice 6) Enoncé
Soient A, , v telles que
A4-m,4,4)+u(3,3—m,6)+v(3,6,3—m) =0,
on obtient alors le systeme suivant, que 'on souhaite résoudre en (A, g, v) par
la méthode du pivot. Commencgons par échanger les lignes 1 et 3 afin d’avoir un
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pivot indépendant de m en position (1, 1).
(4-m)A+3u+3v =0,

{ 4AA+(3-m)u+6v =0,
AA+6p+(3—-m)v =0,

Ly Ly
AN+6p+(3—m)v =0,

Ll aA+(B-m)u+6v =0,
(4-m)A+3u+3v =0, L —Ly—Ly,

Ly —4L3 - (4—m)L,
L

~ -(m+3)p+(m+3)v =0,
6(m-2)u+m(7-m)v =0,
Deux cas se présentent alors :
® sim = —3, alors le systéme devient
{ 2A+3pu+3v =0, <:}{2)\ =0,
6(—5)u+10.(-3)v =0, no=-v.

Ainsi, le triplet (0, 1, —1) est une solution non nulle du systéme donc la famille

n'est pas libre.
® Sim # —3, alors le systéme est

{ A +6p+(3—-m)v =0,

AN+ (9-m)p =0,
P
(6(m-2)+m(7-m))p =0,

mais 6(m —2)+ m(7-m) = —m? +13m —12 = —(m — 1)(m — 12). Donc si
4N+ (9- =0, . . .

A+ m):i _ S , il existe alors des solutions non
nulles puisque 9 — m # 0. La famille n'est pas libre. En revanche, si m # 1,12,
le systéme devient

{ AA+(9-m)p =0,

m € {1,12}, on obtient

M =V, < A=u=v=0.
p =0,
La famille est donc libre dans ce cas.
A-t-on trois vecteurs dans cette famille? u # v car4 # 6, et v = w si et seulement
si m = —3. Donc lorsque m # -3, la famille considérée est de cardinal 3. En
conclusion

‘(u, v, w) est une base de R? si et seulement si m # —3,1,12.

Solution (exercice7) Enoncé
1. Nous savons, d’apres le cours de géométrie, que ce sont des équations carté-
siennes d’hyperplans de R3.

(x,y,2)EF = y=z
= (x,y,2) =(x,y,¥) =x(1,0,0) + y(0,1,1).

Ainsi F = Vect((1,0,0),(0,1,1)), cestdonc Iun sous-espace vectoriel de R®
et ((1,0,0),(0,1,1)) en est une famille génératrice. Elle est clairement libre
donc c’est une base de F, dimF = 2.

(x,7,2)EG <<= x+y+2z=0
== (x,y,2) =(-y—-2z,y,2) =y(-1,1,0) + 2(-2,0,1).

AinsilG =Vect((-1,1,0),(-2,0,1)) |, c’estdonc un sous-espace vectoriel de
R® et ((~1,1,0),(-2,0,1)) en est une famille génératrice. Elle est claire-
ment libre donc c’est une base de G, dimG = 2.
x+y+2z =0,
y =z
— x=-3z,y=z < (x,y,2) =(-32,%2,2) = z(-3,1,1).
Donc: [FnG=Vect((-3,1,1)).|Une base est alors (-3,1,1).

2. (x,y,2)eFNG <

Solution (exercice8) fnonce Notons f; =(-1,1,1), £ =(1,-1,1), f =(1,1,-1).
On cherche A, 1, v e R tels que u = Af; + puf; + vf;, c’est-a-dire :

8 = -A+pu+v
{4 = A-u—+nu
2 = A+pu-—-v.

Onrésout ensuite le systeme en A, |, v, on trouve comme solution (3;5;6). C’est-

3
h/gt(u) = (5) .

a-dire :
6

Solution (exercice 9) Enoncé On peut tout montrer d'un coup, en cherchant a
exprimer % (A) sous forme d’un Vect.

b
d) €M, , (R). Alors :

R e A B i B

(a+c b+d):(a—b a+b)

a
Notons M = (c

-a+c -b+d c—d c+d
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a +c =a->b
b +d=a+b
—
-a +c¢ =c-d
-b +d=c+d
<~ b=-c,a=d,a=d,b=-c < a=d,b=-c.
Donc:
a b 2 1 0)(0 1
€ (A) = {(—b a) (a,b)eR }— Vect((o 1),(_1 0)) = Vect(I,, B)|
0 1 - .
avec B = (_1 ol Donc ‘%(A) est un sous-espace vectoriel de 91, , (R)}, de di-

mension 2 car I,, B sont clairement non colinéaires.

Solution (exercice10) Enoncé
1. On a clairement par définition que :

100 000 000
F= a(O 0 0)+b(0 1 o) +c(0 0 1) (a,b,c)eR?
000 001 000
=M, =M, :=Mj
= Vect(M;, M,,M3;).
Les trois matrices M;,M,,M; sont clairement non colinéaires, donc elles
forment une base de F. Donc|dimF = 3|, et|(M1, M,,M;) en est une base|.

-200
2, OnposeT:(O 1 1).

0 01
21) Clest une application typique du bindme de NEwToN. On écrit que

200 000
T=D+NavecD=(0 1 0) etN:(O 0 1).0nvoitqueN2=03,3,

0 01 000
000W-200 000
ND:(O 0 1)(0 1 0):(0 0 1):DN, donc les deux matrices
000/\0 01 000

commutent. On déduit :

il

k=0 k=0

NAD" % = D" + uND"*"!.

(=2)" 0 0
On obtient alors: |T" = ( 0 1 n) .
0 01
2.2) D’apresla question précédente, ona: |T” =M((-2)",1,n) € F|
2.3) Lafamille (IS, T, Tz) est de cardinal 3, composée de trois éléments de F,

donc c’est une base si et seulement si les matrices forment une famille
400

libre. De plus, T? = M(4,1,2) = (O 1 2). Soient Ay, A, A, e Rtel que:
001

Aol + A T+ A, T? = 0.
On déduit alors en traduisant I’égalité coefficient par coefficient :

)\0 - 2)\1 + 4)\2 =0
{ )\0 + Al + )\2 =0
)\1 + 2)\2 = 0.

On trouve apres calculs :
(13, T, T2) est donc une base de F|.

(Ao, )\1 y Az) = (O; O; O). La famllle

Solution (exercice11) Enoncé ...

Solution (exercice 12) fnonce Le point clé est de constater que Ly (x;) = 1 si
i = k,0 sinon. Supposons alors que

MLy +--+A,L,=0.
Si on évalue cette égalité en x, on trouve A, = 0 pour tout k € [1, n]. La famille
est donc libre. C’est une famille de n vecteurs dans un espace de dimension r,

donc c’est une |base de E|.

Solution (exercice 13) Enoncé
1. Notons & = (u;, U,, Ug, Uy, Us). On commence par calculer la matrice de la
famille dans la base canonique :

32 3 01
211 3 0

— cany __

M_Nécat(‘% )‘10—11—1'
21 110

On peut ensuite échelonner-réduire cette famille afin de déterminer la di-
mension, ainsi qu'une base.
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32 3 0|1 123 1 0|Ys -
2~ Lp—axly

21 1 3|0 L—1iL, 21 1 3]0 Ly—Lg—1xL,

10-11|-1 ~ 1 0 -11/|-1 Li—Laz2xhy

21 1 1|10 21 1 110

1 2/3 1 013 1 23 1 0| 13\,cL,-2/3xL,

0 =13 -1 3|-2s| Lzl 0 1 3 =9 2 | | i,

0 —2/3 =2 1|—4/3 ~ 0 —2/3 =2 1 | —4[3 fa—LatlaxL,

0 -1/3 -1 1|-2/3 0 -1/s =1 1 |-2/3

10 -1 6]-1 10 -1 6|-1\ prcr-6xL

01 3 -9|2 Ly—Z5ls 01 3 -9|2 Ly—Ly+9xLg

00 0 -5]0 ~ 00 0 110 L4*—L£2><L3

00 0 -2|0 00 0 -2|0

10 -10(-1

01 3 02

00 0 1|0

00 0 O0]O

On constate alors que Rg(&) = 3, et on tire aussi les relations linéaires :
Uz = —Uy + 33Uy, Us = —Up + 2U,. Ainsi,

Vect(F) = Vect(u,, uy, uy),
et (u,, uy, u,) est une famille génératrice de cardinal 3 dans un espace vecto-
riel de dimension 3, c’est donc une base. Conclusion :

|(u;, u,, u,) est une base de F.|
Constatons que Mat (") = u,, Mat (") = u,, Mat (%°*") = us. On sait
déja d’apresla questlon precedente que Us = —Up+ 2u2, donc Py = —P, +2P,.
Donc:

Vect(P,,P,,P;) = Vect(P,,P,).
Or P, et P, ne sont pas colinéaires, donc|(P1, P,) est une base de Vect(P;,P,) |

Ainsi, |dimF = 2],

Solution (exercice 14) Enoncé
1.
2.

Par calculs directs,ona P, =1,P; =1+X,P, =1 +X + X2
Puisque degP; = i pour tout i € [0, n], on déduit que &F = (P,,...,P,) est
bien une famille de cardinal n + 1 = dimR,,[X] et échelonnée, donc & est
libre, donc|.Z est une base|de R, [X].
Les P; sont directement écrits dans la base canonique :
1 n

P,=Y 1xxF+ Y oxxk

k=0 k=i+1

Vie[o, n],

1. Par définition, ona:

On déduit alors :

IEERR 1
0"

Mat(F) =| - .

Mar(#) = |2
0--0 1

Pourlaseconde, il s’agit d’exprimer les vecteurs de la base canonique en fonc-
tion des éléments de . Soit i € [1, n] :

X0=pP,, X=(1+X)-1=P,-P,, X'=P,-P,_,.
On déduit alors :

1 -10----0
Mat (28°") = 0
7 Lok
: -l
Ocvvnvnnn 0 1

Solution (exercice 15) Enoncé

-1 -11
Mat(cg)_( 0 5):A.

%can 1 2 3

2. On peut ensuite échelonner pour en calculer le rang :

-1 411 1 11 -1
0 0 5) b ek 00 5 talat el
1 2 3 12 3

11 -1 11 -1

00 5 L22L3 01 4 L1<—LF1:1><L2
01 4 00 5

10 -5 L1 10 -5 L —L;+5xLg
01 4 3 01 4 Ly—Lp—4xLy
00 5 00 1

100

01 0)

001

Donc: |Rg(<€ )=Rg(A) = 3| = dimR,[X], donc ¥ est génératrice. Mais par
ailleurs Card(%) = 3, donc|% est une base de R;[X].|

. Déterminons les coordonnées du vecteur P = X dans la base €. Pour le mo-

ment, nous devons utiliser une méthode artisanale, il faudra attendre le Cha-
pitre (ALG) 12 afin de proposer une autre méthode plus efficace
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On cherche A, 1, v e R tels que :
X=AP; + uP, + VPy <> X = (=A—p+ V) + (2v)X+ (A +5u +3v)X%
On obtient alors le systeme :

-A—p+v =0
{ 2v =1

A+5u+3v 0.

N =

1 1
On trouve (A, 1, v) = (—1; 5; —5) apres calculs. Ainsi, Mgat(P) =

N =

Solution (exercice 16) Enoncé
1. Notons % = (P, P,,P,,P3). On a Card 8 = 4 = dimR;[X], donc il suffit d’éta-

blir la liberté. Or, la famille est échelonnée et composée de polynémes non
nuls, elle est donc libre. Conclusion : |% est une base de R4 [X] |

0
. On a directement %[cgl:[(P) =loll On cherche ensuite (A, ...,A,) € R® tel
1

que: X34+X=Ap+AX-1D)+AX-1)2+AX-1)3%
On peut tout développer, mais le plus simple est d’évaluer. En faisant X = 1,
on obtient A, = 2. En analysant le coefficient dominant de chaque c6té, on
déduit : 1 = A4. Dérivons ensuite une fois :

3X%2+1=A; +2A,(X—1) +3A5(X - 1)?
puis faisons X = 1, on trouve alors : 4 = A; + 0,A; = 4. Il reste a trouver A,, on
peut re-dériver puis évaluer encoreen 1 :

6X =2A, +6A3(X—-1) = A, =3.

Ao 2
A 4
Au final : h/gt(P)— M EIE

. 31) Montrons qu'il s’agit d'un sous-espace vectoriel de E.Ona0€F, Fc E

etsoientP,Q € F, A, u € R. Alors AP+uQ € E puisque R, [X] est un espace
vectoriel, et :

(AP+uQ)'(1) = (AP"+pQ)(1) = A0+ p0 =0,
(AP +1Q)"(1) = (AP" + pQ")(1) = A0+ p0 =0,
(AP+puQ)"(1) = (AP" + nQ")(1) = A0+ p0 = 0.
Donc: AP+ pQeF.Enrésumé: F estun sous-espace vectoriel de

E doncF est un espace vectoriel|.
3.2) SoitPe€E. Alors:

PeF < 1 estracine de multiplicité au moins 3
—= (X-1)?|P
— IQeR[X], P=(X-1)%Q
= [eR, P=AX-1)}]

3.3) End’autres termes F = Vect((X—1)%), donc comme (X —1)? est non nul,
|[dimF = 1], c’est une droite vectorielle de E.

Qen passant au degré

Solution (exercice 17) Enoncé

1. [Faux], considérons fix— x—-4,g:x — x—1, alors les deux fonctions
appartiennent a 'ensemble considéré, et pourtant f + g ne s'annule ni en 1
nien4 ((f+g)(1) =-3,(f+g)(0) = —5). Lensemble n'est donc pas stable par
somme, a fortiori ce n’est pas un espace vectoriel.

2. [Faux]. Par exemple g définies précédemment est croissante, et pourtant —g
ne l'est pas.

3. 0 dans le premier cas. En effet, notons r, r’ € R et (u,,) une suite arith-

métique de raison r, (u},) une suite arithmétique de raison r’. Soient A, €

R, alors pour tout n € N,

Aityiq + Wy =AM uy, + 1)+ (v, + 1) = Auy, + pv, + (Ar + pr').

Ceci prouve que (Au, + uv,), est encore arithmétique, de raison Ar + pr'.
® [Faux| En revanche, si 'on impose la méme raison r pour les deux suites,

cela ne fonctionne plus. En effet, la suite (u,,) = (1 + nr),,(v,) = (nr),

sont arithmétiques de raison r, et pourtant (u,) + (v,) = (1 + r(2r))

est arithmétique de raison 2r. Lensemble n'est pas donc pas stable par

somme.

4. Pour les suites géométriques, c’est I'inverse. Si 'on impose la raison, I'en-
semble forme un espace vectoriel, et par contre ce n'est pas le cas dans le
cas contraire.
® [Faux], si 'on impose pas de raison. En effet, (2") est géométrique de rai-

son 2, (1) est géométrique de raison 1. Et pourtant (2" + 1) n’est pas géo-

2n+1 + 1

2n+1
distinctes par exemple).

® [Vrai|. Notons (u,,), (v,) deux suites géométriques de raison p. Soient A, p1 €
R, alors pour tout n € N,

métrique car ( ) n'est pas une suite constante (valeurs en 0 et 1

)\un+1 +MWVpyy = )\pun +HpY, = p(Aun + an)-
Ceci prouve que (Au, +uv,), estgéométrique de raison p. Lensemble des
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suites géométriques de raison p est donc un sous-espace vectoriel de I'en-
semble des suites.
5. [Faux|. En effet, x — x est positive continue ou nulle sur ] — 1, 1[, mais x —
—x ne l'est pas. Lensemble n'est donc pas stable par opposé et n'est a fortiori
pas un espace vectoriel.

Solution (exercice 18) Enoncé
1. Soient A, A, tels que :

A A N+ A+ -1)
x-1 x+1 (x-1)(x+1) B
donc en identifiant les termes en x et constants au numérateur, on déduit

AM+A,=0, A,—A; =0,
d’ot1 'on tire facilement )\11: A, =0.

Vxe]l-1,1],

)

2. Montronsque g :x — appartient a Vect(f;, f2). On cherche A, p telles

x2-1

que pourtout x €] —1,1[,on a
1 A N o A +1)+ A (x—1)
x2-1 x-1 x+1 x2-1 ’
en identifiant les termes en x et constants au numérateur, on trouve que

1 1 _
A= -, =——|convient.
2 2

Solution (exercice 19) Enoncé
1. Sestinclus dans E par construction, de plus, 2.0"+2.0"+0 = 0 donc la fonction
nulle est dans .#. Soient deux solutions y;,), € &, et \, L€ R,

2(Ay +1y2)" +2(Ap + W) + Ay + 1y,
= N2y +2y] + ) + u(2y; +2y5+ )
= A0+ 0 =0.
Donc Ay, + uy, est solution et |5ﬁ est bien un sous-espace vectoriel de S.|
2. Notons (EC) 2x%+2x+1 = 0l'équation caractéristique associée, qui a pour

discriminant 4 — 8 = —4 et donc pour racines
—-2+2i 1 1

=——+i-.

4 2 2
Ainsi, les solutions sont les fonctions de la forme

x — e *?(Acos(x/2) +Bsin(x/2)),A,BeR,
autrement dit

‘y = Vect(x — e /2 cos(x/2),x — /2 sin(x/Z))l.
Montrons que la famille est libre, soit donc A, p € R tels que

VxeR, Ae*2cos(x/2)+pe*/?sin(x/2) =0,

>linéarité de la dérivation

des lors, en simplifiant par 'exponentielle, on déduit
VxeR, Acos(x/2)+ psin(x/2)=0.
Il reste par exemple a prendre deux valeurs particulieres de x :
A=0(x=0), v=0(x=nm).
Donc la famille proposée est libre et de cardinal 2, donc
3. SoitafixédansRetH, = {f €S, f(0) = f(a) = 0}. Soit y € &, alors choisissons
A, B réels de sorte que y(x) = e™*/2 (A cos(x/2) + Bsin(x/2)) pour tout x € R.
yeH, = y(0)=y(a) =0,

— A =0,
e *?Bsin(a/2) =0

— A =0,
Bsin(a/2) =0
Deux cas se présentent alors.
® si sin(a/2) = 0, alors B est
H, = Vect (x — e */2 sin(x/Z)) donc dimH, = 1|,
® Sisin(a/2) # 0, alors B =0 et|H, = {0} donc dimH,, = 0|

quelconque et

Solution (exercice 20) Enoncé
1. Lafamille ((¢"),(g,')) est une famille génératrice de F donc F est de dimen-
sion finie. Montrons qu’elle est libre. Soient A, i deux réels, tels que

VneN, Agq{+ug, =0.

4 < 1. Ainsi, lim q =0.Donc

Donc comme |¢;| < |4, ],
n—oo qz

n
A (ﬁ) +u=0,
P

puis en passant a la limite on obtient p = 0. On peut ensuite faire 7 = 1 dans

I'hypothéseinitiale, ce quilivre A = 0. Doncla famille considérée est une base,

et

2. Si(u,)€F,, alors il existe A, p tels que
VrneN, u,=Aq+uq,.
La condition ©, = u; =0 donne
A0+pu=0,0=Aq; + 1G,-
Ou de maniére équivalente,
0=A(q — %),
or g, # g, donc A = 0 et p = 0. Donc |F, = {(0)},dimF, = 0.




