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Développements limités

Résumé & Plan

Lobjectif de ce chapitre est d’intro-
duire la notion de développement
limité, qui permet notamment d’ob-
tenir des approximations de fonc-
tions a l'aide de fonctions poly-
nomiales. On généralise I'approxi-
mation du premier ordre « f(x) =
f(a)+f'(a)(x — a)» par la tangente
connue depuis longtemps pour une
fonction une fois dérivable.

Le calcul infinitésimal, [...], est lapprentissage du

maniement des inégalités bien plus que celui des égalités, et

on pourrait le résumer en trois mots : MAJORER, MINORER,

APPROCHER. »

— Jean DIEUDONNE (1906-1992)

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un V9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a2 un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme

un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-

lerons pas en cours.

Commencons par un premier exemple, accessible avec la seule formule de somme

de termes géométriques.

Exemple 1 (Introductif : développement limité de x — 1/1-x) Soient x € R~
{1} et n € N. On sait que :

l_xn+1
l+x+-+x"=——
1-x
1 n+1
— —=1+x+...+x" +
l-x S 1-x
—— Polynéme P, (x) ——
f(x) Ecart entre
f(x) et Ppy(x)
1 " " X
— —=1+x+-+x"+x"e(x), avec e(x)=———— 0
1-x 1—x x—0

Par exemple, on obtient pour :

. =1: —l+x+xe(x), ou e(x)= — 0
pourn=1: — =lixtxe(x), ot elx)=1— —
) Py(x)
x
® Pourn=2: ——=1+x+x2+x%(x), ou g(x)=—— ——0
1-x W 1-x x—0
2

Les égalités précédentes s’interpretent géométriquement: les courbes représen-

tatives des fonctions x — etx — 1+ x+---+x" ont tendance a se « rap-

procher » lorsque n grandit, en d’autres termes 1 + x + ... + x" est une « bonne »

approximation polynomiale de . au voisinage de 0 (voir Figure (AN) 8.1). On

en 0.

1
dit que 'on a obtenu un développement limité a l'ordre n € N de 1
-Xx

Cadre
Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire :
® | désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.
® Pour x, € RU{+o0}, 7, désignera « un voisinage de x, » (donc un intervalle
delaforme |a—¢,a+e[six; €R,]A, oo (resp.]—oo,A[) six, = co (resp. —o0).
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n NOTION DE NEGLIGEABILITE

Avant d’étudier les développements limités, on doit compléter notre étude des rela-
tions de comparaison (dont les équivalents en font partie) avec celle des « petit 0 ».

n Définition

— Définition 1| Relation de négligeabilité

® [Fonctions] Soient f,g:1— Ret x, € I (ou au bord de I). On dit que f est

négligeable devant g enx,, ,etonnote f(x) = o (g(x)),ouencore f = o(g),
X—Xg Xo

s’il existe une fonction € définie au voisinage de x, telle que :

f(x)=¢e(x)g(x) auvoisinagedex, et: &(x)—— 0.
X—Xo
Autrement dit, si g ne s’Tannule pas au voisinage de x,, si et seulement si :
i TG _
x—xg(x)

® [Suites] Soient(u,),(v,)deuxsuites. On dit que (u,,) est négligeable devant
(v,), etonnoteu,, = o (v,),s'il existe une suite (¢,) telle que:
n—oo

u,=¢€,v, pournassezgrand, et: g, — 0.
Autrement dit, si (v,) ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, si et seule-
ment si:
.U
lim —* =0|.
n—oo y,
Remarque 1
® Ce qui va nous intéresser dans ce chapitre, c’est surtout la négligeabilité par

1

rapport aux fonctions du type x — x" (n = 0) ou suites du type (F

(a>0).

® Pour l'objet apparaissant a droite du symbole petit o, on dit parfois aussi qu’il
est prépondérant sur l'autre.

® Contrairement aux fonctions équivalentes, I'ordre est important dans les
symboles. En effet, on a toujours :

f(x) =~ g(x) = g(x) ~ f(x),
mais ce n'est pas vrai pour la négligeabilité,
f)= o (g(x)==zg(x)= o (f(x)).
—Xo X=X

On dit que le symbole ~ est symétrique alors que le petit o ne 'est pas. La

n=1
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méme remarque s’'applique pour les suites.

Exemple 2 (Fonctions)

1. Soient f et g définies sur R par f(x) = x? et g(x) = x>. Laquelle de ces fonc-

tions est négligeable par rapport a 'autre en +0o? Et en 0?

7

o1 1
2. Montrerque: x= o (e*), —= o (—2)
xX—+00 X x—0\ X
9l

3. Montrer que: (cos(x)—1)sin(x) = oo(xz).
x—b

1 1
Exemple 3 (Suites) Soient (u,),., = (Z) K (Va)ps1 = ( ) ,
n= n=

ninn
(W) s = (\/ﬁ) o Etudier les relations de négligeabilité entre ces suites.
n=
7

[¢]

t

m Propriétés

Cadre
Dans cette sous-section, x, désignera un élément de R U {+oo}.

Les différentes preuves sont faites pour les fonctions, mais celles relatives aux suites
sont tres similaires.

Proposition 1| Petit o et limite
® [Fonctions] Soient f,g:1— Retx, €I (ouauborddel). Alors:

fx)= o (1) = lim [(x)=0.

® [Suites] Soit (u,) une suite. Alors: u,= o (1) & lim u,=0.
n—oo n—aoo

Preuve  Par exemple, pour les fonctions :
fx)= o (1)
f(x)

< lim — =0 < lim f(x)=0.
xX—Xp X—Xo

Remarque2 Pour ne pas se tromper dans la compréhension des petit o, toujours
se ramener a la définition en cas de doute :

0 (g(x)=g(x)e(x) ot e(x) ——0 (Choix1)
=g(x)x o (1) (Choix2).

— Proposition 2 | Petit o et équivalent o—
® [Fonctions] Soient f,g:1— Retx, €I (ouaubord del). Alors:

f)=g(x)+ o (g(x) = [(x) ~ g(x).

® [Suites] Soient (u,),(v,) deux suites. Alors :

u,=v,+ o (v,) = u, —~ v,.
n—oo n

—00

Preuve  Par exemple, pour les fonctions, dans le cas ol g ne s’annule pas au voisinage de
Xo-

f(x) =g(x)+x_9x0(g(x)) = }ﬂo% -0
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= -5 = o_(g(x) = lim (f%g 1) =0 = lm % -1 ® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors :
'8 o (Axg(x))= o (g(x)), Ax o (g(x))= o (g(x)).
= f(x) ~ f(x). X=X xX—Xg X—Xg X—Xg
’ Une constante A est donc « absorbée » a l'intérieur ou a l'extérieur du
. Note petito
Exemple 4 (Equivalents usuels sous forme de petit 0) Avec cette propriété, f(x) = o (h(x))
on peut reformuler les équivalents déja établis dans le Chapitre (AN) 6. e [Somme] ) X=X (h(x)) = f(x)+g(x)= o (h(x)).
2 gx) = 0O X X=X
. _ _ _x_ 2 _ X—Xg
° 31nx—x+xgo(x) ® cosx=1 > +x30(x ) ® tanx—x+x20(x) Fx) = o (2(x)
e =1+x+ oo(x) ®In(l+x)=x+ oo(x) ® arctan(x) = x + oo(x). ® [Transitivité] glx) = o O(h(x)) = f(x)= x—qxo(h(x))'
X— X— X— X—Xg

® [Valeurabsolue] f(x)= o (g(x)) = If(x)= o (I§(x)D.
flx) = o (a(x))

® Pourtouta#0, (1+x)*=1+ax+ oo(x). En particulier :
X—

X 1 1
l1+x=1+—+ 0 (x), —=1-x+0 (x), —=1+x+ o (x). ® [Multiplication] :f(x)g(x)— 0 (a(x) b(x)).
v 22 Wr T3 L2 T 2 gx) = o (b(x)
Nous verrons plus tard que ces égalités fournissent en fait des « développements e [Exposant]
limités ». Détaillons les deux formules ci-apres. ; . k k
e p o SikeN*: f(x)= o (gx))= f(x)*= o (g(x)*)
® ¢ =1+x+ o (x), . Ly X X0
x—0 ¢ Sia€]0,00[ et siles fonctions sont > 0 au voisinage de x; :
4
2 f(x)= o (g(x)) = f(x)*= o (g(x)).
xX—Xg X—Xq
Preuve  Pour démontrer ces propriétés, il est aisé de raisonner avec la définition faisant
appel a une fonction €. Dans la suite, on notera €, deux fonctions définies au voisinage
de x, et convergeant vers zéro, qui correspondront implicitement a I’équivalent donné en
hypothese.
2 ® [Absorbance] Soit € tendant vers zéro en x, telle que f% (g) =€g, alors A g (g)=(Ae)g.
® cosx=1- ? + 0 (xz). Comme )\s(x) —— 0, on amontré que: Ao(g) = o(g). Le méme raisonnement
—0 —% o “o0
p g s’applique pour 0 (Ag).
2

® [Somme] On suppose f = €h et g = nh au voisinage de x,, donc f + g = (e+n)h et
e(x)+ n(x) —— 0. D’ou1’équivalent.
® [Trans1t1v1té] On suppose f = €g et g = nh au voisinage de x,, donc f = (en)h et
g(x)n(x) —— 0. D’'ot1’équivalent.
x— X0
® [Valeur absolue] On suppose f = €g au voisinage de x,, alos |f| = |e||h| et
n(x)] —0 D’ou1'équivalent.
%
® [Multiplication] On suppose f = €a et g = nb au voisinage de x,, alos fg = (en)(ab)
ete(x)n(x) —— 0. D’olt1l’équivalent.
x— X0
® [Exposant] Traitons le cas k € N* par exemple. On suppose f = ea et g = nb au voisi-
nage de x,, alors fg = (en)(ab) et e(x)n(x) —— 0. D’'o1'équivalent.
PETIT 0 ET OPERATIONS. Voyons maintenant les principales propriétés de ce nou- T
veau symbole.
Proposition 4 | Petit o et opérations usuelles pour les suites

Proposition 3 | Petit o et opérations usuelles pour les fonctions Soient (u,), (v,), (w,),(a,), (b,) des suites non nulles a partir d'un certain rang
Soient f, g, h,a,b:1— Ravec x, € I (ou au bord de ), et Ax, € R*. et Ax, € R*.
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® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors:
ngoo(Ax un):ngoo(vn)’ )\xngoo(g(x)):ngoo(vn)

Note Une constante A est donc « absorbée » a l'intérieur ou a l'extérieur du

petito
u, = o (w,)
® [Somme] n—oo = u,+v,= o (w,)
UV, = O (wn) -
n—oo
epe sy 2 U, = (Un)
® [Transitivité] n—oo = u,= o (w,).
v, = o (w,) n—oo
n—oo
® [Valeur absolue] u,= o (v,) = |u,l= o (|v,]).
n—oo n—oo
. qe e u, = o (a,)
® [Multiplication] n—oo = u,.v,= o (a,.b,).
v, =nooo(bn) n—oco

® [Exposant]
o SikeN*: u,= o (v,) = uk= o (v))
n—o00 n—oo
o Sia€]0,00[ et siles suites sont > 0 au voisinage a partir d'un certain rang :

up= 0 () = up= o (vy).

Nous avons vu notamment qu'on ne peut faire de quotients de petit o, en régle gé-
nérale. Cela est en revanche possible pour des monoémes.

— Proposition 5 | Regles spécifiques aux monémes de fonctions
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :

o Attention

x"x o (xP) = o (x"P),
® [Multiplication] ey 7
=5— = o (x"F).
x—0
® [Addition] o (x")+ o (xP)= o (xmin(n,p)).
x—0 x—0 X—Xg

a la puissance limitante d’'une somme

Dans une somme, on est obligé de garder l'ordre le plus limitant! Exemple : au
voisinage de 0, on a x* = o (x*)etx* = o (x*), mais :
X— X—
3, 4
o 3+x*+ o (x%) puisque lim =lim (1+x)=1+0.
x—»o( ) puisq x—0 x3 x—»o(3 )
4

. X .
® Enrevanche, x° +x* = oo(xz), puisque lim =lim (x+ x%) =0.
X— X— X—

Preuve
o

Attention On ne peut simplifier des petit o

Si par exemple f(x) = xgo(xs) etg(x)= o (x*)alors f(x) — g(x) = o (x®) et
non 0!

En effetsi f(x) = o (x*)etsig(x) = o (x*), il existe alors deux fonctions g; et
€, définies au voisinage de 0 et qui tendent vers 0 quand x tend vers O telles que

f(x) = x% (x) et g(x) = x’gy(x). Alors :  f(x) — g(x) = x° (&, (x) —ep(x)) =
00(x3) mais rien ne dit, et cela ne sera généralement pas le cas, que €, (x) =

£,(X).

On a des regles analogues pour les suites.

— Proposition 6 | Regles spécifiques aux mondmes de suites
Soient 7 et p deux entiers naturels. Alors :

1
n

1 1 1 o_(5) 1
® [Multiplication] — x o (—): 0 ( ), n—oo 1 g ( )
n"® n—-oo\nP n—oo \ ph+pP 1 n—oo \ ph—P

1 1 1
® [Addition] o [—|+ o [—]|= —.
n—oo\n") n—oo\nP n—oo \ pmin(n,p)

Le résultat de changement de variable pour les équivalents reste valable pour les
petit o.

Proposition 7| Changement de variable dans un équivalent
® [Fonctions] SoientI,] deux intervalles et x, € I (ou au bord de I) ainsi que

¥ €J (ou au bord de J). On considere trois fonctions f : ] — R, g :]— R et
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@ :I—R.Alors:
M ¢(x) e ()
@ fy)= o (8()

® [Suites] Soient (u,),(v,) deux suites, et (a,) une suite a valeurs entieres
telle que a,, oo. Alors :
(0.0]

= fle(x))= o (g(p(x).

n—-

Un = ngoo(vn) = ua" - n—o>oo(va") )

On peut retenir que l'on peut faire des « changements de variable » dans des petits
0 :ici, poser «y = @(x) », ou dans les suites remplacer « n » par n'importe quelle suite
(a,) tendant vers +oo. Ce résultat de changement de variable permet d’étendre les
regles des petit o (Proposition 5).

Corollaire 1] Regles spécifiques aux monémes de fonctions (en un point quel-
~— conque)
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :
(x—xp)"x o (xP)
X—Xq
o ((x—x¢)")

0 ((x—x0)""")
X—Xxg
® [Multiplication] 2

— _ n-p
(x—x0)P - x—qxo((x xo) )

e [Addition] 0o (x=x0)")+ o ((x—x9)P)= o ((x_xo)min(n,p)).
X=X X—Xg X—Xg

n DEVELOPPEMENTS LIMITES

Comme nous l'avons vu dans I'Exemple 1, il est parfois possible d’approcher des
fonctions par un polyndme. Nous avions obtenu :
1
—=1+x+-+x"+ o (x").
1—x x—0
C’est une écriture présentant une partie polynomiale, puis un terme de petit o.

m Définitions

Définition 2 | Développement limité au voisinage de 0 € R
Soient f : T — R et 0 € I (ou au bord de I). On dit que f admet un développe-
ment limité a l'ordre n au voisinage de 0, ce que 'on note en abrégé « f admet un

n
DL, (0) », §'il existe un polynome P = Y~ 4, X* e R,,[X] tel que :
k=0
Vxel, f(x)=P(x)+ oo(x")
X—
=ay+a;x+...+a,x"+ oo(x”).
X—

=P(x)

On dit que :
® P(X)=ay,+a,X+...+a,X" est la partie réguliere du développement limité,
® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Plus généralement, on définit la notion de développement limité en n'importe quel
point.

— Définition 3 | Développement limité au voisinage de x, € R
Soient f : 1 — Ret x, € I (ouaubord deI). On dit que f admet un développement
limité a lordre n au voisinage de x,, ce que 'on note en abrégé « f admet un

n
DL, (x,) », §'il existe un polynéme P = Y~ a,X* e R, [X] tel que :
k=0
Vxel, f(x)=Px—-x5)+ o ((x—x¢)")
X=X

=ag+a;(x—xp)+...+a,(x—xy)"+ o ((x—x5)").
X—Xg

=P(x—xq)
On dit que :
® P(X—xp)=ag+a;(X—xy) +...+a,(X—x,)" est la partie réguliere du déve-
loppement limité,

® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Remarque 3 On ramenera les développements limités au voisinage de x, € R a
des développements limités au voisinage de 0 avec le changement de variable
h =x—xy (puisque, rappelons-le, on peut faire des changements de variable dans les petits o) :
fx)=ag+a,(x—xp)+...+a,(x—xy)"
+ 0 ((x=x)")
X=X >h:x—x0 >x:x0+h

— g(h):=f(xg+h) = a0+a1h+...+anh"+h20(h").

]-1,+00] — R

x — x—x%+2x>+x*In(1 +x).
admet-elle un DL4(0)? (1l sagit ici d’isoler une partie polynomiale, et de montrer que le reste
est un petit 0.)

4

Exemple 5 Soit f: La fonction f
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Remarque 4 Si f posseéde un DL, (x,) (avec x, € RU {+o0}) de la forme :
fx)=ag+a(x—x)+-+a,(x—x0)"+ o ((x—x0)"),
X—Xq
alors: lim f(x)=a, (parconséquent,sif n'apas de limite en x,, alors f
X—Xq

ne posseéde pas de développement limité en x).

Remarque 5

® On définit les développements au voisinage de —oco de la méme facon que
ceux en +oo.

® Onramenera les développements limités au voisinage de +oo a des dévelop-

o - le ch iable h = + -
Exemple 6 (Changement de point (x, = 2 — 0)) pements limités au voisinage de 0 avec le changement de variable & P

a a, 1
® Soit f la fonction définie par f(x) = T Alors f est bien définie au voisi- fx)=aq+ 71 +...+ e + xgoo(x—n) . .
nage de zéro. On a déja montré que pour tout n € N : 1 > k= > T
< g(h) ::f(E) =ay+a,h+...+a,h" +h00(h”).

1
fx)=——=1+x+-+x"+ o (x").
1—x x—0

En particulier: f(x)=1+x+x*+x>+ oo(xs). Ainsi, f admet un DL;(0).
X—

® Essayons d’obtenir a présent un D14 (2). Obtenir un D1;(2) de f revient a ob- ® Soit fla f on défini 1 Al bien défini .
tenir un DLy (0) de g : i — f(2+ h). Soit f la fonction définie par f(x) = T—= ors f est bien définie au voisi-

Exemple 7 (Changement de point (+oco — 0))

nage de zéro. On a déja montré que pour tout n € N :

o Orf(2+h)= =—f(-h), donc:

1—(2+h) 1+h

f(x)=—1 =l+x+--+x"+ o (x").
f(2+h)=- 1—h+h2—h3+hoo(h3)):—1+h—h2+h3+hoo(h3). 1-x

En particulier: f(x)=1+x+ 0 (x) Ainsi, f admet un DL, (0).

Ainsi, nous déduisons le DL cherché en effectuant le changementx =2+ h : ® Essayons d’obtenir 4 présent un DL2(+oo) de f. Obtenir un DL, (+o0) de f
f(x)=-1+(x-2)—(x-2)*+(x-2)*+ 00((x -2)%). revient, d’apres la remarque précédente, a obtenir un DL,(0) de g : h —
o 1 1 1 h h
—.Or, (—): = =— =—-hf(h),donc:
f(h) fh 1-+ h-1 1-h )
— Définition 4 | Développement limité au voisinage de +oo P
Soient f : I — R définie au voisinage de +oo, et 1 € N. On dit que f admet un 2
développement limité a l'ordre n en +00, ce que 'on note en abrégé « f admet un f(l) =—h (1 +h+ o (h)) =—h-h2+ o (h?).
n h—0 h—0
’e . A _ k s PP
DL,,(+00) », §'il existe un polynéme P = kZ.O a; X" € R, [X], une fonction e définie Ainsi, nous déduisons le développement limité cherché en effectuant le chan-
au voisinage de +oo tels que : ) gement x = I cof(x) = _l _L + o (i)
1 1 a, a 1 h X% x—+oo | x?
Vxel, f(x):P(—)+ 0 (—):a0+—+...+—”+ 0 (—)
x) x—oolx™ X X" x—oolx"
-p(1) Alissue de ce premier exemple, on constate bien la nécessité de se concentrer sur les
On dit que : développements limités au voisinage de zéro. Il existe un lien entre le symbole o et

I'équivalent ~ : on peut exploiter ce lien afin de trouver des développements limités

1
® x—P (—) est la partie réguliere du développement limité, N i
X a des petits ordres.

® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Exemple 8 (Equivalents vers DL) A l'aide d’équivalents classiques : donner
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® le DL,(0) de y — cos(y), ® le DL,(1) de y — In(y), Corollaire 2| DL, (0) et parité
P P Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL, (0).
»' »'

® Si f est paire la partie réguliere de son DL, (0) n'admet que des termes d’ordres
pairs.

® Si f est impaire la partie réguliere de son DL,(0) n'admet que des termes
d’ordres impairs.

Preuve  Soit n € N et soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et
admettant un DL, (0) :
1 fxX)=ay+a;x+...+a,x"+ o (x").
® le DL,(+oc0) dey —ev. . o B . : :
1l existe un voisinage 7, de 0, pouvait étre choisi de la forme ]—n, n[ (quitte a le réduire) et

A’ une fonction € définie sur 7 tels que :
Vxe¥, f(x)=aj+a;x+...+a,x"+x"e(x), }Cigos(x) =0.
Puisque x € 7, si et seulementsi—x € 7 ona:
Vxe7, f(-x)=ay+a,(—x)+...+a,(—x)"+(-x)"e(-x)
=(-Day+(-D'ayx +...+(-1)"a,x" + x" (-1)"e(-x).
£2(x)
Puisque limoe(x) =0ona limoaz(x) =0 et obtient alors le DL,,(0) de f(-x):
m Unicite du developpement limite f(—x) — (_I)an + (—l)lalx I (_l)nanxn + Oo(xn)
® Si f est paire ona f(x) = f(—x) pour tout x € D, et donc:

Proposition 8 | Unicité flx)= a0+a1x+...+a,,x”+xgo(x") = (—1)°a0+(—1)1a1x+...+(—1)"a,,x”+xgo(x").
Soit xy € RU {00}, n € N et f une fonction admettant un DL,,(x,). Alors, ce de- On a donc par unicité du développement limité, a; = (—1)*a, pour tout k € [0, n] soit
veloppement limité est unique. a, =0si k estimpair.

® Sif estimpaire ona f(x) = —f(—x) pour tout x € 2, et donc:
, . i e e fx)=ag+a;x+...+a,x"+ o (x")=—-(-1)"ay—(-1)'a,x—...—(-1)"a,x"+ o (x").
Remarque 6 On pourra noter I'analogie avec la propriété d'unicité des coeffi- x=0 x=0

cients d'un polynoéme. D’ailleurs, la propriété précédente la généralise. On a donc par unicité du développement limité, a, = —(~1)"a pour tout k € [0, n] soit
a, = 0si k est pair.

Preuve  On le prouve par I'absurde, par exemple au voisinage de 0, les autres cas se prou-
vant de la méme facon.

Soit n € N et soit f une fonction définie au voisinage de 0 admettant deux DL, (0) distincts : cos(x)=1+ o (x), sin(x)=x+ o (x).
il existe deux (n + 1)-listes de réels distinctes (a,, a,, ..., a,) et (by, by, ..., b,,) telles que : x=0 =0

fxX)=ay+ax+...+a,x" + oo(x") et f(x)=by+bx+..+b,x"+ oo(x")

Exemple 9 On admet provisoirement que :

Retrouver le fait que (cos, sin) est libre dans R®. (Nous avions déja établi cela dans le

Chapitre (ALG) 11, en évaluant en plusieurs x) .
Soit alors k le plus petit entier de [0, n] vérifiant a; # b, (k existe car les deux (n + 1)-listes ’m; vitre (ALG) prust )

sont distinctes), en soustrayant les deux égalités précédentes on obtient : P
0=(a, —b)x*+(ag,, — b )x*' +...+(a,-b,)x" +x90(x").
1l existe alors un voisinage 7, de 0 et une fonction € définie sur 7, tels que :
Vx€Vy 0=(ap—by)x*+(ay, —bp.)x*'+...+(a,—b,)x" +x"e(x), }Cigoe(x) =0.
En divisant par x* lorsque x # 0 on a alors :
Vx€Vy~{0}, 0= (a,—by)+ (A, —bro)xX+...+(a,—b,)x" % +x"Fe(x)

En passant a la limite lorsque x tend vers 0 dans cette derniere égalité on trouve alors 0 =
a, — b ce qui est absurde car a;. # b, par définition.
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m Développements limités usuels

La formule de sommation de termes géométriques est le premier outil nous per-
mettant d’'obtenir des développements limités, comme déja vu en introduction de
chapitre.

Théoréme 1| Développement limité géométrique
n

Soit n € N. Alors :

=Y xF+ oo(x”):1+x+x2+---
X—

+x"+ o (x™).
=0 x—0

Preuve  D’aprés la formule sur les sommes de termes géométriques, nous avons pour tout

1 _xVH—l 1

n
Y xF= = =
k=0

1-x 1-x ¢

x*+

M=

x # 1 (donc en particulier au voisinage de zéro) :
0

n+1 x*! n+l1

. 1-x X X
. Mais =—— —— 0donc: =
1-x x" 1-x x—0 1-x

o, (x™), on déduit alors la formule.

Par changement de variable dans les petit o, on déduit alors aisément le corollaire
suivant.

— Corollaire 3 | Développement limité géométrique

Soit n € N. Alors :
1 n
— =Y (-x)*+ o (x”):1—x+x2—x3+-~-+(—x)"+ o (x™)
I+x k:o x—0 x—0
1
= Zx + 0 (xz")z1+x2+x4+x6+---+x2"+ o (x*")
1-x2 = x—0
1 - 2 2, .4_ .6 2 2
— = xM)=1-x"4+x"-x"+-+(-x7)"+ o (x™"
T = (X 0, () (=x*)"+ o (x*")
Preuve Onprécise simplementque: -x——0, —-x*—— 0, x*>—— 0,onconclut
x—0 x—0 x—0

ensuite par changement de variable dans le petit o.

Remarque7 Iln’est pasforcément utile de connaitre par coeur ces trois derniers
développements limités, il faut surtout savoir les retrouver a partir du dévelop-
pement limité géométrique.

Le deuxieéme outil principal est une formule générale du développement limité dans
le cas de fonctions €.

— Théoréme 2 | Formule de TAYLOR-YOUNG
Soit n € N et soit f une fonction de classe " sur un voisinage de x,. Alors f

admet un DL, (x,) donné par la formule :

(n)
£ = FG) + F )l —x) 4+ T 5 ey o (e
(k)
-3 En) o (s,

On admet ce théoreme. On constate que c’est un moyen tres efficace d’obtenir toute
sorte de développement limité.

Remarque 8

® Remarquons que le DL, (x,) n'est rien d’autre que 1’équation de la tangente
en la courbe représentative de f en son point x,.

® Pour n =1 (ou n = 2 pour le cosinus), on retrouve la réecriture des équiva-
lents usuels sous forme de petit o : voir 'Exemple 4.

Exemple 10 Ecrire le DL;(0) de cos.

o

Exemple 11 Ecrire le DL, (1) de exp.
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Corollaire 4 | Développement limité obtenus par TAYLOR-YOUNG 4@

n xk
e*=) —+ o (x")
k=o k! x=0
x2 n
=l+x+—+-+—+ o (x")
| x—0
- k ka 2n+1
COoSX = -1 0
kgo( )(Zk)' 0( )
2 4 2n
— 1__+_ 1 n 2n+1
ata e )(2 ) + o (x*1)
f x2k+1 S
sinx = - + o (x*"*
kz:( ) (2](3 ) x—»O( )
xS 5 2n+1
:x——+_+...+(_1)n + 0 (x2n+2)
3! 5! (2n+1)!  x=o
ala—1 ala—1 a—-n+1
(1+x)°‘:1+(xx+(T)x2+ + ( ) (' ) "y K (x”)
! n!

1
Remarque 9 Il peut étre utile de garder a l'esprit le cas particulier a = 3 tronqué

alordre 3:
2 3 2 3
X x° X X x° X
Vitx=1+=-"=+=—+ o (x*), l-x=1--_-2__2_ (x*)
2 8 16 =x—o0 2 8 16 x—0

Remarque 10
1. On peutretrouver rapidementles DL, (0) de sin et cos a partir de ceuxde exp :
® pour cos on conserve les termes de degré pair en alternant les signes,
® pour sin on conserve les termes de degré impair en alternant les signes.
On retrouve aussi une propriété que nous connaissions déja : puisque cos
(resp. sin) est paire (resp. impaire), il n'y a que des puissances paires (resp.
impaires) dans la partie réguliére.
2. PourtoutneN,
® la partie réguliere du DL,,,(0) de sin est la méme que celle de son
DL,,,,;(0) car le terme de degré (2n + 2) est nul,
® la partie réguliere du DL,,,;(0) de cos est la méme que celle de son
DL,,,(0) car le terme de degré (2n + 1) est nul.

Remarque 11 (Binéme généralisé) Le développement
ala—1 ala—1)(a—n+1
(=), ala=1)-( ) o
2! n!
peut étre vu comme un « binéme generahse ». En effet, si a est un entler posmf

alors :
ala—1)---(a—k+1) ol
o = o k)' Ic pour tout k € [0, of.

® Donc le développement limité prétend que :

(I+x)*=1+oax+

"y 0 (x”) (%)

o
1+x)*= x*+ o (x").
(1+x) kz(k) 0 ("
En particulier, pour n = o on retrouve presque la formule du bindme. Ainsi
lorsque n = «, la formule du binéme donne mieux ((*) sans le petit 0), et

lorsque n # a ou que a n'est pas entier positif, on a seulement (x).

VnenN,

Preuve  Ces fonctions étant de classe ¥ au voisinage de 0, elles admettent d’apres la for-
mule de TAYLOR-YOUNG un DL, (0) pour tout n e N :
® o — i exp(0) e
iz k!
exp(0)=1eton retrouve b1en la formule attendue.
® Dansle Chapitre (AN) 6, nous avions établi des formules pour les dérivées successives de
cos et sin.
VkeN,
En évaluant en zéro, on déduit :
VkeN, cos?(0)=(-1)¥, cos®+V(0)=0.
On retrouve alors bien la formule attendue en utilisant TAYLOR-YOUNG.
® Les formules analogues pour sin sont :
VkeN, sin®) =(-1)*sin, sin®*Y =(-1)*cos.
En évaluant en zéro, on déduit :
VkeN, sin®(0)=(-1)*sin(0)=0, sin®*V(0)=(-1)*cos(0) = (-1)*.
On retrouve alors bien la formule attendue en utilisant TAYLOR-YOUNG.
® Onpose f,:x — (1+x)* Alors:

Z f&“(O) y

+ o (x"). Pour tout k € N plus exp® = exp donc exp®(0) =

cos®®) = (-1)kcos, cos®**V = (-1)*1sin.

(I+x)" = + o (x")=fu(0)+

On remarque que fa(O) =1 et on prouve de plus par récurrence que pour tout k € N* :
B = q(a-1)...(a—k+1)fy ;
= fP0)=a(a-1)...(a=k+1)f,_;(0) = ala—1)...(a—k +1).
On retrouve bien la formule attendue.

+ 0 (x")

fox")( ) .k

Exemple 12
® Par exemple, le DL, (0) de sin est donné par
3 5 x7
_ - 7
sin(x) =x 3 5' = +o(x")
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x2 X x’

ek + o (x7).
6 120 5040 x—o0
Remarque intéressante, c’'est aussi son DLg par un argument de parité.
® Le DL de cos alordre 2 en 0 est lui donné par
2
X
=1-=+ 2).
cos(x) 5 xgo(x )

| Exemple 13 (D.L.de tan en zéro (méthode 1 : TAYLOR-YOUNG)) Détermi-
ner un DL, (0) de tan en utilisant la formule de TAYLOR-YOUNG. (1l nexiste pas de
formule simple générale pour obtenir le développement limité de tan a n'importe quel ordre.)

4

En pratique, on n’utilisera presque jamais la formule de TAYLOR-YOUNG pour calculer
un développement limité : on utilisera plutét les développements limités des fonc-
tions usuelles et les regles de calcul détaillées dans la section suivante. Cela nous
permettra de ne retenir qu'un petit nombre de développements limités, puis d’en
déduire beaucoup d’autres a I’aide d’opérations.

n OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Contrairement aux équivalents, les DL sont des égalités (avec un reste inconnu), on
peut donc leur appliquer les opérations usuelles. Il y aura donc beaucoup plus de
manipulations permises que pour les équivalents.

Remarque 12 Afin de simplifier les notations, les résultats de cette partie seront
établis pour les DL au voisinage de 0, mais ils restent valables pour les DL au
voisinage de tout x, € RU {+o00}.

— Proposition 9 | Troncature

m Troncature, Combinaison linéaire & Produit

Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL,,(0) de la forme :
fxX)=ay+ax+...+a,x" + oo(x”).
X—
Alors pour tout p vérifiant 0 < p < n, f admet un DL,,(0) donné par :
fxX)=ag+ayx+...+a,x? +x20(xp).

Remarque 13 On obtient donc les développements limités d’ordre inférieur en
arrétant (i.e. en « tronquant ») la partie réguliere a I'ordre souhaité.

Preuve
fx)=as+a;x+...a,x" + ap+1x”+1 +...+a,x"+x"e(x) avec limoe(x) =0
P

=ay+a;x+...a,x" +xP(a,, x... +a,x"P +x"Pe(x)) avec limosz(x) =0
x—

£2(x)

=ay+a;x+...a,x’ + oo(x”).
Pt

Exemple 14 On a vu que la fonction

Iz ]-1,+00] — R
' x — x—x>+2x3+x3In(1 +x)
admetunDL;(0): f(x)=x—-x*+2x3+ oo(xs). Donc f admet un DL, (0) :
X—
”

Exemple 15 Calculer le DL,(0) de x — cos(2x?). (tentons dutiliser un développe-
ment limité de cos a l'ordre 4, on verra ensuite a posteriori si cela était le plus judicieux...)

4
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— Proposition 10 | Combinaison linéaire
Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL, (0) de la forme :

fE)=P,(x)+ o (x"), g(x)=Qu(x)+ 0 (x"), P,,Q,eR,[X]
Alors pour tous (A, p) € R%, Af + pg admet un DL,,(0) donné par :
A()+ g (x) = AP, (x) + 1HQ, (1) + o (x").

Remarque 14 On obtient donc le développement limité d’'une somme en som-
mant les parties régulieres des DL, (0) de f et de g.
Preuve SoientP,,Q, € R,[X] et soient deux fonctions €, €, telles que au voisinage de 0 :
f(x)=P,(x) +x"e (x) et g(x)=Q,(x)+x"e,(x) avec lime,(x)=lim e,(x)=0.
On a alors au voisinage de 0 :
Af(x) +ug(x) = (AP, (x) +pQ, (x)) + x"(e1(x) +&,(x)) avec lim es(x) =0

e3(x)

Ce qui est bienle DL, (0) de f + g car AP, + nQ,, € R, [X].

2 3
x x
Exemple 16  Supposons que f(x) =2 —x + S+ 00(x3) et g(x) = —-x+ 5+
X—
o (x*). Déterminer le DL3(0) de f - 2g.

x—0

4

1

\/1+x.

Exemple 17 Calculer le DL,(0) de x — e* —

Attention Probléme d’ordre

I est absolument nécessaire pour obtenir le développement limité de Af + g
a Pordre n d’écrire les développements limités de f et de g au moins jusqu’a
l'ordre n; dans le cas contraire il manquera des termes dans la partie réguliere
et le développement limité sera donc faux.

Exemple 18 (Probléme d’ordre) Calculer la somme du DL,(0) de sin, et du

DL,(0) de x — v/ 1+x.
7

— Proposition 11| Produit
Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL, (0) de la forme :

f) =P (1) + 0 (x7), g(x)=Qu(x)+ o (x"), P,Q,cR,[X]
Alors f x g admet un DL, (0) donné par :
fx) xg(x) =R, (x)+ o (x"),

ou: R, estlepolynéme P, x Q,, ou1l'on a gardé que les termes de degré < n.

Preuve SoientP,,Q, € R,[X] et soient deux fonctions €, €, telles que au voisinage de 0 :
f(x)=P,(x)+x"e;(x), g(x)=Q,(x)+x"e,(x) avec limosl(x) = limosz(x) =0.
X— X—
On a alors au voisinage de 0 :
F(x)x g(x) =P, (x) x Q,(x)) + x" (P, (x)e,(x) + Q,(x)e, (x) + x"&, (x)e,(x))
Onposealors P, (x) xQ, (x)) =R, (x)+S,(x) ouR,, est composé de tous les termes de P,,Q,,
de degré < n et S,, est composé de tous les termes de P,,Q,, de degré = n + 1, on peut donc
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écrire S, (x) = x"*'T,(x) ol T, est encore un polynéme. On a alors au voisinage de 0 :
J(x) % g(x) =R, (x) + x"(xT, (x) + P, (x)ex(x) + Q. (x)g; (x) + x"&, (x)€,(x)).

£3(x)

avec: lim0£3(x) =0.Cequiestbienle DL,(0)de fgcar: R, €eR,[X].

2 3
x x
Exemple 19 Supposons que f(x) =2 —x + 5+ 00(x3) et g(x) = —x+ >+
Pt

o (x*). Déterminer le DL,(0) de fg.

x—0

7

Attention Probléme d'ordre
II est absolument nécessaire pour obtenir le développement limité de fg a
l'ordre n d’écrire les développements limités de f et de g au moins jusqu’al’ordre
n; dans le cas contraire il manquera des termes dans la partie réguliere et le dé-
veloppement limité sera donc faux.

Exemple 20 Déterminer les développements limités suivants :
1. Calculer le D1;(0) de x — e* cos(x).

® [Echec] (Par exemple en faisant un DL, seulement pour l'exponentielle)

R4

® [Réussite]

. Calculer le DL;(0) de x — (x® + x)In(1 + x).

® [Réussite]

4

® [Réussite optimale] Ecrire un DL,(0) de x — In(1 + x) aurait été suf-
fisant (car on multiplie le x par le o (x%)).
X—

7
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sin(x
3. Calculerle DL;(0) de % (un quotient est un produit)
X
’,

4, Calculerle D1;(0) de x — le

5. Calculerle DL,(0) de x —

X

. (un quotient est un produit)

cos(x)sin(x)

X

® Poura %+ 0 (eta # 1), comment obtenir un DL(0) de

Q Méthode Faire apparaitre une expression dont on connait le DL

2 On connait celui
a+x

de ﬁ Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise le dénominateur par a :
1 11
a+x al+ %
Pour a > 0 (et a # 1), comment obtenir un DL(0) deln(a + x) 2 On connait

celui de In(1 + x). Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans le lo-
garithme puis on applique la formule : «In(ab) = In(a) +In(b) » :

In(a+x) = ln(a(l + g)) =In(a) +ln(1 + g)

Poura >0 (eta + 1), comment obtenir un DL(0) de+/ a + x 2 On connait celui
de v/1+ x = (1+x)"/2. Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans la
racine carrée :

\/a+x:\/a 1+§.

Pour a # 0, comment obtenir un DL(0) de e*** 2 On connait celui de e*. On

applique la formule «e**? = e%e? » :

ea+x = eaex.

Exemple 21 Déterminer les développements limités suivants
1. DL,(0) de

3—x

R4
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2. DI4(0) de sin(2x)In(2 + x).

3. DL,;(0)dee ™ v2+x.

m Composée & Quotient

Commencons par une remarque préliminaire pour mieux comprendre les mélanges
de petit « 0 » qui vont provenir des composées de DL.

Remarque 15 (Nettoyages des 0) Simplifier les petits o ci-dessous.

1. o (x3—2x4+x5+ 0 (xs)).
x—0 x—0

R4

Dans la pratique, on écriera simplement la réponse finale de ces simplifications,
sans trop détailler.

Pour la composition et le quotient nous n'utiliserons jamais de résultat tout fait en
pratique, il faut uniquement savoir les mettre en place sur des exemples.

o Méthode Développement limité d’'une composée

Pour obtenir un développement limité de & = f o g au voisinage de zéro, on :

1. cherche généralement un développement limité de f au voisinage de zéro a
l'ordre n, sous laforme: f(x)=P,(x)+ .9, (x"), P, eR,[X].

2. On justifie que g(x) S—re 0 (Attention a ne pas négliger cette étape)

3. Par composition desxlimites, on a alors :  h(x) = f(g(x)) = P,(g(x)) +
9, (g(x)™), puis en exploitant le développement limité de g on simplifie I'ex-
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0 pression précédente jusqu’a obtenirun DL,(0)de h = f o g. 0 # avvss ealitlala 1
Tox

X
2 43 ® Pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x —
—9_ jl 3 A h
Exemple 22 Supposons que f(x) =2 - x+ 2 * xgo(x ) et g(x) = —x+ 2 + (x), on écrit Q = h(x) x et on fait le produit du DL en 0 de h avec
o (x*). Déterminer le DL;(0) de f o g. g(x) g(x) ( )
x—’>0 celui de —.
)

o Attention alordre

1 o .
sous la forme ———, il soit nécessaire

L+ f(x)

de factoriser par un terme de la forme —; pour obtenir le développement
b

® [larrive parfois que pour mettre

1
limité en 0 de — al’ordre n il faudra alors écrire celui de al'ordre n + k.

® Ce cas de figure se présente par exemple lorsque le dénominateur contient
des termes en sin, tan, arctan ou In.
Exemple 23 Calculer le DL;(0) de x — e¥"(¥),
g Corollaire 5| D.L. de tan en zéro (méthode 2 : quotient)

1 2
tan(x) =x+-x>+ —x>+ o (x°).
3 15 x—

Remarque 16 On généralise ainsi le résultat obtenu dans I'Exemple 13 pour
l'ordre 2.

sin(x)

Preuve tan(x)= ———= =sin(x) x
c

1
os(x) cos(x)’

® On commence par chercher le DL;(0) de — :
cos

x—0

o
2 4 1 1
cos(x)—l—x—+x—+ o (x°) soit: = .
20 4l x=o cos(x) 1_ [;_2 -2_ 0o (x5))
! ! x—0
0 Méthode Développement limité d’un quotient 2 =
. 1 o 5 _ .
Le pointle plus important a retenir est le suivant : pour obtenir le développement Ona: L@o( 21 4 xgo(x )) =0et:
limité d'un quo{zent, il faut utiliser la composition avec le développement limité L1y ey OO(J’S)»
en 0 de x — ——. Plus précisément : y Y
+ donc:
® pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x — 1 - (x2 x o (xs)) (x2 x o (xs))2 .
1 cos(x) T2 T
il faut via des factorisations obtenir une écriture de la forme —— cos(x) a4 ’ a4 ’
g(x) 1+ f(x) +(x2 x*

5
avec lim0 f(x) = 0.1l reste alors a composer le développement limité en 0 de o " m Tl (xs)) + o (x%)
X— . .
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1 5
=1+-x*+—x*+ o (x%).
2 24 x—0

3 5
® Reste a multiplier ceci parle DL;(0) desin: sin(x)=x— ot % + 0 (x®), on obtient :
x X 5 L, 5 4 5
tan(x) = |x — AT E +x90(x )) (1 XX +xgo(x ))
1
Cxa it By,
3 15
x? x3
Exemple 24 Supposons que f(x) =2 —x + >+ 00(x3) et g(x)=—-x+ >+
X—
00(x3). Déterminer le DL;(0) de ?
X—
9’
Exemple 25
ex
1. Calculer le DL,(0) de x — .
1+ x?
”

Y1
2. Calculerle DL,(0) de x — e‘ .
sin(x)
R

m Primitivation

On admet le théoréme de primitivation qui suit.

— Théoréme 3 | Primitivation de développement limité
Soit f une fonction de classe €' au voisinage de x,. On suppose que f’ admet
un DL, (x,) de la forme :

F0)= Y alx—x)*+ o ((x=x)")
k=0 0
=ap+a;(x—xp)+-+a,(x—xy)"+ o ((x—xy)").
X—Xg
Alors f admet un DL,,,;(x,) donné par:
n
FE) =F(0)+ Y 22— (= %) + o ((x=x0)""!)
k=0 k +1 X—=Xo

a, 2 a, n+1
=J(Xg)t+apX —Xy)+ —(X—X + e+ X—X
F (o) + ap(x = xo) + S (x = xo) — I (x = xo)

. yn+l
*0. ((x = x0)™*1).

Remarque 17
® Il y a donc une constante qui apparait que I'on pourrait appeler « constante
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de primitivation ».

® Notez qu'apres primitivation, l'ordre du développement limité est augmenté
de 1.

® Sivous ne voyez pas de formules a appliquer pour obtenir le développement
limité d'une fonction (ou si le calcul semble trop compliqué), il peut étre in-
téressant de dériver la fonction et de voir si le développement limité de la
dérivée n'est pas plus facile a obtenir, puis d’intégrer ce développement li-
mité.

Le théoreme précédent permet d’obtenir de nouveaux développements limités.

— Proposition 12 | Développements limités obtenus par primitivation —O—
Soit n € N.
-

In(1+x)= Z( l)k+1 +0 (x")

2 3 4
X X x"
=X— At — =t (1) ¢ 0 (x”)
2 3 4 n
n 2k+1
k 2n+2
arctanx = -1 + o0
kzz"o( ) 2k+1 x—»o( )
3 5 2n+1
:x—_+_+...+(_l)n o (x2n+2)'
3 5 2n+1 x-0
Preuve .
® On commence par chercher le DL,_,(0) de sa dérivée : x—»—1+ ,
x
1
—— =1-x+x*— .+ (-D)" %"+ o (x™71).
1+x -1 xﬁo( )

. 1 . . . s - .
Puisque x — " est continue au voisinage de 0, on obtient d’apres la proposition pré-
x

cédente le DL, (0) de x — In(1 + x) en primitivant le développement limité précédent :

x* xB x"
In(1+x)=In(1+0)+x——+—+...+(-1)"1—+ o (x")
2 3 n x—0
n )k 1
Z x*+ o (xM).
k=1 x—0
. R . 1
® Faisons de-méme en commencant par écrire le DL,,(0) de x — Te3
R4

| Exemple26 (D.L.detan enzéro (méthode 3:primitivation)) Déterminer
un DL;(0) de tan en utilisant une technique de primitivation et de I'équivalent

usuel en zéro.

4

® On sait que tan(x) = x + o (x) Or, tan'(x) = 1 + tan®(x). Donc
X—

tan'(x) = 1+ (x + 0 (x))2 = 1 +x% + 00( %). Par primitivation (tan
e
est €™ ettan(0) =0), il vient: tan(x)=x+ ? + oo(xg).
X—

® Or, tan'(x)=1+tan?(x). Donc:
x3 2 2x*
tan'(x) = 1+(x+—+ 0 (xe‘)) =1+x*+=+ o (x*).
3 x-0 3 x—0
® Par primitivation (tan est € ettan(0) = 0), il vient :
3 5

x> 2x
tan(x) =x+—+—-—+ o (x°).
3 15 x—o0

Exemple 27 Onnote f : x — In(cos x) pour x dans son domaine de définition.
1. Déterminer le domaine de définition de f etjustifier qu’elle admet un DL, (0).

4
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2. Déterminer ce développement limité.

Exemple 28
1. Calculerle DL, (0) de f : x — In(1 — x) pour tout n € N.

4

2. CalculerleDL;(0)de f:x —

——— . (On peut bien siir retrouver ce résultat
Q-x)(1+x) 7
alaide d’'un produit...)

4

3. Retrouver ce développement limité a I'aide d’'un produit.

Remarque 18 (Peut-on dériver? Oui, parfois.) Il est rare d’avoir besoin de dé-
river un développement limité, mais voyons tout de méme un résultat. Si f est
une fonction de classe € au voisinage de x,, alors si f admet un DL, (x,) de la
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forme : ® Déterminer un DL;(2) de exp.

f(x)=ag+a;(x—xp) +... + a,(x — xp)" +x_9x0 ((x—x0)"),
f" admet un DL,,_, (x,) donné par formule :
fl(xX)=ay+2a,(x —xp) + ...+ na,(x —x)" '+ o ((x—x)"").
X—Xq

® Lhypothese « f de classe €" » est indispensable pour utiliser la proposition
précédente, alors que la primitivation nécessite uniquement l'existence d'un
DL, (x,) pour f".
® On verra dans la section suivante un exemple de fonction admettant un
DL, (0) mais dont la dérivée n'admet pas de DL, (0).
Exemple 30 (cas x, = +00)
. . . (1
1. Déterminer un DL, (+o0) de f : x — xsin|—|.
Changement de point .

»
Dans cette sous-section, on explique comment passer d'un développement limité
au voisinage de zéro a un développement limité en un point quelconque. Rappelons
que nous avons déja vu des éléments de réponse dans I'étude du développement
limité géométrique (Exemples 6 et 7).
o Méthode Se ramener a zéro a partir de x, € RU {+o00}
® Six, #+ 0 et x, ¢ {+o0}, alors la recherche d'un DL, (x,) pour une fonction
f se fera en se ramenant au voisinage de 0 par le changement de variable
« h = x — x, ». Plus précisément, -1
1. considérer g: h — f(x,+ h), 2. Déterminer un DL,(—oco) de f:x — — .
] " q X< +2x
2. faire un DL, (0) de g : on obtient une expression du type P
»'
g(h)=R,(h)+ o (h"
avec R,, fonction polynomiale de degré n définie au voisinage de zéro.
3. UnDL,(x,)de festalors: f(x) = R, (x—xg)+0((x—xy)").
x—Xx0
® Si x, = o0, alors on fait comme précédemment mais pour la fonction g :
1
o (_)
! h
Exemple 29 (cas x, € R)
® Déterminer un DL;(1) de In.
D’ . . e%
3. Déterminer un DL;(+o00) de f: x — —.
X
7
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APPLICATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Nous avons vu que les développements limités étaient compatibles avec énormé-
ment d’'opérations, a contrario des équivalents. Et en plus, nous allons voir qu'un

développement limité permet de déterminer des équivalents, et donc des limites.

Proposition 13 | « D.L. = équivalent »

Limites et équivalents

Soit x, € RU {+o0} et f admettant un développement limité au voisinage de Xx,.
Alors f est équivalente en x, au premier terme non nul de son DL,,(x,).

Preuve  Onle montre dansle cas d'un DL, (0), les autres cas se prouvant de la méme fagon.

Soit a; x* le premier terme non nul du DL,,(0) de f; en tronquant le développement limité &

l'ordre k on peut donc écrire au voisinage de 0:  f(x) = a, x* + x*e(x) avec limos(x) =
prame

0.
x g(x
On a donc au voisinage de 0 : A 1 =1+ ex) ——1letdonc: f(x)~a.xF.
apx aj x—0 0

Remarque 19

Utiliser les développements limités permet donc de trouver des équivalents
de fonctions, et donc de déterminer des limites, que 'on ne pouvait pas trai-
ter jusqu’a présent : si 'on ne peut pas additionner ou composer des équiva-
lents, on peut désormais additionner et composer des développements limi-
tés pour ensuite en déduire des équivalents.

11 faut toutefois prendre garde a l'ordre du développement limité : un ordre
trop petit risque de ne donner que des termes nuls, un ordre trop grand
conduit a des calculs inutiles.

Exemple 31

1.

Donner un équivalent en 0 de In(cos(x)). (On pourraréutiliser leDL,(0) précédem-
ment établi)

2. Donner un équivalent en 0 de e* — cos(x).

3. Déterminer la limite en 0 de

® [Echec]

R4

® [Echec]

R4

x(e*+1)-2(e*-1)

On tente un DL, (0).

On tente un DL, (0).

x2sin(x)
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® [Succes]

R4

On tente un DL;(0).

1
4. Déterminer la limite en +oo de x (e”x —cos (—))
x

Exemple 32 On définit la suite (u,,),; par:

3
Montrer que: u, o o2
4

m Etude locale d'une fonction

u, =In(n+1)—-In(n) -

n+1
n2

un point ou1 elle n'est pas définie, et savoir sile prolongement est continue, dérivable
etc..

— Proposition 14 | Développement limité, continuité & dérivabilité —O—
Soient f :1— Ret x, € I (f est donc définie en x,).

f admet un DL (x,), c’est-a-dire :

® f estcontinue en x, < { Jay€R, f(x)=a,+ o (1).
X—Xq

Danscecas: ay=f(xg).
. f admet un DL, (x,), c’est-a-dire :
® f estdérivable en x, < Jay,a; €R, f(x) = ay+ay(x—x)+ 0 (x—xp).
X—Xq
Danscecas: ay=f(xy), a;=f"(xp).
Preuve

® Ona)}Lngcof(x) = f(x,). Posonse = f—f(x,). Alors&(x) v Oet: f(x)=f(xo)+
€(x) pour tout x dans un voisinage de x,. Donc f posséde un DLy (x,).
Supposons que f(x)=a,+ o (1)avec a, € R. En faisant x — x,, on déduit que
X—Xq
lim f(x) = a,. Donc f posséde une limite finie en x,, or la fonction est définie en x,
X—Xq

donc (voir Chapitre (AN) 6) cette limite vaut forcément a, = f(x,). On a bien montré

Jim f(x) = f ().

. f(x)=f(x) .
—— ! .
® Ona JClmgco Py = f'(x,). Posons pour tout x dans un voisinage de x, :

f(x)=f(x0) 1 :
2 — f(x 0six # x,,
E(X) = { X—Xo f ( 0) sinon 0

Alors puisque f est dérivable en x,, on vérifie sans difficulté que (x) Oet:

F(x) = f(x0) + (x = x0) f'(3%0) + &(x) (x — xo)
En effet, si x = x,, I'égalité est f(x,) = f(x,), etsix # x4, ona:

J(30) + (3 = x0) f' (3) + &() (x — x,)

JF(x) - f(xo)
= [(x0) + L= teT+ | 20 proy) (v - xp) =
o) + Lt P ET+ | 2 2 = P (6= 0) = /()
pour tout x dans un voisinage de x,. Donc f posséde bien un DL, (x,).
Supposons que f(x) = ay+a,(x—x,)+ 0o (x—x,)avecay a, €R.Onadéjavu
xX—Xg

que nécessairement a, = f(x,). Alors le développement limité donne :

F(x) - f(x0) f)-flx) _

X—X X—X

Donc f est dérivable en x, avec f'(x,) = a;.

x—Xp

=a;+ o (1) = lim
X—Xgo

x—xg

Attention
Cet énoncé ne se généralise pas pour des valeurs supérieures de n.

Les développements limités vont nous permettre d’étudier localement une fonc-
tion : savoir si elle est continue, dérivable, voire méme a prolonger des fonctions en
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Exemple 33 (Contre-exemple) Lapplication

R — R
: xBSin(i) six#0
[ X — 2 ’
0 six=0
admet un DL, (0).
’I

Pourtant, f’ n'est pas continue en 0, donc f n'est méme pas deux fois dérivable.

La proposition précédente permet d’étudier I'existence d’'une tangente, mais en
poussant le développement limité un peu plus loin on peut méme obtenir la po-
sition relative.

— Proposition 15 | Position relative de la tangente 0—
Soit f une fonction admettant un DL, (x,), p =2 eta, #0:
fx)=ag+a,(x—x)+ a,(x—x)" +x9»0((x —x0)").

Donnel'équationde  Donne la position par
la tangente en xq rapport a la tangente

a,, désigne donc le premier coefficient non nul du développement limité

Note < 1
apres lordre 2

Alors, f est continue et dérivable en x, (ona f (xo) = ay et f' (x,) = a; ) et € ad-
met une tangente T, en son point d’abscisse x, d’équation y = a, + a; (x — xo).
De plus,

® Sipestpair: [f(x)-[a+a,(x—x)] alesigne de a, au voisinage de x,,

donc C€f est située au-dessus de T, si a,>0,et en-dessous si a, <0.

® Sipestimpair: f(x)-[a,+ a; (x — x,)] change de signe au voisinage de X,
donc €y traverse T, et on dit que (xo, f(x,)) est un point d’inflexion de €.

Ainsi, si la fonction admet un développement limité a un ordre n = 2, I'étude du
signe du terme suivant permet de déterminer la position relative de la tangente par
rapport a la courbe.

Preuve

4

Remarque 20 (Extremums locaux) Si a@; = 0 dans I'écriture de la Proposi-
tion 15, la tangente est horizontale. Ainsi, dans le cas ol p est pair, on obtient :
® sia, >0, f possede un minimum local en x,,

® sia, <0, f possede un maximum local en x,.

On représente ci-dessous le cas ou p est pair avec a,, > 0.

ylk

1 %

J(xo)r

X0

St+-----9
=
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Exemple 34 Justifier I'existence d'une tangente en x, dans les cas suivants, pré-
ciser la position relative lorsque cela est possible.
1 xy=0,f(x)=1+2x+3x*+ oo(xz),f(x) =1+2x+3x*+ o (x%)

X—

x—0
7
Y,
Y,
Cy
4 T, |
flxo)tr------
| f(xo} 2. x,=0,f(x)=x+ 00(x3).
xX—
|
| »’
; - :
Xg X X
CAS p PAIR, a,>0
y y
Er
1 T, i
3. x=1,f(x)=(x-13+ 01((x -1)%).
X—
flxoh----- ! f(xoh #
|
|
|
l
VA ' 'x X
CAS p IMPAIR, a,, > 0 (POINT D'INFLEXION) CAS p IMPAIR, a,, < 0 (POINT D'INFLEXION)

ALLURE LOCALE D'UNE COURBE EN UN POINT : INTERPRETATION GRAPHIQUE DU DEVELOPPEMENT LIMITE

DE LA PROPOSITION 15 . . .
Exemple 35 Soit f : x — tan(x) — cos(x). Donner I'équation de la tangente T,

a € au point d’abscisse 0 et étudier leurs positions relatives.

4
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1
er’
® Déterminer le DL;(0) de f.

4

Exemple 36 Soit f : x —

® En déduire I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0 ainsi que la position de celle-ci par rapport a la courbe.

7

Les propositions précédentes sont utiles, mais exigent que la fonction soit définie
au point ou 'on effectue le développement limité, mais les développements limités
peuvent aussi servir a prolonger des fonctions comme nous allons le voir.

— Proposition 16 | Développement limité et prolongement
Soit xy €1, et f:I~{x,} — R (f est donc non définie en x,). Alors:
® si f admet un DL, (x,), c’est-a-dire :

f(x)=a+b(x—xy)+ o (x—x,), aveca,beR,
X—Xg

alors la fonction f se prolonge par continuité en x,, en posant f(x,) = a.

® De plus, la fonction ainsi prolongée est dérivable en x, de dérivée f'(x,) = b.

Q Méthode

Si on souhaite savoir si la fonction ainsi prolongée est de classe €, il faut ensuite
réaliser par exemple un développement limité de f’.

Preuve

4

Les développements limités a I'ordre 0 ou 1 permettent de prolonger par continuité
des fonctions en un point et d’établir la dérivabilité en ce point de la fonction ainsi
prolongée.

Prolongement a l'aide d’'un développement limité

Soit f une fonction définie au voisinage de x, mais non définie en x,,.

® Si f admet un DLj(x,) : f(x) = ay + xgo(l), alors xli_gclof(x) = a, et on peut
donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = a,.

® SifadmetunDL,;(x,): f(x) = ay+a;(x—x4)+ o, (x — x,), alors on peut donc
prolonger f par continuité en x, en posant f (;Cco) = a, etla nouvelle fonction
ainsi prolongée est dérivable en x, puisqu’elle admet un DL, (x,), on a alors

f'(x) = ay.

1
Exemple 37 Soit f : x — x> sin(—z).
X
1. Montrer que f admet un DL, (0).

4

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement

est dérivable en 0.

R4
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BILAN DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Voici un bilan des développements limités a connaitre. On indique en en-téte de tableau la méthode pour les obte-

nir. Les développements limités indiqués entre parenthese sont ceux pour lesquels la mémorisation est facultative. Ils

se déduisent rapidement des autres par composition.

DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE & CONSEQUENCES

Formule

Type de
développement
limite

1 n
(_ — Z(—X)k-l- o (xn) DLn(O)
1+x k=0 xX—
=l-x+x>-x34+-+(-x)"+ oO(x"))
X—
OBTENUS PAR FORMULE DE TAYLOR n . lxk
In(1+x)=) (-1)*"'—+ "
— n(14x)= 3 (D4 0 (<)
Formule développement x2 3 i X"
q. ono =X — =ty (=1 n+1_+0 xn
limite 2 3 4 (=1) n x_o( ) (x — —x),
n xk DL, (0)
0 . (ln(l—x):—27+ oo(x”) "
k=0 & DL,(0) S
2 n x2 xs x4 n "
=l+x+—+-+—+ n -y .. -
a NG T2 75 4 2% ")
n x2k n x2k+1
cosx= Y (-1 o (x*™1) arctanx = Y (-1)* + o (x?"*%)
k=0 (2k)! x—o = 2k+1  x—0 DL (0
DL2n+1(O) 2n+2( )
2 x4 2 - 3 45 2n+l
=1-— 4+t (-1)" + o (x?"* —x—+ he g (=1 + o (x?"+2
2! 4! (=1 (2n)! x—»o( ) 3 5 (-1 2n+1 x—»o( )
" x2k+1 INCLASSABLE
sinx= Y (-1)*—=———+ o (x*"*?) _______________
k=0 (2k+1)! x—o0 Type de
3 5 2n+1 DL2n+1(0) )
b n 2nt2 Formule développement
=x-=+—=++(-1)"——+ o (x*"*?) .
3! 5! 2n+1) x—o0 limite
n x¥ x 2x°
a_ —q)| = n tanx =x+ — + — + 5 DL5(0
(1+x) ;( <]_[ (x q)) 5 +x20(x ) anx = x+ o+ o xgo(x ) 5(0)
k=0 \ 0<g<k
-1
=1+ox+ (2' )x2+--
ala=1)(a-n+1) , " DL, (0)
+ o (x") 1
n! x—0 (Casaz E)
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Concernant les développements limités :
® connaitre la définition d'un développement limité .......................... O
® savoir obtenir des développements limités (somme, produit, composée, tronca-
ture, quotient, INtEGration) . .........uuvreiit et e ieaaaanans O
® connaitre les développements limitésusuels ................ ... ...l ([
2. Savoir utiliser la formule de TAYLOR-YOUNG pour déterminer des développements li-
TTHEES .o ettt ettt ettt e et e e e e e e e e e e e O
3. Savoir utiliser les développements limités :
® pour déterminer des limites et des équivalents ................. ...l O
® pour prolonger des fonctions .......... ... il (I
® pour déterminer des positionsrelatives ............ ..., O

Exercice 1 | Opération nettoyage solution «Nettoyer» le plus possible les expressions
suivantes.

1 1 1 1
..:—+o( )+3+ +o( )
=0 x2  x—0\x2 X
2. ... :0x+o(x)+xlnx+o(x21nx)+x

&'“t'__+i+0(J+—+o“)

n—oo \/_ n

o(x*)

m Calculs de développements limités

Exercice 2 | Solution Dans chacun des cas suivants, déterminer le développement
limité de la fonction f au voisinage de 0 al'ordre donné :

1
1. f(x)=e"- - alordre 2 2. f(x)=exp(sinx)alordre 4

3. f(x)= \3/ 1+x+x2alordre 2 4, f(x)=cosy/xalordre5

5. f(x)=——-——alordrel 6. f(x)=(cosx)*™ alordre5
sinx

7. f(x)= (1 + x)% alordre 2 8. f(x)=sinx—xcosx alordre 8

9. f(x)=eV**alordre3 10. f(x)=tan®x alordre6

1. f(x)= ln(g) al'ordre 4 12. f(x)= al'ordre 3

+x
(x)

13. f(x)=In(1+cos(2x))alordre 4 alordre 3

x+1
14. X)=
Fx) x2+x+2

sinx

15. f(x)= ( )al’ordre4

T X
16. X)=cos|— al'ordre 4
Fx) (2 tanx)

17. f(x)=(1+ arctanx)i al'ordre 3

Exercice 3 | Solution Déterminer le développement limité a I'ordre n donné de la
fonction f au voisinage de x, dans les cas suivants :

1
1 f(x)= \/; au voisinage de x, = 1 alordren =5
2. f(x)=-— au voisinage de x, =1 al'ordre n =5
+ 1
3. f(x)= . au voisinage de x, =3 al'ordre n =4
sinx |
4 f(x)= 7 au voisinage de x, = 1 alordre n =3
X
5 f(x)=x ¥ au voisinage de x, =1 al'ordre n =3
6. f(x)=e""! auvoisinage de x, = 1 al'ordre n quelconque.
x"Inx
7. f(x)= - & voisinage de x, = 1 a 'ordre 2
x —

Lorsque cela est possible a partir du développement limité trouvé, on fera I'étude
locale de f au voisinage de x,.

m Recherche de limites et d’équivalents

Exercice 4 | solution Trouver un équivalent des fonctions suivantes au voisinage de
a:
1 f(x)= au voisinagede a =0

sinx ln(l +x)
. f(x)=sin(2x) —2sinx au voisinage de a = 0

N

t
3. f(x)= ln( anx) au voisinage de a =0
1 1
4, =ln{l14+——|-— isi dea=+
f(x) n( 1+x) P au voisinage de a = +oo
5. f(x)=(e+x)®—e** auvoisinagede a =0
6. f(x)=sin(In(1+x))—In(1+sinx) au voisinage de a =0

m Allures locales de courbes
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Exercice 5 | Solution Calculer les développements limités suivants, et en déduire la
limite de la fonction au point considéré x,, la dérivabilité de la fonction prolongée
en x,, '’équation de sa tangente en x, ainsi que la position relative de la courbe par
rapport a cette tangente :

1+x-—

1-x
1. DL,(0)de f(x) = .
sinx — xcosx

2. DI;(0)de g(x) = Tox

Exercice 6 | solution Pour les fonctions suivantes, déterminer I'équation de la tan-
gente a 6 en a ainsi que la position de la courbe par rapport a cette tangente (aller
jusqu’a l'ordre 2 suffit dans cet exercice).

1. f:x a=0, 2. f:x—In(1+x)ena=1.

—————en
3 +sin(x)

Exercice7 | Solution

1. Donner une expression de tan(a + b) en fonction de tan a et tan b (lorsque tan a,
tan b et tan(a + b) existent).

2. Calculerle DL, (g) de f(x) = In(tan x). On pourra utiliser le développement limité

(n%).

1
3. Préciser l'allure de 6 au voisinage du point d’abscisse —.

1
démontré en cours :tan(h) = h + §h3 + ho
-0

Développement limité d'une fonction réciproque

Exercice 8 | solution Soit la fonction f définie par:

VxeR, f(x)=arctanx+e*-1.

1. Etudier f et en dessiner la courbe dans un repere orthonormé.

2. Montrer que f induit une bijection de R dans un intervalle I a préciser.

3. Soit g la réciproque de la bijection précédente. Montrer que g est de classe €
sur I. En déduire que g admet, en tout point de I, des développements limités a
tout ordre.

4. En utilisant le fait que g o f = Idg, donner un développement limité de g a I'ordre
2 au voisinage de 0.

Exercice 9 | Solution

1. Montrer que la fonction f : x — e* + x — 1 réalise une bijection de R sur R.
2. Montrer que sa fonction réciproque f~! est de classe €. Former le développe-
ment limité & 'ordre 3 au voisinage de 0 de f .

m Développement limité et régularité

Exercice 10 | solution Soit la fonction f définie sur ]0,1[ U |1, +oo| par:
xIlnx
fl)= 5
1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1.
2. Ce prolongement est-il dérivable?
3. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.
4. Ce prolongement est-il dérivable?
. _ it1a f . défini . _ cosx
Exercice 11 | solution Soitla fonction f définie par: f(x) = Toxsa

Calculer £ (0), sans calculer explicitement la dérivée f*).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution (exercice 1)

Solution (exercice 2)

1.

Enonce

Univers image : les seuls numéros que I'on peut obtenir sont 1,2 et 3, donc
X(Q)=1{1,2,3}.

Calcul de la loi de X. Le dé est non truqué, on a donc équiprobabilité pour
chacune des faces du dés. On a 6 faces en tout, et une seule ayant le nu-

1
méro 1, donc [P(X=1) = 5l On a deux faces portant le numéro 2, donc

2
P(X=2)= 5 soit[P(X=2) =

1
3l Enfin, on a trois faces portant le numéro

3
3,doncP(X=3)=—,s0it|P(X=3)=—

fonction de repartltlon : on utilise la formule du cours,
o six <1,onaFxg(x)=0,

1
o si1<x<2,onaFX(x):lP(X:1):—,

1 1 1
o si2<sx<3,onaFx(x)=PX=1)+P(X=2)= E 3=
o six=3,onaFg(x)=1.
Espérance : on calcule
1 2 3
E(X)_IXP(X_1)+2XP(X 2)+3X|]:D(X 3)_6 §+E
. 7
soit [E (X) = =|.
Variance : on utilise la formule de KON1G-HUYGENS,
V(X) =E(X*)-(E(X))%
On calcule E (X?) grace au théoréme du transfert :
1 4 9
EX*)=1*xP(X=1)+2*xP(X=2)+3*xP(X=3) = st3ts =6
49 5
soit V(X)=6— R etdonc: |V(X)= sl

Enoncé

On écrit chacun des développement limité et on fait la somme :
2

2
_ X 2\ _ 2 2y _ X 2
f(x)=1+x+ 5 +x20(x ) (I+x+x +x(—)>0(x ))— 5 +x20(x )

2

On obtient donc : |f(x) = —— + 0 (x%)| On en déduit que la tangente en 0

. On pose u(x) =

2
. X
a pour équation y = 0, et comme -5 < 0, €5 est en dessous de sa tangente

au voisinage de 0.

. On a, en écrivant le DL,(0) de la fonction sinus :

3

f(x)=exp (x— % + 0 (x4))-

0
3
On pose u(x) = x - 3T + 0 ( ) Comme u(x) —— 0, on peut composer
les développements llmltes On a:
2 3 4
u u u
e=l+u+—+—+—+ o (u*)
2 31 4l x—0

£3)2 +3)3 34
x3 (x—a) T T
+ +

donc on en déduit :

=l+x——+ + 4
J)=1+x=5 2 31 TRRNCY

¥ x? B X .

=l+x——+—=-2x +—+=—+ o (x*)

31 2 2x30 31 4l x—o0

x2 x4
Soit:|f(x)=1+x+ S5t 00(x4). On en déduit que la tangente en 0 a

X—

2
. X

pour équation y = 1+ x, et comme — > 0, € est au dessus de sa tangente
2

au voisinage de 0.

. Onpose u(x) = x +x2. Comme u(x) — 0, on peut composer les dévelop-
X—

pements limités. On a:

1 (3-1)
1+u)3=1+—-u+ 24 2),
(1+u)3 U u xgo(u)
donc on en déduit :
1 1 1 1 1
xX)=1+=(x+x3)—=(x+x2)?+ 0 X)) =1+=x+-x>-=x%+ o (x?).
FO) =12 (xrx) =g (x+x?)+ o () =1+ x+ox?—cx’+ o (x?)

x—0

2
Soit finalement : | f(x) = 1 42 3t 9x + o (x%)|

b 2
On en déduit que la tangente en 0 a pour équationy = 1+ 3 etcomme §x2 >
0, € est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.

\/;. On a bien u(0) = 0, on peut donc composer. On écrit le
développement limité de cos a l'ordre 10, afin d’obtenir de I'ordre 5 en rem-

placant u par \/x.Ona:

u2 u4 u6 u8 ulO
1-—+

cosu = ———+—-—+ o (u"),
2 4 6! 8 10! u-o
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soit en com osant'f(x)—l—f+x—2—x—3+x—4—x—5+ o (x°)
P ' 2 4 6 8 100 x—0" f

2
X X
On en déduit quelatangente en 0 a pour équationy = 1- > etcomme m >0,
€y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0. '

. On écrit le développement limité de sin a 'ordre 3 car il y a des simplifica-

tions :
1 1 1

. = 3 = .
sihx x—%+x20(x3) x(l—’é—?-ﬁ- oo(xz)
rt. o

2
On pose u(x) = o oo(xz). Ona:

31 x—
1
——=1-u+ o (u).
1+u x—0
Comme u(x) . 0, on peut composer les développements limités :
x—
1 x?
= STl gt oo(xz)
B ? + xgo (x ) ) o
etdonc:
x? )
flx)=—-— 1+§+xgo(x )|,

X
soit finalement : | f(x) = ar + oo(xz) . On en déduit que la tangente en 0 a
X—

X
pour équationy = — 5 On ne connait pas le terme suivant du développement

limité, donc on ne peut pas déterminer la position de € par rapport a sa
tangente au voisinage de 0 (il faudrait pousser le développement limité plus
loin).

. On commence par mettre la fonction sous forme exponentielle, car cosx >

0 au voisinage de 0 : f(x) = exp(sinxIn(cosx)). On écrit le développement

limité de cos et on remplace dans le logarithme :
2 .4

x> x
In(cosx)=In{l1-—+—+ o (x4) .
2 4l x—0
2 4
On pose u(x) = Sttt 00(x4). Comme u(x) ~ 0, on peut composer
I x— x—
les développements limités :
23
In(l+u)=u——+—+ 3).
n(l+u)=u=—+= xgo(u)

Soit par composée :

2 4 2 4\2
X X 1 X X
In(cosx)=——+——=—[-——+—]| + (x5)
2 4! 2 2 4! x—0
2 4 4
X X X
=L 6 ()
2 4! 8 x-0
2 4
X X
=——-—+ o (x°)
2 12 x-o0

5,5 2 4
sinxln(cosx)z(x—x—+x—+ oo(xs)) (_x__x_+ o (x%)
X—

31 5! 2 12 x—o
3 5 5 3
X X X 5 5
==+ =+ =—= x
2 12 12 2() 2 2,)
. x3 5 )
Puis on pose u(x) = 5 + oo(x ), et on compose par le développement
x—»

x3 5
- 0: f(x)=1—?+x20(x )

limité de exp car u(x)

X—

3
X
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1. De plus,ona —— >

0 si x <0, donc €y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0 a gauche,
3

X . ..
et - < 0six >0, donc €y est en dessous de sa tangente au voisinage de 0
a droite.

1
. On passe sous forme exponentielle: f(x) = exp (— In(1+ x)). On écrit ensuite
X

le DL;(0) de In(1 + x) et on divise par x :
1 1 x* % x x°
—In(1+x)==|{x-=+=+ o (¥*)|=1-Z+=+ o (¥?).
X X 2 3 x=0 2 3 x—0

Attention on ne peut pas composer directement car ce qu'on obtient ne tend

pas vers 0! On remplace dans I'exponentielle :
2 2
_ _x.x 2)| = ELE 2
f(x) —exp(l >t 3 +x20(x )) =e xexp( 5t 3 +x20(x ))
On peut cette fois composer par le développement limité de exp. On obtient :
2 2
X

f(x) =e(1—g+%+g+x20(x2))

x 11
Soit:|f(x)=e (1 R x?+ oo(xz)) . On en déduit que la tangente en 0 a
X—

e 11
pour équationy = e— Ex, etcomme ﬂxz > 0, 6 estau dessus de sa tangente
au voisinage de 0.
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8. On écrit les deux développements limités de sin et cos et on remet dans I'ex-

3 5 7

x
ion de f. On obtient : =———+— )l
pression de f. On obtient:|f(x) = = = =0+ =0 xgo(x)

3
X
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0. De plus, on a 3 <0

si x <0, donc €, est en dessous de sa tangente au voisinage de 0 a gauche,
3
X
et — > 0six >0, donc €y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0 a
droite.

On passe sous forme exponentielle : f(x) = e*"2 —

1.0Ona llrn xIn2 =0,
donc on peut composer par le développement limité de exp On obtient :

f(x)—xln2+ ( )x2+ o (x%)|

x—0
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = xIn2, et comme
In? (2) »

> x°, €y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.

. On écrit le développement limité de v/ 1+ x :

x x* x 5
\/1+x:1+§—§+ﬁ+x90(x ).

Attention, cette expression ne tend pas vers 0, on ne peut pas composer di-

rectement. On remplace dans I'exponentielle :
2 .3

r . r 3| = r . r 3
f(x)—exp(1+2 8+16+x9>0(x)) e><exp(2 + +0(x)).

On peut cette fois composer, et on obtient :

x ox2 X 1(x 22 BV 1(x 12 KB 5
f=ell+z-—+=+-|=-=+=| +=[=-=+=| + o (¥%)].
2 8 16 2|2 8 16 31{2 8 16 x—0

3
sduit - _ X x 3
On en déduit : |f(x) = e(1+2+48+x20(x ))

e
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e + Ex. De plus, on
3
X
a T < 0six <0, donc €y est en dessous de sa tangente au voisinage de 0 a

X . .
gauche, et — >0 i x >0, donc € est au dessus de sa tangente au voisinage
de 0 a droite.

3 5
x°  2x C
10. Onatanx = x + Y + 5 + 0o (x6). On éléve ce développement limité au
X—
carré :
3 5 2 4 6 6
X X 2x 4x° x
tanx=[x+—+-—+ o (x*)] =x*+=—+—+—=+ o (x%)
15  x—0 3 1 9 x—0

.

12.

13.

On obtient : | f(x) x®+ o (x%)}

x—0

2 17
=x*+=xt+—
3 45

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme x* > 0,
€y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.
On commence par écrire le développement limité a I'intérieur :
. 3 2
Y =l(x—x—+ 0 (x4))—1—x—+ 0 (xs).
X X 3! x—0 3! x—0
On remplace dans le logarithme :

2
f(x):ln(l—%+x20(x3)).

2

X

BT ( %). On a bien limou(x) =
X—

composer par le developpement limité du logarithme, et on obtient :

flx)= —%2 + o ()]

On pose u(x) = 0, donc on peut

2
. X
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme ry <0,

€y est en dessous de sa tangente au voisinage de 0.
Ona:
1
——=1+x+x*+x’+ o (x°).
1-x x—0
On éleve ce développement limité au cube :
1

— =1 3|’
TEE ( +x+x2+x3+ oo(x ))

=1+3x+3x*+3x° + x> +3x% + 00(x3)
X—

=1+3x+6x%+4x>+ 00(x3).
X—
Puis on multiplie par 1+ x :
f(x):(1+x)(1+3x+6x2+4x3+ ) (xg))

x—0

=1+3x+6x*+4x> +x +3x* +6x° + 0 (x3).

Soit en rassemblant les termes : | f(x) = 1 + 4x + 9x +10x° + o (x*)|
X—

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1+ 4x, et comme
9x2 >0, € est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.

On commence par écrire le développement limité de cos(2x) :

(2x)?>  (2x)* 2x*

> + a0 xgo(x4):1—2x2+T+xgo(x4).

cos(2x)=1-
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On remplace dans f(x) :
f(x)=In 1+1—2x2+E+ o (x*)|=In 2—2x2+Z—X4+ o (x*)
3 x—0 3 x—0 '

Attention, on ne peut pas composer directement par le développement limité

du logarithme :
4

f(x)=ln2+ln(1—x2+%+ go(x“)).

On compose ensuite les développements limités en posant u(x) =

x4

—-x* + 3t 00(x4), qui tend bien vers 0 en 0, et on obtient
X —

4
=ln2—x2—%+ o (x*)}

fx) o,

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y =
€r est en dessous de sa tangente au voisinage de 0.

In2, et comme —x20,

14. On essaye de se ramener a du avec u(x) quitend versOen 0 :

1
1+u(x)
1 1 1

= = — X —
X2 +x+2 2(1+§+x72) 2 1+i+2

2
X X
On pose u(x) = > + EX et on a bien limou(x) = 0, on peut composer les
X—

développements limités :

1 1 x x? x x2) (x x%)® 5
———— = 1|+ |+|Z+=| —[Z+=]| + o (¥¥)].
x2+x+2 2 2 2 2 2 2 2 x—0

En développant, puis en multipliant par 1 + x, on obtient
x 3x* x° 3 o
f(x)— 1+§_T+E + oO(x )l On en déduit que la tangente
i

1 x 3x?
en 0 a pour équation y = 2 + > et comme Y <0, 6 esten dessous de sa

tangente au voisinage de 0.
15. On écrit tout d’abord le développement limité a I'intérieur :

. 3 2
smx_l(x_x_+ 0 (x4))=1—x—+ o (x%).

X X 3! x—0

2

. . . X 2
On éléve ensuite au carré, et on obtient : [f(x)=1- Y + Ex + o (x“) .
X—

2
. ., . X
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1, et comme Y <0,

€y est en dessous de sa tangente au voisinage de 0.

16. On commence par le développement limité a I'intérieur :

17.

x X 1
tanx x4+ L4204 o (x5) 1+2 420 4 o (x4)
2 4
On pose ensuite u(x) = — + 5 qui tend vers 0 en 0. On peut donc compo-

ser les développements limités et on obtient :

x x? 2x? x2 2x*\? ) x* 11xt .
=1-[=+=—|+|=+=—| + o (x*)=1-"+ + o (x%).
tanx 3 15 3 15 x—0

On remplace dans f(x) :

x* 11xt

f(x)=COS(g (1—? " +xg0(x4)))=sin(zx2—1l—nx4+ o (x*)

U 117
en utilisant les formules de trigonométrie. On a Exz - Wx“ + 0 ( *) qui

tend vers 0 en 0, donc on peut composer les développements hmltes, et on

obtient : f(x)——x LI o (x*)

90
b
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme gxz >0,

€y est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.

1
On met sous forme exponentielle : f(x) = exp (; In (1 + arctan x)).

On a de plus : arctanx = x — 3 +.0 ( %), et donc on doit calculer le déve-

x—>
loppement limité de :
3

1n(1+arctanx)—ln(1+x—%+ 0 (x4)).

x—0
3
Onalim x- 3.0, (x*) =0, donc par composée de développement limité :
X—
21 1 ) 1 x%)* .
In(1+arctanx)=x——-=|x-=| +-|x-=| == [x==| + o (x*)
3 2 3 3 3 4 3 x—0
2 4
X x
=x—-—+=—+ o (x*)

2 12 x-o0

On obtient :
3

_r .t 3| = X X 3
f(x)—exp(l 2+12+x£)’0(x )) exexp( 2+12+xg0(x ))
3

On a lim —f+x—+ o (x3):

0, donc par composée de développement li-
x—0 2 12 x-0
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mité :
3 3\2
X X 1 X X
x)=ell+|——+—|+=|——=+—]| +
Fx) ( (2 12) 2(2 12)
2 3
X X X
=e 1——+—+—+o(x3)
2 8 16 =x—0
2

3
ex ex’ ex

On obtient finalement : |f(x) =e— — + —+—+ o (x°)|
2 8 16 x—0

. . . €
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e — 5% et comme

1( X xs)s 3)
—|-=+=]| + o (x*)
6 2 12 x—0

ex”
e >0, € est au dessus de sa tangente au voisinage de 0.

Solution (exercice3) tnonce Je ne donne les détails que pour le début.

1 1
1. Onseramenea0enposant h = x——,soitx = h+ 7 On cherche le DL;(0) de

1 1
F(h) = \/4_1 +h= \/Z (1+4h). Pour cela, on pose u(h) =4h.Ona u(0) =0

et:
RUYRITE B () PG IO 11
2 2 3! 4!
1(_1)3(_5\7
+ 2( 2)52'( 2)2u5+x20(u5)

Soit par composee de développement limité :
F(h) = (2 +2h—2h* +4h® — 10h* + 28R° + hoo(h5)) .
Onen dedu1t, enrevenanta x:

F= el e M- s e a2 o (- 2))

4 4 4 4 x—1

—

1 1 1
On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y = 3 + (x - 4_1)' etcomme

1)2 1
—[x——| <0, %, esten dessous de sa tangente au voisinage de —.
4 4 4
2. Onseramene a0 en posant & = x — 1. On doit faire le développement limité
1
en0deg(h)= nil On obtient :
gh)=1-h+h*-h*+h*+
En revenant a x on a donc:
fX)=1-(x-D+(x-1)2-(x-123+(x-1*
+o+ (D" (x-1)"+ ol((x -1)").
X—

On en déduit que la tangente en 1 a pour équationy =1—-(x—1) =2 —x, et

L+ (-1D"h"+ o (h").
h—0

comme (x —1)* > 0, ¢ est au dessus de sa tangente au voisinage de 1.

. On se raméne a 0 en posant i = x — 3. On doit calculer le développement

h+4
limité en 0 a 'ordre 4 de g(h) = h_+2 Ona:

1 1 1 1 h K K h* .
== x l1-—+—-—+—+ o (h*)],
h+2 2 144 2 2 4 8 16 n—o
puis par produit :
h+4 1 h R KB K
—:(h+4)(———+———+—+ o (h“))
h+2 2 4 8 16 32 h—o

+ —_— —_—
2 4 8 16 h—o
En revenant a x, on obtient :

flx)=2- %(x—3)+i(x—3)2—%(x—3)3+11—6(x—3)4+x23((x—3)4).

1
On en déduit que la tangente en 3 a pour équationy = 2— 3 (x—3), et comme

1
Z(x -3)2>0, €y est au dessus de sa tangente au voisinage de 1.

|
. On seramene a 0 en posant h = x — rE On obtient :

R

=i cgrrrm e -3

4

|2

a pour équation y =

On en déduit que la tangente en
bl
, et comme (x——

VPl 0-3) ;

. . b
en dessous de sa tangente au voisinage de 1

~——

2 1 2 6
(————+ ) < 0, <€f est
2 m?

. On seraméne a 0 en posant &7 = x — 1. On obtient :

) =1-(r-1)- 25 -1+ 2= D+ o (= 1))

On en déduit que la tangente en 1 a pour équationy =1—-(x—1) =2—x, et

1
comme — E(X -1)*<0, €y est en dessous de sa tangente au voisinage de 1.

. On serameéne a 0 en posant i = x — 1. On obtient :

f(x)z1+(x—1)+%(x—1)2+$(x—1)3+ --+%(x—l)”+xgl((x—1)”).

On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y = 1+ (x —1) = x, et
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1
comme > (x-1)*>0, ¢ est au dessus de sa tangente au voisinage de 1.
7. Onserameéne a0 en posant & = x — 1. On obtient :

n(n 1)
4

f(x)=1+ + 0 ((x=1)%),

(n—1)+(x—1)2(1—E

1 x-

On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y = 3 + T(n 1), et
nn-1
n ))
4

comme (x — 1)? ( > 0, €y est au dessus de sa tangente au

voisinage de 1.

Solution (exercice 4)

questions.

1. On met au méme dénominateur, puis on fait un développement limité a
l'ordre 3 :

Enoncé Je ne donne les détails que pour les premieres

2
2In(1+x)-2sinx _ 2|x+% +x9>0(x2) —2(x+x20(x2))

sinxIn(1 + x)
_ —x*+ £20 (+*) —x* _
sinxIn(1 +x) =—o x2
en utilisant les équivalents usuels de sinx et In(1 + x) en 0. On en déduit :
fx) = 1|
2. On peut composer avec le développement limité du sinus car 2x tend vers 0
enO:

fx)=

sinxIn(1 + x)

)

(2x)° 3 X 2 3 3
X)=2x- + 0 (x°)=-2|x——+ o (x7)|=—x"+ o (x°).
f) i o ()-2[x-T o () o, (x)
Onendéduit: |f(x) ~ —x3|
x—0
3. Il vaut mieux toujours commencer par les fonctions les plus a l'intérieur :
%8 3
tanx X7 ?+x90(x ) x> ,
= =1+—+ o (x%).
X X 3 x-0

Donc en remplacant dans f :
x? N )
f(x)=In[1+ ey +x20(x )| = ey +x20(x ),
2

b
en composant avec le développement limité du In car Y + °, (xz) tend vers
X —

2

0en0.Onadonc:|f(x) ~0?.

1
4. On commence par poser h = —, et on cherche un équivalent en 0 de g(h) =
X

ln(1+%)—hzln(1+li)—h.0na:

+h +h
h _ _ 2 2
1+h_h(1 h+h20(h))—h h +x90(x ).
Donc en composant avec le développement limité duIln:
h _ 2 1 22 oy_3.2 2
ln(1+1+h) h=h-i2=2(h=12P=h+ o (B*)=>H+ o ().

En revenant a x, on obtient donc :

1) ~ -5

2
x
Cf(x) ~ = =et|.
5. [f(¥) = -5
6. Ici, il faut monter l'ordre petit a petit car les termes se simplifient au fur et a
4

mesure... On obtient : | f(x) -~ E

Solution (exercice5) Enoncé

1. DL,(0) de f(x)= Y2 XX v1=x,

® On fait le DL a 'ordre 3 du numérateur afin qu’apres avoir divisé par x on
tombe sur un DL d’ordre 2.

On obtient que : | f(x) =1+ % + oo(xz).
X—

® On peut en déduire que:

¢ fadmetun DL al'ordre 0, donc la fonction f est prolongeable par conti-
nuité en 0 en posant f(0) = 1.

o fadmetun DL al'ordre 1, donc la fonction ainsi prolongée est dérivable
en 0 avec f'(0) =

o Léquation de la tangente en 0 est donnée par les termes d’ordre infé-
rieural:y=1.

¢ Lacourbe €y est toujours au-dessus de la tangente en 0 au voisinage de

X
Ocar — =0.
8

sinx —xcosx

2. DI;(0)de g(x) = Tox
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® On fait la somme et le produit des DL usuels :

g(x)=(x—%3—x(1—x;)+ 0 (x3))(1—x+x2+ 0 (xz))

x—0 x—0

X

:(?34- 0 (x3))(l—x+x2+ ) (xz))

x—0 x—0

x3

On obtient que|g(x) = 3 00(x3).

® On peut en déduire que :
o La fonction g est continue en 0 car 0 est dans le domaine de définition
de g et g possede un DL a l'ordre 0,
¢ g admet un DL a l'ordre 1, donc la fonction g est dérivable en 0 avec
g'(0)=0.
o Léquation de la tangentegen Oest:y=0.

. . X .
o En étudiant le signe de r on obtient que la courbe €, est en-dessous

de la tangente localement au voisinage de 0~ et au-dessus de la tan-
gente localement au voisinage de 0.

Solution (exercice 6) Enoncé
1. Calculons un DL,(0) de f. Au voisinage de 0,

1 1
3+sin(x) 3+x+ oo(xz)
X—
1 1

= X —.
3 1+%+ 2
3+ 0, (x%)

2
x x
OnposeX = = + oo(xz)(onabienX—O» 0).Ona:X2=3+ o (x*)donc
X— X—

2 2 =0
xgo(X )=x (x*). D'ou:

1 1 2 2
3+sin(x) 3 < (1-X+X +x9>0(X )

0}
-0

= +—=+
3 9 27 x=0
On en déduit que la tangente a la courbe représentant f au point d’abscisse

1 x
0 a pour équation |y = 37 of

x° .
De plus, comme 27 > 0 au voisinage de 0, on peut affirmer que la courbe

représentant f est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.

. Calculons un DL,(1) de f : pour cela on pose x =1+ h (etdonc h = x — 1).

f(A+h)=In(1+1+h)
=In(2+ h)

=1In(2) +ln(1 + g)
2

— h h 2
—1n(2)+5—g+h20(h )

x-1 (x-1)?

- - + -1)?)|.
e +.0,((-17)

On en déduit que la tangente a la courbe représentant f au point d’abscisse

. . x—1
1 a pour équation |y =In(2) + —t

(x—1)°

Dott: |f(x)=1In(2)+

De plus, comme — < 0, la courbe représentant f est en-dessous de sa

tangente au point d’abscisse 1.

Solution (exercice7) Enoncé
1. Siaet bdeux deuxréels tels que tan a, tan b et tan(a + b) existent,

sin(a + b)
cos(a+ b)
_ sin(a) cos(b) +sin(b) cos(a)
~ cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b)

tan(a + b) =

Division par cos(a)cos(b) au

sin(a) sin(b) numérateur et au dénominateur
_ cos(a) cos(b)
- sin(a) sin(b)

cos(a) cos(b)
_ tan(a) +tan(b)
"~ 1-tan(a)tan(b)

U - . L
2. Posons x = 1 + h. On a, en utilisant la relation précédente :

f(g + h) = ln(tan(g + h))
)

n
>D’aprés la question précédente, puisque tan(Z) =1

- 1-tan(h)
=In(1+tan(h))—In(1 —tan(h)).
Procédons au DL de In(1 + tan(h)) et de In(1 — tan(/)) a I'ordre 3 en 0.
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h3
In(1+tan(h)) =In(1+X) avecX = h + 3 +,0 (n®

h—0 h—0 0.
Sachantque: X%=h?+ hoo(hS), X3 =nd+ hoo(hg). on obtient :
2 3

Xc X 3
In(1 +tan(h)) —X—7+?+X90(X )
 n? R
=h+—-—+—+ o (h*)
3 2 3  h-o
h? 2
=h-—+=hr+ o (K*).
2 3 h—0
De méme,
R n® ne 3
ln(l—tan(h))——h—?—7—?+h90(h )
h? 2
:—h————h3+ (0] (hs)-
2 3 h—0

4
Aufinal: f(x) =2h+ ghs + hoo(h3), puis on remplace h par x — g :

o R

b I
3. La|droite d’équation y = 2 (x - Z) est tangente a €, au point d’abscisse —.

I
La courbe € est en dessous de sa tangente a gauche de 1 et au dessus de sa

4 3 3
tangente a droite de g (signe de 3 (x - E) +0 (E) (x - g) pour x proche de

4 4

T+
1 puis pour x proche de 1

Solution (exercice 8) Enoncé

1. ®
°

La fonction f est bien définie sur R et ainsi 2, = R.
Lafonction f est de classe € sur R comme somme de fonctions de classe
%°. En particulier elle est dérivable sur R.

Ona,pourtoutx e R: f'(x) =

o a2 +e*. Ainsi f'(x) > 0 pour tout x € R
X
comme somme de deux termes strictement positifs.

Limites aux bornes :
o lim f(x)= —5 1 par propriétés sur les sommes de limites. Et ainsi
X—>—00
. ) 2 . L . .
¢y admet une asymptote horizontale d’équation y = —— — 1 au voisi-
2

nage de —oo.

o lim f(x) = +oo par propriétés sur les sommes de limites.
X—>+00

Variations :

X —00 +00
f(x) +
+00
f
!

. D’apres la question précédente, on a:

® Lafonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.
® [afonction f est strictement croissante sur R.

T

[ ] i = —— — i =
xhrrloof(x) > let xlmioof(x) +00.

Ainsi d’apres le théoreme de la bijection,

b
la fonction f est bijective de Rdans I = ]_E -1, +oo[.

. ® Ona:

o La fonction f est de classe € sur R comme somme de fonctions de
classe €.

o Pourtoutx € R: f'(x) # 0 car pour tout x € R: f'(x) > 0 comme somme
de deux termes strictement positifs.

Ainsi d’apres le théoreme sur la régularité des fonctions réciproques, on

b
sait que |la fonction g est de classe € surl = ] 5 1,+00

T
Comme la fonction g est de classe € sur I = ]—E—l,+oo[,

on sait dapres le théoreme de TAYLOR-YOUNG que
|g admet des développements limités a tout ordre| en tout point de

L
I=]———1,+oo :
2

Comme g admet un développement limité a tout ordre au voisinage de

toutpointdeIetque0 € I, g admet en particulier un développement limité

alordre 2 en 0. Ainsi il existe (ay, a,,a,) € R® tels que
g(u)=ay+a,u+a,u*+ uoo(uz).

® On veut savoir si on peut poser u = f(x). Comme f(0) = 0, on a bien que

f(x) tend bien vers 0 quand x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser u =
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f(x). Il reste donc a trouver le DL,(0) de f.On a
2

2
x x
xX)=x+1+x+—+ o (x*)-1=2x+=+ o (x?).
f(x) > +.9,() > +.9,(*)
® Par composition de développement limité du méme ordre, on a, en posant

u=f(x):

2
g(f(x)=ay+a (2x+%2)+a2(2x+%2) + o (x%)

x—0
g(f(x)) =ay+2a,x + (% +4a2)x2 + oo(xz).

Or on connait un deuxiéme développement limité de f o g : en effet,
g(f(x)=x=x+ xgo(xz).
® Puis par unicité du développement limité, on obtient que

aO :0 ao :O

2“1 =1 — Cll :%

%"'4612 :0 az :_1_16

x x?
Ainsi on obtient que : x)==-=4+ o (x?)|
q 809=3 76 .2 W)

Solution (exercice9) Enoncé
1. ® La fonction f est bien définie et de classe € sur R comme somme de

fonctions de classe €.

® En particulier la fonction f est dérivable sur R et pour tout x € R, on a :
f'(x) = e*+ 1. Ainsi f'(x) > 0 pour tout x € R comme somme de deux
termes strictement positifs.

® Limites aux bornes : xiniwf(x) = +o0 et x&@mf(x) = —oo par propriétés
sur les sommes de limites.

® Variations:

X —00 +00
f(x) +
+00
f
—00

® On obtient donc:

o Lafonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.
o Lafonction f est strictement croissante sur R.
o lim f(x)=+4occet lim f(x)=-o0

AL ran N r=—ee PR I
Ainsi d’apres le théoréeme de la bijection,
|la fonction f est bijective de R dans R.| On note f~! la fonction réci-
proque.

. ® Ona:

o La fonction f est de classe € sur R comme somme de fonctions de
classe €.
o Pourtoutx € R: f'(x) # 0 car pour tout x € R: f'(x) > 0 comme somme
de deux termes strictement positifs.
Ainsi d’apres le théoreme sur la régularité des fonctions réciproques, on
sait que [la fonction f~! est de classe € sur [R€.|
® Comme lafonction f! est de classe € sur R, on sait d’aprés le théoréme
de TAYLOR-YOUNG que f~! admet en tout point de R, des développements
limités a tout ordre. En particulier f~! admet un développement limité a
l'ordre 3 en 0. Ainsiil existe (ay, a,, a,, as) € R* telsque: f~' (1) = ay+a, u+
au’ +azu®+ o (u®).
u—0

® On veut savoir si on peut poser u = f(x). Comme f(0) =0, on a bien que
f(x) tend bien vers 0 quand x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser u =

f(x). Tl reste donc a trouver le DL;(0) de f. On a
2 3 2 3

X< x X< x
f(x)=1+x+?+€+x20(x3)+x—1:2x+?+€+x20(x3)'

® Par composition de développement limité du méme ordre, on a, en posant
u=f(x):
2 3 2 3)\2
Y X x x° x
xX))=ay+a;|2x+—+—|+ay[2x+—+—
FE) = a 1( > 6) 2( > 6)

2 3\3
gl 3
+a3(2x+ 5+ 6) +x20(x )
a a
f‘l(f(x)):a0+2a1x+(?1+4a2)x2+(31+2a2+8a3)x3+ oo(xs).
X—

Or on connait un deuxiéme développement limité de f~' o f : en effet,
) =x=x+ oo(xz).
X—

® Puis par unicité du développement limité, on obtient que

ao :0 aO :0

201 :1 al :%

Y 4aq, =0 < =-1

. 2 Tady = a, = 16
_1 — —
5 t6a,+8a; =0 as = qo3-
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x x* X x*  x* 3 .4 4
insi i . =y 3 =ll-—+—|x(l-x+x°-x")+ o (x
Ainsi on obtient que: |g(x) >~ 16 19 +x20(x )- X ( ) x—»O( )
2
x“ 3
. . S =l-x—-—+=x*-—x"+ o (x*)
Solution (exercice 10) Enoncé 2 2 4! x—0
1. On peut par exemple pour cela faire un DL, (1). On va méme faire un DL, (1) ® Par unicité du développement limité, on a donc
afin de répondre en méme temps a la question d’apres. On pose donc pour F@(0) _ .23 F@(0) = —23
celah=x—-1 < x =1+ h. On obtient apres calculs que 4 4l — :
1+m)In(1+h) 1 ( h)‘l 1
x)=F(h)= =—x(1+h)In(1+h)|1+ =] ==+ o (h).
F)=F() = == 2o = s+ M) (14 5] =5+ 0 ()

1
Ainsiona: f(x) = > + ol(x —1). Donc, comme on a existence d'un
X—

1
DL, (1),lafonction f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = X

2. Comme on a existence d'un DL,(1), la fonction f ainsi prolongée est déri-
vable en 1 avec f'(1) = 0.

3. Par croissance comparée, on a : lim xInx = 0. Puis par propriété sur les
x—0

somme et quotient de limites, on obtient que : lirr}) f(x) =0.Ainsilafonction
X—

f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
4. Avec le taux d’accroissement, on a:
lim [ =/(0) = lim In(x) =+o00
x—0* X x—0+x2—1
par propriétés sur les somme et quotient de limites. Ainsi la fonction f ainsi
prolongée en 0 n'est pas dérivable en 0 et la courbe €, admet une tangente
verticale au point d’abscisse 0.

Solution (exercice 11) Enoncé

® Lafonction f est bien définie si 1 +x +x* # 0. Comme A = -3 < 0, la fonction
f est bien définie sur R.

® De plus, la fonction f est de classe € sur R comme somme et quotient de
fonctions de classe €. Ainsi en particulier elle est de classe 6* au voisinage
de 0. Donc d’apres le théoreme de TAYLOR-YOUNG, la fonction f admet un
DL,(0) qui est donnée par la formule :

@ ®(o @
)=+ 7 @x+ T o O 0 O iy (1)
. . X—
® (Calculons alors le DL,(0) de la fonction f directement :
f(x)

=cos(x) x (1+(x+x2)7!

= (l—x—2+x—4) x(I=(x+x*)+(x+x2)* = (x+x*)*+ (x +x*)*)+ o (x*)
2 4 x—0



