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o ET N () KB Développements limités

Exemple 1 (Introductif: développement limité de x — 1/1-x) Soient x € R~

Notion de negligeabilite........ Résumé & Plan {1} et n € N. On sait que :

Développements limités........ Lobjectif de ce chapitre est d’intro- . 1—x"

Opérations sur les développe- duire la notion de développement L+x 4 +x" = 1—x

ments limités...............o.0t limité, qui permet notamment d’ob- 1 xn+1
S ' . . ] } — =l+x+...+x" +

4 Application des developpe- tfemr df’S f‘P p rox1mat10n§ de fonc 1-x m 1-x

ments limités................... '[IOIIS. a laide qe ’fOITCtIOI’lS pOIY_ f(x) " Ecart entre
. nomiales. On généralise I'approxi- f(x) et Py(x)

5 Exercices .......ceevuveennnnnnnn . d . d - 1 X  x—0
mation du premier ordre « f(x) = —s =1+x+-+x"+x"(x), avec e(x)=— " 0.
f(a)+f'(a)(x - a) » par la tangente 1-x ) l1-x
connue depuis longtemps pour une Par exemple, on obtient pour :

. . iz N X  x—0
fonction une fois dérivable. ® pourn=1: ——=1+x+xe(x), ol ¢g(x)=— 0.
1-x S 1-x
] Py (x)
, g , , N X —

Le calcul infinitésimal, [...], est lapprentissage du ® Pourn=2: — =1+x+x2+x%¢(x), ou e(x)=— =0 .
maniement des inégalités bien plus que celui des égalités, et 1-x Py(x) 1-

on pourrait le résumer en trois mots : MAJORER, MINORER, Les égalités précédentes s’interpretent géométriquement : les courbes représen-
APPROCHER. » tatives des fonctions x — etx— 1+ x+--+x" ont tendance a se «rap-

— Jean DIEUDONNE (1906-1992) procher » lorsque 7 grandit, en d’autres termes 1 + x + ... + x" est une « bonne »

approximation polynomiale de 1 au voisinage de 0 (voir Figure 1). On dit

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un €. que l'on a obtenu un développement limité a 'ordre n € N de en 0.
® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront B
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a2 un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.
® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours. Cadre
Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire :
Commencons par un premier exemple, accessible avec la seule formule de somme ® I désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.
de termes géométriques. ® Pour x, € RU{+o0}, 7, désignera « un voisinage de x, » (donc un intervalle

delaforme |a—¢,a+e[six; €R,]A, oo (resp.]—oo,A[) six, = co (resp. —o0).
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APPROXIMATION DE X — 1/1-x PAR LE DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE POUR DIFFERENTES VA-
LEURS DE 1

n NOTION DE NEGLIGEABILITE

Avant d’étudier les développements limités, on doit compléter notre étude des rela-
tions de comparaison (dont les équivalents en font partie) avec celle des « petit 0 ».

n Définition

— Définition 1| Relation de négligeabilité

® [Fonctions] Soient f,g:1— Retx, €I (ou au bord de I). On dit que f est

négligeable devant g enx, ,etonnote f(x)= o (g(x)),ouencore f =0 (g),
X—Xg Xo

s’il existe une fonction € définie au voisinage de x,, telle que :

f(x)=¢e(x)g(x) auvoisinage de x,, et: &(x) X% o
Autrement dit, si g ne s’annule pas au voisinage de x,, la relation signifie :
lim @ =0
—xo g(x)

® [Suites] Soient(u,),(v,)deuxsuites. Ondit que (u,,) est négligeable devant
(v,),etonnoteu,, = o (v,),s'il existe une suite (¢,,) telle que :
n—oo

n—oo

u,=¢€,v, pournassezgrand, et: g, 0.
Autrement dit, si (v,,) ne s’annule pas a partir d’un certain rang, la relation
signifie :
7
lim —* =0|.
n—oo y,
Remarque 1
® Ce qui va nous intéresser dans ce chapitre, c’est surtout la négligeabilité par
1
rapport aux fonctions du type x — x" (n = 0) ou suites du type (—(x
n=Jnz1
(a>0).

® Pour l'objet apparaissant a droite du symbole petit 0, on dit parfois aussi qu’il
est prépondérant sur l'autre.

® Contrairement aux fonctions équivalentes, I'ordre est important dans les
symboles. En effet, on a toujours :

f&x) ~ 8(x) = g(x) ~ f(x),
mais ce n'est pas vrai pour la négligeabilité,
f)= o (g(x)==zg(x)= o (f(x)).
—Xo X=X

On dit que le symbole ~ est symétrique alors que le petit o ne 'est pas. La
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méme remarque s’'applique pour les suites.

Exemple 2 (Fonctions)

1. Soient f et g définies sur R par f(x) = x? et g(x) = x*. Laquelle de ces fonc-

tions est négligeable par rapport a 'autre en +oo? Eten 07

R4

o1 1
2. Montrerque: x= o (e*), —= o (—2)
xX—+00 X x—0\ X
’l

3. Montrer que: (cos(x)—1)sin(x) = oo(xz).
x—b

) 1
Soient (u,),.; = (—) y (W) s = (
nJn=1
(W) = (\/Z) o Etudier les relations de négligeabilité entre ces suites.
nz

4

1

Exemple 3 (Suites)

| o«
nlnn)us»

m Propriétés

Cadre
Dans cette sous-section, x, désignera un élément de R U {+oo}.

Les différentes preuves sont faites pour les fonctions, mais celles relatives aux suites

sont tres similaires.

Remarque2 Pour ne pas se tromper dans lacompréhension des petit o, toujours

se ramener a la définition en cas de doute :
0 (g(x))=g(x)e(x) ou e(x) “%, 0 (Choix1)

=g(x) x o (1) (Choix 2).

Proposition 1| Petit o et limite
® [Fonctions] Soient f,g:I— Ret x, €I (ouaubord deI). Alors:

()= 0 (1) = lim f(x)=0.

® [Suites] Soit (u,) une suite. Alors: u,= o (1) & lim u,=0.
n—oo

n—oo

Preuve  Par exemple, pour les fonctions :
f(x)
1

f(x):x_gx (1) < lim

X—xg

=0 < lim f(x)=0.
X—Xg

— Proposition 2 | Petit o et équivalent
® [Fonctions] Soient f,g:1— Retx, €I (ouauborddel). Alors:

f(x)=g(x)+ 0 (g(x) = f(x) ~ glx)
® [Suites]

u,=v,+ o (v,) = u, ~ v,.
n—oo n—oo

Soient (u,,), (v,) deux suites. Alors :

O

Preuve  Par exemple, pour les fonctions, dans le cas ou g ne s'annule pas au voisinage de

Xg-
f0)=gx)+ o (8(x) = f(x)-g(x)= o (8(x))

fx)-g(x) _ fx) ACO

<~ lim 0= lim |[—=-1|=0 < lim —/—< =
x—x  g(x) xﬁxo(g(x) ) x—x0 g(x)

= ) ~ gx).
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Exemple 4 (Equivalents usuels sous forme de petit 0) Avec cette propriété,

on peut reformuler les équivalents déja établis dans le Chapitre (AN) 6.
2

X
° cosx:I—?+ 0

®sinx=x+ o0 (x)
x—0 x—0

2 _
(x*) ® tanx =x+ o (x)

®ee’=1+x+ o (x) ®In(l+x)=x+ o (x) earctan(x)=x+ o (x).
x—0 x—0 x—0

® Pourtouta#0, (1+x)*=1+ax+ oo(x).Enparticulier:
X—
1 1
——=1-x+ 0 (x), ——=1+x+ o (x).
x—0 - X x—0

b
Vitx=1+—+ o (x),
2 x—0 1+x 1

Nous verrons plus tard que ces égalités fournissent en fait des « développements
limités ». Détaillons les deux formules ci-apres.
® e =1+x+ o (x),

x—0

4

x2
° cosle—?+ o (x%).

x—0
7’

PETIT 0 ET OPERATIONS. Voyons maintenant les principales propriétés de ce
nouveau symbole.

— Proposition 3 | Petit o et opérations usuelles pour les fonctions
Soient f, g, h,a,b:1— Ravec x, € [ (ou au bord de I), et Ax, € R*.
® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors:

L0, (Axgl)= o (g(x), Ax o (gx)= o (g(x).

Une constante \ est donc « absorbée » a l'intérieur ou a l'extérieur du

Note .
petito

f(x) :x_(?xo(h(x))
e [Somme] 2(x) s (h(x)) :»f(x)+g(x):x_9x0(h(x)).

Note ‘ Il est trés important que ce soit la méme fonction h a droite

() = o (g(x))
gx) = o (hx) — f)=,0, (h(x)

® [Valeurabsolue] f(x)= o (g(x)) = If(x)|=_ o (Ig(x).

® [Transitivité]

f(x) = o (a(x))
® [Multiplication] 2(x) :x:)xo(b(x)) :f(x).g(x)=x9xo(a(x).b(x)).

® [Exposant]
o SikeN": f(x)= o (g(x)) = f(x)"= o (g(x)*)
¢ Sia€]0,00[ et siles fonctions sont > 0 au voisinage de x :

f6)= o (g(0)) = f(x)"= o (g(x)"),

Preuve  Pour démontrer ces propriétés, il est aisé de raisonner avec la définition faisant

appel a une fonction €. Dans la suite, on notera €, deux fonctions définies au voisinage

de x, et convergeant vers zéro, qui correspondront implicitement a I’équivalent donné en

hypothese.

® [Absorbance] Soit € tendant vers zéro en x,, telle que o (g) =eg,alors A o (g) =(Ae)g.
0 0

Comme Ae(x) %, 0, on a montré que : A;? (g) = o (g). Le méme raisonnement
s’applique pour o (Ag). ’ ’

® [Somme] On souppose f = €h et g = nh au voisinage de x,, donc f + g = (e +n)h et
g(x) +n(x) I, 0.Dol I'équivalent.

® [Transitivité] On suppose f = €g et g = nh au voisinage de x,, donc f = (en)h et
g(x)n(x) I, 0.Dolt I'équivalent.

® [Valeur absolue] On suppose f = e€g au voisinage de x,, alos |f| = |e||h| et
In(x)] == 0.D'ouI'équivalent.

® [Multiplication] On suppose f = €a et g = nb au voisinage de x,, alos fg = (en)(ab)
ete(x)n(x) I, 0. Dot I'équivalent.

® [Exposant] Traitons le cas k € N* par exemple. On suppose f = €a et g = nb au voisi-
nage de x,, alors fg = (en)(ab) et e(x)n(x) 0 0.Dou I'équivalent.

— Proposition 4 | Petit o et opérations usuelles pour les suites
Soient (u,,), (v,), (w,), (a,), (b,) des suites non nulles a partir d'un certain rang

et Ax, € R*.
® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors:

ngoo()\x un):n—qoo(vn)’ )\Xngoo(g(x)):ngoo(vn)

Une constante \ est donc « absorbée » a l'intérieur ou a l'extérieur du

Note .
petito




= o (w,)
n—oo

= u, +v, = .
n—oo

Uy
® [Somme] { )

Note

Il est trés important que ce soit la méme suite v a droite

u, = n_qoo(vn)

== U, = 0 (W,).
v, :ngoo(wn) n n—»oo( n)
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® [Transitivité] {

® [Valeur absolue] u, = ngoo(vn) = |u,| = ngoo(lvnl).

e u, = o (ay)
® [Multiplication] ) "—(;00 (b,) = u,.v,= o (a,.b,).
n e n n—oo

® [Exposant] "

o SikeN*: u,= o (v,) = uk= o (v))
. ., ™o n—co, N . .
o Sia€]0,00] et siles suites sont > 0 au voisinage a partir d’'un certain rang :

U, = n—0>oo(vn) = u(;‘z = n—qoo(l/’;x)

Nous avons vu notamment qu'on ne peut faire de quotients de petit o, en regle gé-
nérale. Cela est en revanche possible pour des monomes.

Lo
— Proposition 5 | Regles spécifiques aux mondmes de fonctions
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :
x™ x oo(x”) = oo(x"+p),
. . . X — X—
® [Multiplication] 0x—o(x") _ n—p
“=5— = o (x"P).
X x—0
® [Addition] o (x")+ o (xP)= o (xmin(””’)).
x—0 x—0 X—Xo

0 Attention a la puissance limitante d’'une somme

Dans une somme, on est obligé de garder l'ordre le plus limitant! Exemple : au
voisinage de 0, on a x* = o (x*)etx* = o (x*), mais :
X—

X—
3,4
_ xS +xt
® *+x*+ o (x%) puisque lim ——— =lim (1+x)=1#0.
x—0 x—0 x3 x—0
3, 4
® Enrevanche, x*+x* = o (x?) puisque lim = lim (x +x?) =0.
x—0 x—0 x2 x—0
Preuve
| I
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Attention On ne peut simplifier des petit o

Si par exemple f(x) = xgo(xs) etg(x)= o (x*)alors f(x) —g(x) = o (x®) et
non 0!

En effetsi f(x) = o (x*)etsig(x) = o (x*), il existe alors deux fonctions g; et
€, définies au voisinage de 0 et qui tendent vers 0 quand x tend vers O telles que
f(x) = x% (x) et g(x) = x’gy(x). Alors :  f(x) — g(x) = x° (&, (x) —ep(x)) =
o (x3) mais rien ne dit, et cela ne sera généralement pas le cas, que €,;(x) =

x—0

€,(x).

Exemple 5 En utilisant les propriétés précédentes, simplifier les expressions ci-
dessous en les écrivant sous forme d’'un unique petit o.
1. o (4x*)-3x o (x*)

0,(4x%)=3x o (x’)

4

On a des regles analogues pour les suites.
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— Proposition 6 | Régles spécifiques aux mondmes de suites
Soient p et g deux entiers naturels. Alors :

1

1 1 1 Op—oo\7p 1

® [Multiplication] — x o (—) = o ( ), nco ) = o ( )
nP n-oo\nd n—oo\ pP+4 1 n—oo\ nP—4

1 1 1
® [Addition] ) —)+ ) (— = 0 (—
n—oo \ nP n—oo\ n4 n—oo \ pmin(p.q)

Le résultat de changement de variable pour les limites et équivalents reste valable
pour les petit o.

— Proposition 7| Changement de variable dans un équivalent
® [Fonctions] SoientI,] deux intervalles et x, € I (ou au bord de I) ainsi que

¥ €] (ou au bord de J). On considere trois fonctions f :] — R, g : ] — R et
@:I— R.Alors:

M )=y
@ fO) =0, (&01)
® [Suites]

Soient (u,,), (v,) deux suites, et (a,) une suite a valeurs entiéres
n—:oo
telle que a,, —— oo. Alors:
o (1)
n—oo\ %n

= fle(x))= o (g(v(x)).

u, = ngoo(vn) = Ug, =

On peut retenir que l'on peut faire des « changements de variable » dans des petits
0 :ici, poser «y = ¢(x)», ou dans les suites remplacer « n » par n'importe quelle suite
(a,) tendant vers +oo. Ce résultat de changement de variable permet d’étendre les
regles des petit o (Proposition 5).

Corollaire 1| Regles spécifiques aux monémes de fonctions (en un point quel-
~— conque)
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :
(x—x0)" x 0o ((x—=x0)")
X—Xq

Ox—vxo((x_x())n)
(x—xo)?

L0, ((x=x,)")

® [Multiplication] { 3 (« )1
= 0, ((x=x, .

® [Addition] o ((x-x)")+ o ((x-x)")=_

io

)

n DEVELOPPEMENTS LIMITES

Comme nous l'avons vu dans I'Exemple 1, il est parfois possible d’approcher des
fonctions par un polyndme. Nous avions obtenu :
1
——=14+x+-+x"+ o (x").
1—x x—0
C’est une écriture présentant une partie polynomiale, puis un terme de petit o.

m Définitions

Vous connaissez en fait déja le développement limité a 'ordre 1 d'une fonction dé-
rivable en n'importe quel point. Il provient de la notion de fonction dérivable refor-
mulée avec petit o.

® Si f est dérivable en 0, alors :

lim )

()-f0) .,
tim FEI =IO )
= }Cig}o(w —f’(O)) =0 =TI gy = o )

= [ = +x[F©)+ o (1)

f(x)=£0)+xf'(0)+ o (x)|.
—— SY—— x—0
=ay =ay
La derniere égalité affirme que f est proche d’'un polynéme de degré 1 noté a, +
a, X, avec un terme correctif en petit o.
® Faisons de-méme en un autre point x,. Si f est dérivable en x,, alors :

P4

—




BCPST1 € 2024-2025

— Définition 2 | Développement limité au voisinage de 0 € R

Soient f : T — R et 0 € I (ou au bord de I). On dit que f admet un développe-
ment limité a l'ordre n au voisinage de0, ce que 'on note en abrégé « f admet un
n

DL, (0) », §'il existe un polynome P = Y~ a,X* e R, [X] tel quxe :
k=0
f(x)=P(x)+ o (x")
X—

=ay+a;x+...+a,x"+ oo(x").
X—

=P(x)
On dit que:
® P(X)=ay+a;X+...+a,X" est la partie réguliere du développement limité,
® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

® P(X-xp)=ag+a;(X—xy)+...+a,(X—x,)" est la partie réguliere du déve-
loppement limité,
® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Exemple 6 Soit f la fonction définie par:  f(x) = x — x% +2x> + x*In(1 + x).
Montrer que f admet un DLg(0). (Ilsagitici d’isoler une partie polynomiale, et de montrer
que le reste est un petit o.)

4

Exemple 7 Soit g la fonction définie par :
Montrer que g admet un DL, (2).

4

g(x)=x-1+(x—2)arctan(x —2).

Remarque 3 Si f posséde un DL,,(x,) (avec x, € RU {+o0}) de la forme :
fx)=ag+a,(x—x)+-+a,(x—x0)"+ o ((x—x0)"),
X—Xq
alors: lim f(x)=a, (parconséquent,sif n'apas de limite en x,, alors f
X—Xq

ne posseéde pas de développement limité en x).

1
(x—2)?

Exemple 8 Justifier que la fonction g : x — cos( ) n'a pas de dévelop-

pement limité en deux.

R4

Plus généralement, on définit la notion de développement limité en n'importe quel
point.

— Définition 3 | Développement limité au voisinage de x, € R
Soient f : 1 — Ret x, € I (ouaubord deI). On dit que f admet un développement
limité a lordre n au voisinage de x,, ce que 'on note en abrégé « f admet un

n
DL, (x,) », §'il existe un polynome P = Y~ a,X* e R, [X] tel que:
k=0
F) =P —x)+ o ((x~x)")

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

=ay+a;(x—xp)+...+a,(x—xy)"+ o ((x—x9)").
X—Xq

=P(x—xg)

On dit que :

( Définition 4 | Développement limité au voisinage de +oco

Soient f : I — R définie au voisinage de +oo, et 1 € N. On dit que f admet un
développement limité a l'ordre n en +oo, ce que 'on note en abrégé « f admet un
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n
DL,,(+00) », s'il existe un polynéme P = »_ a,X* € R,[X], une fonction ¢ définie
k=0
au voisinage de +oo tels que :

f(x):P(§)+ 0 (in):a0+ﬂ+...+&+ 0 (i)

x—oo\ X X X" x—oo\x"

On dit que:

1
® x—P (—) est la partie réguliere du développement limité,
X

® l'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Remarque 4 On définit les développements au voisinage de —oo de la méme
facon que ceux en +oc.

x—1 2 Ccosx
h(x)=—+—=+
X

Exemple 9 Soit & la fonction définie par : > -—- Montrer
X x

que h admet un DL, (+00).

4

Dans les trois exemples qui précedent, le développement limité (sa partie réguliere)
est apparent; cela ne sera bien sir pas le cas dans la vraie vie. On va apprendre plus
tard a le trouver.

m Unicité du développement limité

Proposition 8 | Unicité
Soit x, € RU {+o0}, n € N et f une fonction admettant un DL,,(x,). Alors, ce de-

veloppement limité est unique.

Remarque 5 On pourra noter I'analogie avec la propriété d'unicité des coeffi-
cients d'un polynéme. D’ailleurs, la propriété précédente la généralise.

Preuve  On prouve l'unicité par exemple dans le cas x, = 0. Soit n € N et soit f une fonction
définie au voisinage de 0 admettant deux DL, (0) distincts: il existe deux (n+1)-listes de réels
distinctes (a,, a,, ..., a,) et (by, by, ..., b,) telles que :
fxX)=ay+ax+...+a,x" + oo(x") et f(x)=by+bx+..+b,x"+ oo(x")
X X—
Soit alors k le plus petit entier de [0, n] vérifiant a, # b, (k existe car les deux (n + 1)-listes
sont distinctes), en soustrayant les deux égalités précédentes on obtient :
0=(a; —b)x*+(a,, — b )x* +...+(a,—b,)x" + oo(x").
Pt
1l existe alors un voisinage 7, de 0 et une fonction € définie sur 7, tels que :
Vx €V, 0=(ap—by)x*+(ay, —bp.)x*'+...+(a,—b,)x" +x"e(x), limos(x) =0.
o
En divisant par x* lorsque x # 0 on a alors :
Vx€Vy~{0}, 0= (ay—Dby)+ (A, —brs)xX+...+(a,—b,)x" % +x"Fe(x)
En passant a la limite lorsque x tend vers 0 dans cette derniere égalité on trouve alors 0 =
a, — b ce qui est absurde car a;. # b, par définition.

Exemple 10 DansI’Exemple 4, nous avions montré pour rappel que :
2

_1_%x 2 . _
cos(x) =1 5 +x20(x ), 81n(x)—x+x80(x).
1. Justifierque: cos(x)=1+ oo(x).
X—

R4

2. Retrouver alors le fait que (cos, sin) est libre dans R®. (nous avions déja établi cela
dans le Chapitre (ALG) 11, en évaluant en plusieurs x)

R4
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Corollaire 2 | DL,,(0) et parité
Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL, (0).

® Si f est paire, la partie réguliere de son DL,(0) n'admet que des termes
d’ordres pairs.

® Si f est impaire, la partie réguliere de son DL, (0) n'admet que des termes
d’ordres impairs.

Attention

Laréciproque est fausse. En effet, la fonction f définie par f(x) = x + x x x vérifie
flx)=x+ oo(x). Elle possede donc un développement limité dont tous les
X—

termes sont d’'ordre impair, et pourtant elle n'est pas impaire ... (en effet, f(—1) =

0% —f(1)).

Preuve  Soit n € N et soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant 0 et
admettant un DL, (0) :
fx)=ay+ax+...+a,x"+ oo(x").
Pt

1l existe un voisinage 7, de 0, pouvait étre choisi de la forme |—n, n[ (quitte a le réduire) et
une fonction € définie sur 7, tels que :
Vxe¥, f(x)=ay+a;x+...+a,x"+x"e(x), limos(x) =0.
e
Puisque x € 7, si, et seulement si,

VxeV,,

-x€V,ona:
f(=x)=ay+a,(-x)+...+a,(—x)" +(—x)"e(—x)
=(-1)%a,+ (-D'a,x + ...+ (=1)"a,x" + x" (-1)"e(-x).
(%)
€9(x
Puisque limos(x) =0ona limoaz(x) = 0 et obtient alors le DL, (0) de f(—x) :
fl=x)=(-1D’ay+(-1)'a;x+...
® Sif estpaire ona f(x) = f(—x) pour tout x € D, etdonc:
f(x)=ay+a,x+...+a,x"+ oo(x”) =(-Day+(-'a,x+...+(-1)"a,x"+ oo(x").

+(-D"a,x"+ o (x")
x—0

On a donc par unicité du développement limité, a, = (—1)*a, pour tout k € [0, n] soit
a; =0si k estimpair.
® Si f estimpaire ona f(x) = —f(—x) pour tout x € 2, et donc:
flx)= a0+a1x+...+unx"+x90(x") = —(—l)oao—(—l)lalx—...—(—l)"anx"+x20(x”).

On a donc par unicité du développement limité, a; = —(—1)*a, pour tout k € [0, n] soit
a, = 0si k est pair.

m Développements limités usuels (en x, = 0)

AUTOUR DU DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE. La formule de somma-
tion de termes géométriques est le premier outil nous permettant d’'obtenir des dé-
veloppements limités, comme déja vu en introduction de chapitre.

Théoréme 1| Développement limité géométrique

Soit n € N. Alors :

Zx + 0 (x")=1+x+x>+-
k=0 x=0

~+x"+ o (x").
x—0

Preuve D’apresla formule sur les sommes de termes géométriques, nous avons pour tout

xn+1 1

n . 1-
kgbx = = =

X 1-x [

x4+

M=

x # 1 (donc en particulier au voisinage de zéro) :

0
n+l

n+l X n+l

. 1
. Mais
1-x x"

X x—0 X
—— —— 0Odonc: =
1-x

= o (x"), on déduit alors la formule.
1-x x—0

Par changement de variable dans les petit 0, on déduit alors aisément le corollaire
suivant.

— Corollaire 3| Développement limité géométrique

Soit n € N. Alors :
1 n
— = Z(—x)k+ o (x”):1—x+x2—x3+-~-+(—x)"+ o (x™)
1+x k—O x—0
1
= Zx + 0 (xzn)z1+x2+x4+x6+---+x2"+ o (x*")
1-x2 x—0
1 & 2k 2 2, 4 6 2 2
— = x)4+ o0 (x")=1-x"+x"—x°+-+(—x)"+ o (x"
s 2 o () (—x*)"+ o (x*")
Preuve  Onprécisesimplementque: -x-<—»0, -x2<=%0, x*X=%0,0nconclut

ensuite par changement de variable dans le petit o.

Remarque 6 Iln’est pasforcément utile de connaitre par coeur ces trois derniers
développements limités, il faut surtout savoir les retrouver a partir du dévelop-
pement limité géométrique.

AUTOUR DU DEVELOPPEMENT LIMITE EXPONENTIEL : FORMULE DE TAYLOR.
Le deuxieéme outil principal est une formule générale du développement limité dans
le cas de fonctions €.

— Théoréme 2 | Formule de TAYLOR-YOUNG
Soit n € N et soit f une fonction de classe ¢" sur un voisinage de x,. Alors f

admet un DL,,(x,) donné par la formule :
(n)
f(x):f(x0)+f’(x0)(x—x0)+_ f ( 0)
_Zﬂﬁ@

(X x)t+ o ((x=x0)")

(x—x0)“+ o J((x=x0)").
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On admet ce théoreme. On constate que c’est un moyen tres efficace d’obtenir toute
sorte de développement limité.

Remarque 7

® Remarquons que le DL, (x,) n'est rien d’autre que 'équation de la tangente
en la courbe représentative de f en son point x,,.

® Laformule de TAYLOR-YOUNG ne s'utilise dans la pratique que pour les fonc-
tions dont les dérivées successives sont simples.

® Pour n =1 (ou n = 2 pour le cosinus), on retrouve la réecriture des équiva-
lents usuels sous forme de petit o : voir 'Exemple 4.

Exemple 11
® FEcrire le DL;(0) de cos.

4

® FEcrirele DL,(1) de exp.

Corollaire 4 | Développement limité obtenus par TAYLOR-YOUNG

n xk
_ r n
= Z Px +x20(x )

2 n o

X
l1+x+—+-+—+ o (x")
2! n!  x—0

2k

1 X
cosx= Y (-1)F + o (x*"*!
2 4 x2n
:1__+_+...+(_1)n + 0 (x2n+1)
20 4l 2n)!  x—o0
. 2k+1
. 2n+2
sinx = - o (x
Z( )(2k+1)' ( )
3 5 2n+1
=X—— 4+ —F - -1\ + 0 x2n+2
3l 5l =1 @n+1)! ( )
a(a—1 a(o—1 a—n+1
(1+x)°‘:1+0(x+(T)x2+ + ( ) (' ) "y K (x”)
! n!
. : Vs - 1.
Remarque 8 Il peut étre utile de garder a I'esprit le cas particulier a = 3 alordre
3:
2 .3 2 .3
x x° x X x° x
Vitx=1+=-=—+=+ o (x%), l-x=1->-"—- —+ o (x*)
2 8 16 =x—0 2 8 16 =x—0
Remarque 9 (Bindme généralisé) Le développement
a(a—1 0( a—1 a—n+1
(1+x)°‘—1+(xx+% 24 (@-1)- (' ) "+ o (x") (%)
n!

peut étre vu comme une formule du « bind6me généralisé ». En effet si o est un
entier positif, alors :
ala—1)---(a—k+1) ol
7 = o k)' k pour tout k € [0, of.

® Donc le développement limité prétend que :

o
1+x)*= x*+ o (x").
(1+2x) kz(k) o ("
En particulier, pour n = o on retrouve presque la formule du bindme. Ainsi
lorsque n = «, la formule du binéme donne mieux ((x) sans le petit 0), et

lorsque n # a ou que a n'est pas entier positif, on a seulement ().

VnenN,

Preuve  Ces fonctions étant de classe € au voisinage de 0, elles admettent d’apres la for-
mule de TAYLOR-YOUNG un DL, (0) pour tout n e N :
n exp“‘)( ) o
& K
exp(0)=1eton retrouve b1en la formule attendue.
® Dansle Chapitre (AN) 6, nous avions établi des formules pour les dérivées successives de
cos et sin.

VkeN,

® ' = + 0 (x") Pour tout k € N plus exp®) = exp donc exp®)(0) =

cos®® = (—1)Fcos, cos@®*V = (-1)**sin.
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En évaluant en zéro, on déduit :
VkeN, cos®¥(0)=(-1)% cos®*+V(0)=0.
On retrouve alors bien la formule attendue en utilisant TAYLOR-YOUNG.
® Les formules analogues pour sin sont :
VkeN, sin®)=(-1)*sin, sin®*VY =(-1)*cos.
En évaluant en zéro, on déduit :
VkeN, sin®9(0)=(-1)*sin(0)=0, sin®**V(0)=(-1)*cos(0) = (-1)*.
On retrouve alors bien la formule attendue en utilisant TAYLOR-YOUNG.
® Onpose f,:x — (1+x)* Alors:

(k)
(1+x)“—zf“ Ok o, fa(0)+Zf

On remarque que fu(O) =1 et on prouve de plus par récurrence que pour tout k € N* :
® —a(a-1)...(a—k+1)f, ,
= fP0)=a(a-1)...(a—k+1)fy_;(0) = a(a—1)...(a—k +1).
On retrouve bien la formule attendue.

(k)
< ( )x +0 (x")

Exemple 12
® Par exemple, le DL, (0) de sin est donné par
3 xS 7 ;
sm(x)—x—§+§—?+o(x )
3 5 7

X X x 7
=X——t+— + o (x7).
6 120 5040 x—o0
Remarque intéressante, c’est aussi son DLg par un argument de parité.

. 1
® Ecrirele DL;(0) de x — ———

1+x.

4

| Exemple 13 (D.L.de tan en zéro (méthode 1 : TAYLOR-YOUNG)) Détermi-
ner un DL, (0) de tan en utilisant la formule de TAYLOR-YOUNG. (1l nexiste pas de

formule simple générale pour obtenir le développement limité de tan a n'importe quel ordre.)

4

En pratique, on n'utilisera presque jamais la formule de TAYLOR-YOUNG pour calculer
un développement limité : on utilisera plutot les développements limités des fonc-
tions usuelles et les regles de calcul détaillées dans la section suivante. Cela nous
permettra de ne retenir qu'un petit nombre de développements limités, puis d’en
déduire beaucoup d’autres a I'aide d’opérations.

PRIMITIVATION ET CONSEQUENCES. On admetle théoréme de primitivation qui
suit.

— Théoréme 3 | Primitivation de développement limité
Soit f une fonction de classe €' au voisinage de x,. On suppose que f' admet
un DL, (x,) de la forme :

F)= 3 ayle- )+ o ((x-x)")
=0 0
= a0+a1(x—x0)+~~-+an(x—x0)"+x_9x ((x=x¢)").

Alors f admet un DL +1 (x,) donné par :

£ = flx) + 3 2%
=0

a, ) a,
= f(xg) +ag(x—x5)+ —(x—x0)"+-+
1 (xo) ol 0) 2( 0) -~

(x - xo)k+1+ o ((x_xo)n+l)
X—Xg

n+l

1 (x —xo)

_ +1
+x9x0((x x0)™H).

Remarque 10

® [lyadoncune constante qui apparait que I'on pourrait appeler « constante de
primitivation »; c’'est forcément f(x,) (faire tendre x vers x, de chaque coté).

® Notez qu’apres primitivation, l'ordre du développement limité est augmenté
de 1.

® Sivous ne voyez pas de formules a appliquer pour obtenir le développement
limité d'une fonction (ou si le calcul semble trop compliqué), il peut étre in-
téressant de dériver la fonction et de voir si le développement limité de la
dérivée n'est pas plus facile a obtenir, puis d’intégrer ce développement li-
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mité.
Le théoréeme précédent permet d’'obtenir de nouveaux développements limités.

— Proposition 9 | Développements limités obtenus par primitivation —0—
Soit n € N.

n k
mﬂ+x)=ZX—DMJ%~HEJxU

k=1
2 3 4 n
X X X X
=x- e (CD) 4 0 (x7)
2 3 4 n x—0
n 2k+1
k 2n+2
arctanx = Y (-1) + o (x
,;0 2k+1 x—»o( )
P 5 2n+1
=X——+ =+ +(=1)" + o (x*"*%).
3 5 2n+1 x-0
Preuve 1
® On commence par chercher le DL,_,(0) de sa dérivée: x — Toix
x
1
—— =1-x+x*— .. +(-1)"'x"+ o (x"").
1+x x—0

Puisque x — est continue au voisinage de 0, on obtient d’apres la proposition pré-

x
cédente le DL, (0) de x — In(1 + x) en primitivant le développement limité précédent :

x* % x"
In(1+x)=In(1+0)+x——+—+...+(-1)"1—+ o (x)
2 3 n x—0
n -1 k-1
=Z( ) x*+ o (x").
k=1 k x—0
1
® Faisons de-méme en commencant par écrire le DL, (0) de x — T332
x
4

| Exemple 14 (D.L.detan en zéro (méthode 2: primitivation)) Déterminer
un DL;(0) de tan en utilisant une technique de primitivation et de 'équivalent
usuel en zéro. On sait que :

tan(x) ~ x < tan(x)=x + oo(x).
x—0 X—

Or, tan’(x) = 1 + tan?(x), donc:
® tan'(x) =1+ (x+ oo(x))2 =1+x%+ oo(xz). Par primitivation (tan est €
x— x—
x
ettan(0) =0), il vient: tan(x)=x + 3 00(x3).
X—
® O tan'(x)=1+tan?(x). Donc:

3

X 4
tan'(x) = 1+(x+—+ )
3 x-

NE 2, 2% 4
(x*)] =1+x +?+o(x).

0 x—0

® Par primitivation (tan est € ettan(0) = 0), il vient :

3 5
X X
tan(x)=x+—+—+ o (x°).
() 3 15 x—»O( )
Exemple 15
1. Ecrirele DL, (0) de f : x — In(1 — x) pour tout 1 € N.
4
p

1
2. Calculer le DL;(0) de f : x — ————— en utilisant une technique de
5(0) de f 1-x)1+x) q
primitivation.
’l
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n OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Contrairement aux équivalents, les développements limités sont des égalités (avec
un reste inconnu), on peut donc leur appliquer les opérations usuelles. Il y aura donc
beaucoup plus de manipulations permises que pour les équivalents.

Remarque 11 Afin de simplifier les notations, les résultats de cette partie seront
établis pour les DL au voisinage de 0, mais ils restent valables pour les DL au
voisinage de tout x, € RU {+o0}.

m Troncature, Combinaison linéaire & Produit

— Proposition 10 | Troncature
Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL,,(0) de la forme :

f(X)=ay+a;x+...+a,x" + oo(x").
X—
Alors pour tout p vérifiant 0 < p < n, f admet un DL,,(0) donné par :
f(xX)=ay+ayx+...+a,x? +x20(x”).

Remarque 12 On obtient donc les développements limités d’ordre inférieur en
arrétant (i.e. en « tronquant ») la partie réguliere a I'ordre souhaité.

Preuve
fx)=ay+ax+...a,x" + ap+1x”“ +...+a,x"+x"e(x) avec limoe(x) =0
X

=aptax+...a,x" +xP(a,,x... +a,x"P +x"Pe(x)) avec limoez(x) =0
prame

e2(x)

=aytax+...a,x" + oo(x”).
Pt

Exemple16 Onavuquelafonction f définiepar: f(x) = x—x*+2x3+x>In(1+
x) admetunDL4(0): f(x)=x-x*+2x>+ o (x*).Donc f admet un DL, (0)
X—

et un DL, (0). Ecrivons-les.

— Proposition 11| Combinaison linéaire
Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL, (0) de la forme :

fX)=P,(x)+ 0 (x"), g(x)=Qu(x)+ 0 ("), P, Q,€R,[X]
Alors pour tous (A, p) € R%, Af + pug admet un DL,,(0) donné par :
A () + Hg(x) = AP, (x) +1Q, (1) + o (x").

Remarque 13 On obtient donc le développement limité d’'une somme en som-
mant les parties régulieres des DL, (0) de f et de g.

Preuve SoientP,,Q, €R,[X] et soient deux fonctions g,, €, telles que au voisinage de 0 :
F) =P, () + x"e,(x) et g(x) =Q,(x)+x"e,(x) avec lim e, (x) = lim e,(x) = 0.
On a alors au voisinage de 0 :
Af(x) +pg(x) = (AP, (x) +pQ, (x)) + x" (g1 (x) +€,(x)) avec lim e5(x) =0

e3(x)

Ce qui est bienle DL, (0) de f + g car AP, + uQ,, € R, [X].

2 3

Exemple 17 Supposons que f(x) = 2—x + x? + oo(x?’) et g(x) = —x+ x? +
X—

o (x*). Déterminer le DL;(0) de f - 2g.

x—0

4

1

\/1+x'

Exemple 18 Calculer le DL,(0) de x — e* —
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Attention Probléme d’ordre

11 est absolument nécessaire pour obtenir le développement limité de Af + pg
a Pordre n d’écrire les développements limités de f et de g au moins jusqu’a
l'ordre n; dans le cas contraire il manquera des termes dans la partie réguliere
et le développement limité sera donc faux.

— Proposition 12 | Produit

Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL, (0) de la forme :

fE)=P,(x)+ o (x"), g(x)=Qu(x)+ 0 (x"), P,,Q,eR,[X]

Alors f x g admet un DL, (0) donné par :

ol:

f(x)xg(x) =R,(x)+ o (x"),
R, estle polyndme P,, x Q,, ou1l'on a gardé que les termes de degré < n.

Preuve SoientP,,Q, € R,[X] et soient deux fonctions €, €, telles que au voisinage de 0 :

f(x)=P,(x)+x"e;(x), g(x)=Q,(x)+x"e,y(x) avec limoel(x) = limosz(x) =0.
On a alors au voisinage de 0 :

F(x) xg(x) =P,(x) x Q,(x)) + x"(P, (x)ez(x) + Q, (x)e, (x) + x"€, (x)e,(x))
On pose alors P,,(x) xQ,,(x)) =R, (x)+S,(x) ouR,, est composé de tous les termes de P,,Q,,
de degré < n et S,, est composé de tous les termes de P, Q,, de degré = n + 1, on peut donc
écrire S, (x) = x"*' T, (x) ol T, est encore un polynéme. On a alors au voisinage de 0 :

F(x) xg(x) =R, (x) + x"(xT, (x) + P, (x)e,(x) + Q, (x)g, (x) + x"g; (x)€,(x)).

e3(x)

avec: limoss(x) =0.Cequiestbienle DL,(0)de fgcar: R, €eR,[X].

2 3

x x
Exemple 19 Supposons que f(x) =2 —x + 5+ 00(x3) et g(x) = —-x+ 5+
X—

P

o (x*). Déterminer le DL,(0) de fg.

x—0

¢

Attention Probléme d’ordre

® ]l est généralement nécessaire pour obtenir le développement limité de fg
al'ordre n d’écrire les développements limités de f et de g au moins jusqu’a
I'ordre n; dans le cas contraire il manquera des termes dans la partie réguliere
et le développement limité sera donc faux.

® Ilestpossible parfois de réduire le développement limité de f ou de g, lorsque
I'un des deux n’a pas de terme constant.

Exemple 20 Déterminer les développements limités suivants :
1. Calculer le DL;(0) de x — e* cos(x).

® [Echec] (Par exemple en faisant un DL, seulement pour l'exponentielle)

4

® [Réussite]
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2. Calculerle DL;(0) de x — (x? + x)In(1 + x).
® [Réussite]

R4

® [Réussite optimale] Ecrire un DL,(0) de x — In(1 + x) aurait été suf-
fisant (car x? + x n’a pas de terme constant).

4

sin(x)
3. Calculerle DL;(0) de Trx (Remarque :un quotient est un produit!)
X
’,

X

4, Calculer le D1;(0) de x — le

5. Calculer le DL, (0) de x — w_
7

6. Retrouver le DL;(0) de x —

1

1-x)(1+x)

. (Remarque :un quotient est un produit!)
X

en utilisant cette fois un produit.
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Méthode (AN) 81 (Faire apparaitre une expression dont on connait le DL)

1
® Poura # 0 (eta # 1), comment obtenir un DL(0) de "
a+x

2 On connait celui

de ] _'1_ — Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise le dénominateur par a :
1 11
a+x al+ -
® Poura >0 (et a + 1), comment obtenir un DL(0) deIn(a + x) 2 On connait
celui de In(1 + x). Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans le lo-
garithme puis on applique la formule : «In(ab) = In(a) +In(b) » :

In(a+x) = ln(a(l + 2)) =In(a) +ln(1 + 2)

® Poura >0 (eta + 1), commentobtenir un DL(0) de v/ a + x 2 On connait celui
de /1 + x = (1+x)"2. Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans la
racine carrée :

\/a+x:\/5 1+2.

® Pour a # 0, comment obtenir un DL(0) de e*** 2 On connait celui de e*. On

applique la formule « e®*? = e%e? » :

ea+x — eaex.

Exemple 21 Déterminer les développements limités suivants
1. DL,(0) de

3—x

2. DI4(0) de sin(2x)In(2 + x).

4

3. DL,;(0)dee™*v2+x.
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m Composée & Quotient

Commencons par une remarque préliminaire pour mieux comprendre les mélanges
de petit « 0 » qui vont provenir des composées de DL.

Remarque 14 (Nettoyages des o) Simplifier les petits o ci-dessous.

1 o (x3—2x4+x5+ o (x°)].
x—0

x—0

R4

Dans la pratique, on écrira simplement la réponse finale de ces simplifications,
sans trop détailler.

Pour la composition et le quotient nous n’utiliserons jamais de résultat tout fait en
pratique, il faut uniquement savoir les mettre en place sur des exemples.

Méthode (AN) 8.2 (Développement limité d’'une composée) Pour obtenir un

développement limité de g = f o u au voisinage de zéro, on :

1. cherche généralement un développement limité de f au voisinage de zéro a
l'ordre n, sous la forme: f(x)=P,(x)+ CH (x"), P, eR,[X].

x—0

2. On justifie que u(x)
équivalents)

3. Par composition des limites, on a alors : g(x) = f(u(x)) = P,(u(x)) +
0 (u(x)"), puis en exploitant le développement limité de g on simplifie I'ex-

0 (Attention a ne pas négliger cette étape! comme pour les

pression précédente jusqu’a obtenir un DL, (0) de g = f o u.

2 3
x x
Exemple 22 Supposons que f(x) =2 - x + >+ 00(x3) et u(x) = —x+ 5+
X—
00(x3). Déterminer le DL;(0) de f o u.
X—
D’

Exemple 23 Calculer le DL,(0) de x — cos (sz). (tentons d’utiliser un développe-

ment limité de cos a l'ordre 4, on verra ensuite a posteriori si cela était le plus judicieux...)

7
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Exemple 24 Calculer le DL;(0) de x — €59,

Exemple 25 On note f : x — In(cos x) pour x dans son domaine de définition.
1. Déterminer le domaine de définition de f et justifier qu’elle admet un DL, (0).

4

2. Déterminer ce développement limité.

Méthode (AN) 8.3 (Développement limité d'un quotient) Le point le plus im-
portant a retenir est le suivant : pour obtenir le développement limité d’'un quo-

tient, il faut utiliser la composition avec le développement limité en 0 de x —
1

——. Plus précisément :

l+x

® pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x —

il faut via des factorisations obtenir une écriture de la forme

1
g(x) 1+ f(x)
avec lim0 f(x) = 0.1l reste alors a composer le développement limité en 0 de
X—

1
f avec celui de x — Tz’

+x
® Pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x —
h h
(x)’ on écrit ﬁ = h(x) x et on fait le produit du DL en 0 de h avec
g(x) g(x) g(x)
celuide —.

o Attention alordre

sous la forme

® Jlarrive parfois que pour mettre ,il soit nécessaire

1
1+ f(x)

de factoriser par un terme de la forme —-; pour obtenir le développement
X

al'ordre n + k.

1 1
limité en 0 de — al’ordre n il faudra alors écrire celui de o

® Ce cas de figure se présente par exemple lorsque le dénominateur contient
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o des termes en sin, tan, arctan ou In.

2 3
x x
Exemple 26 Supposons que f(x) =2 —x + 5+ 00(x3) et g(x) = —x+ 5+
P

o (x*). Déterminer le DL;(0) de ]gt

x—0

4

Exemple 27
e
1. Calculer le DL,(0) de x — T

4

X

e -1
sin(x)’

2. Calculerle DL,(0) de x —

| Exemple 28 (D.L. de tan en zéro (méthode 3 : quotient)) Déterminer un
DL;(0) de tan en utilisant un quotient.

sin(x) . 1

cos(x) sin(x) x cos(x)’

tan(x) =

1
® On commence par chercherle DL,(0) de —. Puisque la fonction en question

est paire, on en aura méme un DL;(0).
x> xt 1 1

cos(x)=1-=+=—+ o (x°) soit: = :
! I ox— A
21 a4 x=o cos(x) 1 (3 -5 -0, ,(x9)
=y

2 4
x? x
Ona: lim (———— 0 (xs)):o,et:
20 41 x-o0

x—0

1
=1+y+y*+y3+y*+y5+ o (3°),
= =LA Ry e o ()

X X 5 5
+(2! 4! x—>0(x) +x(—)-0(x)
S1ie e a0 (x%).

2 24 x—0
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3 .5

x
® Reste a multiplier ceci parle DL;(0) desin: sin(x)=x— PRI 00(x5),

. . xX—
on obtient :
P 5 1, 5 4 5
tan(x) = |x——+—=+ o (x°) (1+—x +—x*+ o (x ))
3! 5! x—o0 2 24 x—0
=x+-x>+—x>+ o (x°)
3 5 x—0

Dans cette sous-section, on explique comment passer d'un développement limité
au voisinage de zéro a un développement limité en un point quelconque.

PASSER D'UN POINT FINI A ZERO. On raménera les développements limités au
voisinage de x, € R a des développements limités au voisinage de 0 avec le change-
ment de variable h = x — x; :

f(xX)=ag+a,(x—x¢)+... +a,(x —xy)"
+ 0 ((x=xp)"

Dh:x—xo 5x:x0+h

> g(h):=f(xo+h)= a0+a1h+...+anh"+hgo(h”).

Exemple 29 (cas x, € R)
® Déterminer un DL3(1) de In.

7

® Déterminer un DLs(2) de exp.

PASSER D'UN POINT INFINIA ZERO. Onramenerales développements limités au
voisinage de +oo a des développements limités au voisinage de 0 avec le changement

1 1
h==- ==

Concretement, le développement limité en 0* s’obtient a partir de celui en zéro en
faisant simplement tendre / vers par la droite. Le méme raisonnement vaut pour
—oo cherchant un développement limité en 0~.

de variable h = — :
X
f)=ag+ Ly 1y (1)
x) =a, L Tt .o pr

1
< g(h) ::f(ﬁ) :a0+a1h+...+anh”+h_c30+(h”).

1
Remarque 15 Siune fonction f estdéfiniesurR, tellequeg: h — f (E) possede

un DL, (0), alors f possede un DL, (+00) donc les coefficients sont les mémes
que ceuxdu DL, (0) de g.

Exemple 30 (cas x, = +00)
1
1. Déterminer un DL, (+o00) de f : x — xsin (—)
X

R4

x?-1

x242x’

2. Déterminer un DL,(—o0) de f: x —
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7
1
ex
3. Déterminer un DL;(+o0) de f: x — —.
X
7

En résumé, voici la méthode générale.

Méthode (AN) 8.4 (Se ramener a zéro a partir de x, € RU {+o0})
® Si x, # 0 et x, ¢ {+o0}, alors la recherche d'un DL, (x,) pour une fonction
f se fera en se ramenant au voisinage de 0 par le changement de variable
«h = x — xy». Plus précisément,
1. considérer g: h — f(x, + h),
2. faire un DL, (0) de g : on obtient une expression du type
g(h) =R,(h)+ o (h")
avec R,, fonction polynomiale de degré n définie au voisinage de zéro.
3. UnDL,(x,)de festalors: f(x) = R,(x—xg)+0((x—xy)").
A=Ay

— X

® Si x, = +o00, alors on fait comme précédemment mais pour la fonction g :

()

n APPLICATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Nous avons vu que les développements limités étaient compatibles avec énormé-
ment d’opérations, a contrario des équivalents. Et en plus, nous allons voir qu'un
développement limité permet de déterminer des équivalents, et donc des limites.

Limites et équivalents

Proposition 13 | « D.L. = équivalent »
Soit x, € RU {+o0} et f admettant un développement limité au voisinage de Xx,.

Alors f est équivalente en x,, au premier terme non nul de son DL,,(x,).

Preuve Onle montre dansle cas d'un DL, (0), les autres cas se prouvant de la méme fagon.

Soit a, x* le premier terme non nul du DL,,(0) de f; en tronquant le développement limité 2

l'ordre k on peut donc écrire au voisinage de 0:  f(x) = a,x* + x*e(x) avec lirnos(x) =
X—

0.
x e(x
On a donc au voisinage de 0 : A 1 =1+ Q —
apx a, x—0

letdonc: f(x) " a.xk.

Remarque 16

® Utiliser les développements limités permet donc de trouver des équivalents
de fonctions, et donc de déterminer des limites, que I'on ne pouvait pas trai-
ter jusqu’a présent : si I'on ne peut pas additionner ou composer des équiva-
lents, on peut désormais additionner et composer des développements limi-
tés pour ensuite en déduire des équivalents.

® ]| faut toutefois prendre garde a 'ordre du développement limité : un ordre
trop petit risque de ne donner que des termes nuls, un ordre trop grand
conduit a des calculs inutiles.

Exemple 31
1. Donner un équivalent en 0 de In(cos(x)). (On pourraréutiliser leDL,(0) précédem-
ment établi)

7
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2. Donner un équivalent en 0 de e* — cos(x).

3. Déterminer:

® [Echec]

4

e [Echec]

4

® [Succes]

R4

4, Déterminer :

lim

x(e*+1)-2(e*-1)

x—0

On tente un DL, (0) de I'exponentielle.

On tente un DL, (0) de 'exponentielle.

On tente un DL;(0) de 'exponentielle.

lim x
X—+00

x2sin(x)

(el/" —cos (

1

)

n+1
Exemple 32 On définit la suite (u,),>, par: u, =In(n+1)-In(n) - —;
n
3
Montrer que: u, ~ = _2n2'
DI

Etude locale d’une fonction

Les développements limités vont nous permettre d’étudier localement une fonc-
tion : savoir si elle est continue, dérivable, voire méme a prolonger des fonctions en
un point ou elle n’est pas définie, et savoir sile prolongement est continue, dérivable
erc..

— Proposition 14 | Développement limité, continuité & dérivabilité —O—
Soient f :1— Ret x, € I (f est donc définie en x,).

) f admet un DL (x,), c’est-a-dire :
® f estcontinue en x, < Ja,€R, f(x)=a,+ o (1).
X—Xq

Danscecas: ay=f(xg).

) f admet un DL, (x,), c’est-a-dire :
® f estdérivable en x, <=

Jday,a, €R, f(x)=ay+a,(x—xy)+ 0o (x—xp).
X—Xq
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O

Danscecas: ay=f(xy), a =f"(x)-

Preuve

L4 i = =f- XX, . -
On a xlglxof(x) f(xy). Posons € = f — f(x,). Alors (x) Oet: f(x)
f(x,) + €(x) pour tout x dans un voisinage de x,. Donc f posseéde un DL, (x,).
Supposons que f(x)=a,+ o (1)avec a, € R. En faisant x — x,, on déduit que

X—Xq

lim f(x) = a,. Donc f posséde une limite finie en x,, or la fonction est définie en x,
X—Xq

donc (voir Chapitre (AN) 6) cette limite vaut forcément a, = f(x,). On a bien montré

lim £x) = £(xo)

L4 Ona lim f0) =7 (x) = f'(x,). Posons pour tout x dans un voisinage de x :
x—x X — X,
£ (x)—f(x0) :
E(x): Tﬁ“—f’(xo) 051x=/=x0,
0 sinon.
Alors puisque f est dérivable en x,, on vérifie sans difficulté que €(x) 5 0et:
J(x) = f(xo) + (x = o) f'(%0) + &(x) (x = xo)
En effet, si x = x,, I'égalité est f(x,) = f(x,), etsix # x4, ona:

S (xo) + (x = x0) f' () + €(x)(x — xo)

- s+ sty | L) e o =10

pour tout x dans un voisinage de x,. Donc f posséde bien un DL, (x,).
Supposons que f(x) = ay+a,(x—x,)+ 0 (x—x,)avecay, a, € R.Onadéjavu
xX—Xg

que nécessairement a, = f(x,). Alors le développement limité donne :

FE=IGD) ) o (1) = g LE LG
X — Xy X—Xo X—Xp X — Xy

Donc f est dérivable en x, avec f'(x,) = a,.

Attention
Cet énoncé ne se généralise pas pour des valeurs supérieures de 7.

Exemple 33 (Contre-exemple) Lapplication
R — R
f x3sin (ﬁ) six#0, admetun DL,(0).

X —

0 six=0

Pourtant, f’ n'est pas continue en 0, donc f n'est méme pas deux fois dérivable.

La proposition précédente permet d’étudier l'existence d'une tangente, mais en
poussant le développement limité un peu plus loin on peut méme obtenir la po-
sition relative.

— Proposition 15 | Position relative de la tangente O—
Soit f une fonction admettant un DL ,(x,), p =2 et a, #0 :

fx)=ay+a,(x—x)+ a,(x—x)P +x20((x—x0)p).

Donnel'équationde  Donne la position par
la tangente en X, rapport a la tangente

a,, désigne donc le premier coefficient non nul du développement limité

Note N
apres lordre 2

Alors, f est continue et dérivable en x, (on a f (x,) = a, et f' (xy) = a, ) et €y ad-

met une tangente T, en son point d’abscisse x, d’équation y = a, + a; (x — x).

De plus,

® Sipestpair: [f(x)-[a+a,(x—x)] alesigne de a, au voisinage de x,,
donc € est située au-dessus de T, si a, >0, et en-dessous si a,, <0.

® Sipestimpair: f(x)-[a,+ a, (x — x,)] change de signe au voisinage de x,,
donc €, traverse T, et on dit que (x,, f(x,)) est un point d’inflexion de €.

Ainsi, si la fonction admet un développement limité a un ordre n = 2, I'étude du
signe du terme suivant permet de déterminer la position relative de la tangente par
rapport a la courbe.

Preuve

4
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Remarque 17 (Extremums locaux) Si @, = 0 dans I'écriture de la Proposi-
tion 15, la tangente est horizontale. Ainsi, dans le cas ol1 p est pair, on obtient :
® sia, >0, f possede un minimum local en x,,

® sia, <0, f posseéde un maximum local en x,.

On représente ci-dessous le cas ou p est pair avec a,, > 0.

y

f(xo }- . Tx()

4

!
!
|
|
i
Xo X

Exemple 34 Justifier I'existence d'une tangente en x, dans les cas suivants, pré-
ciser la position relative lorsque cela est possible.
1. x,=0, f(x)=1+2x+3x*+ oo(xz),f(x) =1+2x+3x*+ o (x*).

X—

x—0
7

2. x,=0, f(x)=x*+ oO(xB).
X—

Y,
Cr
£ Txo
flxo)r------
| ;
X0
CAS p PAIR, a,>0
YV,
Cr
1 Txo
f(x())—- 77777 ]
/X ' X

CAS p IMPAIR, @,, > 0 (POINT D’INFLEXION)

ALLURE LOCALE D'UNE COURBE EN UN POINT : INTERPRETATION GRAPHIQUE DU DEVELOPPEMENT LIMITE

DE LA PROPOSITION 15

f(xoh
X
y
f(xoh
X

CAS p IMPAIR, @, < 0 (POINT D’INFLEXION)



BCPST1 € 2024-2025

25

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

3. x,=1,f(x)=(x—-1)3 +x21((x -1)%).

Exemple 35 Soit f : x — tan(x) — cos(x). Donner I'équation de la tangente T,
a € au point d’abscisse 0 et étudier leurs positions relatives.

R4

Exemple 36 Soit f : x —

+
® Déterminer le D14(0) de f.

R4

"

® En déduire I'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0 ainsi que la position de celle-ci par rapport a la courbe.

R4

Les propositions précédentes sont utiles, mais exigent que la fonction soit définie
au point ou 'on effectue le développement limité, mais les développements limités
peuvent aussi servir a prolonger des fonctions comme nous allons le voir.

— Proposition 16 | Développement limité et prolongement
Soit x5 €1, et f: I~ {x,} — R (f est donc non définie en x,). Alors :

® si f admet un DL, (x,), c’est-a-dire :
f(x)=a+b(x—xy)+ o (x—-x,), aveca,beR,
X—Xq

alors la fonction f se prolonge par continuité en x,, en posant f(x,) = a.
® De plus, la fonction ainsi prolongée est dérivable en x, de dérivée f'(x,) = b.

Si on souhaite savoir si la fonction ainsi prolongée est de classe €, il faut ensuite
réaliser par exemple un développement limité de f”.

Preuve

7

Les développements limités a l'ordre 0 ou 1 permettent de prolonger par continuité
des fonctions en un point et d’'établir la dérivabilité en ce point de la fonction ainsi
prolongée.

Méthode (AN) 8.5  (Prolongement a aide d’'un développement limité) Soit f

une fonction définie au voisinage de x, mais non définie en x,.

® Si f admet un DLj(x,) : f(x) = ay + 00(1), alors lim f(x) = a, et on peut
x— X—X

donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = a,.

® Si f admet un DL, (x,) : f(x) = ay + a;(x — x) + oo(x — X,), alors on peut
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donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = a, et la nouvelle
fonction ainsi prolongée est dérivable en x, puisqu’elle admet un DL, (x,),
on a alors f'(x,) = a,.

1
Exemple 37 Soit f : x — x> sin(—).

2
1. Montrer que f admet un DL, (0).
¢
»'

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement

est dérivable en 0.

4
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BILAN DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Voici un bilan des développements limités a connaitre. On indique en en-téte de tableau la méthode pour les obte-

nir. Les développements limités indiqués entre parenthese sont ceux pour lesquels la mémorisation est facultative. Ils

se déduisent rapidement des autres par composition.

OBTENUS PAR FORMULE DE TAYLOR

Formule

Type de
développement

limité

DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE & CONSEQUENCES

Formule

l+x+x2+x3++x"+ oo(x")
X—

Type de

développement

limite

fr )
DL, (0)

; ) DL, (0)
=1+x+—+ -+—'+o(x”)
X—
. 2k
COSX = Z(_l)k(Zk)' O(xz”“)
k=0 2 x4 2n ol DL2n+1(O)
=l-—+—+--+(-1)" x"
20 4l (=1 (2n)! x—o( )
n x2k+1
sinx =) (-1)* (x27+2)
=0 2k +1)! 0 DL, ..(0)
3 5 x2n+l i 2n+1
=x——+—+-+(-1)" n
31 5 (=1 (2n+1)! 2, )
n xk
1+x)*= kz_: ( H (a—q))F+x20(xn)
=0 \ 0O<sg<k J
-1
:1+ax+%x2+---
’ DL, (0)
afa—=1)--(a—n+1 n
+ ( ) E )x”+o(x") (C _1)
n! 0 as o =
2 3 2

ok
In(1+x)= Z( ety o (x”)
=1 k
2 .3 4 n
x> x° x X
=x——+— -t (-1)""'—+ o (x"
2 3 4 ( ) n x—»O( ) (x = _x);
n xk DL, (0)
(ln(l—x):—2—+ o (x™) "
=1 k -0
2 3 4 n
x> x* x
S=lle——o=—== —+ 0 (x"))
2 3 4 n 0
n x2k+1
arctanx = Z(—l)kzk : + 00(x2”+2)
k=0 B DLyy,45(0)
x3 x5 2n+1
RSP i o (x*"*?)
3 5 2n+1 x—»O
INCLASSABLE

Formule

Type de

développement

limite

DL5(0)
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FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section, elles sont parfois com-
plétées par un nouvel exemple.

(Faire apparaitre une expression dont on connait le DL)

2 On connait celui

1
® Poura # 0 (eta # 1), comment obtenir un DL(0) de =
a+x

de ; i = Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise le dénominateur par a :
1 11
a+x al+Z
® Poura >0 (et a + 1), comment obtenir un DL(0) deIn(a + x) 2 On connait
celui de In(1 + x). Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans le lo-
garithme puis on applique la formule : «In(ab) = In(a) +In(b) » :

In(a+x) = ln(a(l + 2)) =In(a) +ln(1 + g)

® Poura >0 (eta + 1), commentobtenir un DL(0) de+/a + x 2 On connait celui
e v/ 1+x = (1+x)"2. Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans la
racine carrée :

Va+x=+/a 1+2.

® Pour a # 0, comment obtenir un DL(0) de e*** 2 On connait celui de e*. On

applique la formule « e%*? = ee? » :

ea+x = eaex
(Développement limité d'une composée) Pour obtenir un
développement limité de g = f o u au voisinage de zéro, on :
1. cherche généralement un développement limité de f au voisinage de zéro a
l'ordre n, sous laforme: f(x)=P,(x)+ oo(x"), P, eR,[X].
X—

2. On justifie que u(x) =—
équivalents)

3. Par composition des limites, on a alors : g(x) = f(u(x)) = P,(u(x)) +
2 (u(x)"), puis en exploitant le développement limité de g on simplifie I'ex-

0 (Attention a ne pas négliger cette étape! comme pour les

pression précédente jusqu’a obtenir un DL,(0) de g = f o u.

(Développement limité d’'un quotient) Le point le plus im-
portant a retenir est le suivant : pour obtenir le développement limité d'un quo-
tient, il faut utiliser la composition avec le développement limité en 0 de x —

1
——. Plus précisément :
1+x

® pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x —

1 1
il faut via des factorisations obtenir une écriture de la forme ———
g(x) 1+ f(x)

avec lim0 f(x) = 0.1l reste alors a composer le développement limité en 0 de
X—

1
f avec celuide x — ——.

X
Pour obtenir le développement limité en 0 d'une fonction de la forme x —

h(x) on écri (—): h(x) x
g(x)’ x) ( )

celuide —.

et on fait le produit du DL en 0 de & avec

(Se ramener a zéro a partir de x; € RU {+o0})
Si xy # 0 et xy ¢ {+oo}, alors la recherche d'un DL, (x,) pour une fonction
f se fera en se ramenant au voisinage de 0 par le changement de variable
« h = x — x ». Plus précisément,
1. considérer g: h— f(x, + h),
2. faire un DL, (0) de g : on obtient une expression du type
g(h) =R, () + o (k")

avec R,, fonction polynomiale de degré n définie au voisinage de zéro.
3. UnDL,(x,)de festalors: f(x) = R, (x—xg)+0((x—x4)").
X=X

Si xy = +o0, alors on fait comme précédemment mais pour la fonction g :
1
he— (_)
! h

(Prolongement a I'aide d’'un développement limité) Soit f

une fonction définie au voisinage de x, mais non définie en x,,.
® Si f admet un DLy(x,) : f(x) = ay + 00(1), alors lim f(x) = a, et on peut
x— X—Xq

donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = .

® Si f admet un DL, (x,) : f(x) = ag + a,(x — x) + oo(x — X,), alors on peut
X—

donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = a, et la nouvelle
fonction ainsi prolongée est dérivable en x, puisqu’elle admet un DL, (x,),
ona alors f'(x,) = a;.
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QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO

Question

Donner la formule de

Réponse

sif est€" au voisinage de x,,, alors

Commentaire

Ne pas oublier

Définition de la dérivée d'une
fonction f en un point a

lim

X—a

X—a

f(x)-f(a)
—

lim f—(x)

X

a
f(a)
a

existe et est finie

existe et est finie

Savoir expliquer
géométriquement
ce que cela signifie

TAYLOR-YOUNG fx) ;)( : I'hypothése de
n X classe 6"
Z fk—,o(x_xo)k"'x_(?xﬂ ((x = x¢)")
k=0 :
si f est€" au voisinage de x,, alors
flx)=
n f(k)( X ) ;
L)t o (v x)")
Définition de la négligeabilité | Soientdeux fonctions f,g définies
d’une fonction par rapport a au voisinage de a, et telle que g ne
s ( le pas au voisine de +oco
une autre au voisinage de oo sanmuie p B ’
& F®)=_o_(g(x) signifie
lim M = 0 Soient deux fonctions
r—oog(x)
[, g définies au voisinage de a, et telle
que g ne sannule pas au voisine de
+oo, f(x)= o (g(x))signifie
im 1% _¢
r—og(x)
3 5
Développement limité a sinx = x — % + % oo(xs) Vérifier a laide de
'ordre 5 au voisinage de 0 de 2 x5 la parité
. . sinx=x-=+= o (x%
la fonction sinus 3l 5! x—0
2 4
Développement limité d’ordre | cosx=1- T % oo(x5) Vérifier a laide de
. . X s
5 au voisinage de 0 de la %2 xt la parité
. . cosx=1-—=+= o (x°)
fonction cosinus 20 4l x—0
Donner le développement % = Vérifier a laide de
limité au voisinage de 0, a X (1 —x+xt-xt+ o x3)) _ la parité
x

l'ordre 4 de la fonction s 3 4 .
X x-x*+x*-x*+ o (') —=
X — — x—0 1+x
I+x x(l—x+x2—x3+ 00(x3) =
st
x-x*+x*-x*+ o (x*)
x—0
. AN x* x® xt
Développement limité a In(l+x) =x=—-+ ==+ o, (x*)
Pt
I'ordre 4 de x — In(1 + x) 2 43
.. In(1+x)=x-—=—+=-=—+ o (x*)
lorsque x est au voisinage de 0 2 3 4 a0
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n EXERCICES Solution (exercice 2)
2 3
X< x
1. ——e"=1+x+x*+x°+ o (¥*)- l+x++5-+ 0 (x*)
La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler, 1-x *0 23 w0
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item. x? N 5x3 o (9
=|l—+—+ o (x°).
Savoir-faire 2 6 ! 20 . )
1. Concernant les développements limités : 2. Vi+x+V1l-x=14+-x—-x*+—x+ o (xs)
® connaitre la définition d'un développement limité .......................... O 12 f 116 x=0
® savoir obtenir des développements limités (somme, produit, composée, tronca- +1-x—-Zx2-"_x3+ 0o ( x3)
ture, quotient, iNtégration) ...............c...iiiiiiiiiii e O 2 8 16 x—0
® connaitre les développements limitésusuels ................ ... ...l ([ _lo 1, 3
2. Savoir utiliser la formule de TAYLOR-YOUNG pour déterminer des développements li- N Zx + x9>0 (x )
INIEES L. O . . _ . 3N 3 3
3. Savoir utiliser les développements limités : 3. Connaissant : arctan(x) = x +0(0) x, on a:|arctan(x”) = x +xg O(x )
® pour déterminer des limites et des équivalents ............... ...l (] 4. Puisque:
® pour prolonger des fonctions .............. ... i O 2 x*t xS 6
® pour déterminer des positionsrelatives ..., O cos(x)=1- o + T + 2 (x )
. . . _ x? x* X8 5
Exercice 1 | Opération nettoyage «Nettoyer » le plus possible les expressions =1- > + 21" 720 + xoo(x )
suivantes. on obtient :
1 1 1 1 2 3
X X x
.= =+ o0 [S|+3+=+0[=], =1-S+= - ’
-0 x2 xgo(xz) 3 X O(X) COS(‘/;)_I 2+24 72()+x9>0(x )
2. ... = x+o(x)+xIlnx+o(x*Inx)+x*+0(x?), . )
-0 1 1 5. 2"-1=e -1
3. ... = —+—+0(—)+—+o(—)+—. 212
2 x—0
2112
x~In=(2) ’
m Calculs de développements limités =|¥In(2) + 2 * x20 (x ) '
2x)3
. . o 6. sin(2x) = (2x) - (2x) + o (x*)
Exercice 2 | Calculer les développements limités suivants : 6 0
4x3
1. DLy(0)de — e 2. DLy(0)dev1+x+v1-x =[x - =+ o (x").
-X
3 1-X 4+ X 40, (xY)-1
3. DI;(0) de arctan(x>) 4, DI;(0)de cos(ﬁ) 7 cos(x) -1 _ 2 " 24 T Yx—0
x X
5. DIL,(0)de2*-1 6. DL,(0)desin(2x) 3
X x
3
cos(x)—1 =l-=—+—+ 0 (x7).
7. DL;(0)de L 8. DL;(0) dee”*sin(x) 2 24 x—’O( )
X
9. DL,(0) de cos(x)In(1+x) 10. DL3(0)de(x*+1)v1-x
1. DL,(0) de (In(1 + x))? 12. DL,(0) de sin x cos(2x).
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8. exsin(x):(1+x+x;+ o (xz))(x—%s-i- ) (xs))

x—0 x—0
3 3
x x
=x—-—+x*+—+ o (x%)
6 2  x=0

3

“lx+x2+ 4 o (x*).
3 x—0

2 2 4
9. cos(x)ln(1+x)=(1—%+ 0 (x3))(x_x_+%_xz+

x—0

1 1
10. (2+1D)V1-x=(x3+1 (1——x——x2——x3+ 0 x3)
( ) ( ) 2 8 16 x—»O( )

12 x—0
3 5 2 4
X0 X 2x 2x
12. sin(x)cos(2x)=|x——+—+ 0 (xﬁ) 1_( ) +( )
3! 5! x—0 2 4!
3 5
1 X
=x-2x3+ x5 -+ >x%+ —+ o (x9)
6 3 120 x—o0
13 121
:x__x3+_x5 0 (x6)
6 120 x—0

Exercice 3 | Déterminer les développements limités suivants :
sinx
1. DL3(0)de 2. DIL4(0 deln(—)
5(0) de o 1(0) deln (=
1+e)°
3. DL,(0)de exp(cosx) 4, DI,(0)de 5

+x20(x5))

DL,(0) de

Vi+x

cosdx

Solution (exercice 3)

1
1. On factorise et on utilise le développement limité de T
X

au voisinage de 0.

111
3+x 31+7%
1 x (x)2 (x)\3
SRR RE
3 3 3 3 x—0
1 x x* x
L o)
3 9 27 81 =x—0
3
sinx x—%5+0, o(x* x?
. ln( )zln( SL 0( )):ln(l——+ o] (x3)).
X X 3! x—0
x2 3 x—0
On pose u(x) = T oo(x ), on a bien u(x) 0 lorsque x — 0 et :
. X—
u(x)? = 00(x3). On obtient :
x—
sinx) u(x)? )
ln( )—u(x)— 5 +x20(x)
2
X 3
= 6+x90(x )l

2 4 2 4
X X 4 X X 4
. @Cosx — ol=Fr+dr+o,o(x?) — glg= %+ +or—o(x")

2 x4

__x . x 4 :
On pose u4(x) ==t +xgo(x ), onabien u(x)

u(x)2=xz+ o (x") avec o (x*)= o (x"). On obtient:
X—

x—0

Olorsque x — Oet:

x—0 X—

2
u(x
e“’sx:e(1+u(x)+ &, 6 (x?)
2! x—0

=le-Sx?+oxt+ o (x*)]
2 6 x—0

. (1+eX)5_(1+1+x+§+0x_,0(x2))5

2
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2

X X _.
On pose u(x) = St oo(xz), on a bien u(x) £=% 0lorsque x — 0 et :
X—
2
2 _ X 2 2 2
=—+ = . Or,
u(x) 1 xgo(x )avecxgo(u(x)) xgo(x) T
o4 u(x)Z 2
1+ u(x)*=1+au(x)+ao(a—-1) ot oo(x ),
. xX—
ala—-1 5x4
d’ou1 avec a = 5, ( ): =10, donc:
2 2
1+e*)°
( ) =1+5u(x)+10u(x)*+ oo(xz)
X—
2 2
X X x
=145|=+=+ o (x*)|+10=
2 4 x—0 4
5 15
=1+=x+—x*+ o (x?).
2 4 x—0

. V1+x=(1+x)"?

2
=1+lx+l(l—l)x—+ o (x%)

2 2\2 21 x—0
2

X X

=1+>-=—+ o (x?)
2 8 x—0
1 x? -3
Deplus: ——— =cos3(x)=(1-=+ o (x?)]| .Onposealors u(x)=
plus: iy =050 =15+ 0,(6)] - Ompose ators ()

_% * xgo(xz), on a x(_)o(u(x)) = x(_’o(xz) et (1+u(x))™®=1-3u(x)+
2

x
o (u(x)), doticos™(x)=1+3—+ o (x*).Onobtient:
x—0 2  x—0

Viex (|, x % (xz))( %2

+>-"=—+ o0 1+3=—+ o (x?)
cos® x 2 8 x—0 2 x—0
2 2
X X x
=1+=-=—+ o (x¥*)+3=
2 8 x—0 2

= 1+1x+2x2+ o (x%)|
2 8 x—0

m Calculs de limites

Exercice &4 | Déterminer les limites suivantes :

1
sinx —x 1+In(l1+x)—¢€* sin(x) |2
1. lim ——, 2. lim ( ) , 3. lim( ()) ,
x—0  x3 x—0 1-cosx x—o| x
1 a* + b~ \'*
4 lim |————|, 5. lim .
x—o\In(1+x) x x—0

Solution (exercice4) Onnoteraen préambule que des équivalents usuels
nous seraient d’aucun secours puisque les expressions font apparaitre des diffé-
rences notamment (pour rappel : on ne peut soustraire une fonction a un équi-
valent usuel!).
. X8 3
sinx—x _ X—5 +0,_(x°)-x

x3 x3

1 x—0 ].
— -4 o (1) |-
5 T2 6

1+In(1+x)—expx 1+x—xz_2+°x—»0(x2)_(1+x+x72+0x—>0(x2))
1-cosx 1_(1_%2+0qu (xZ))

~ —x*+0,_¢(x?)

2
x? + 040 (x2)

-2

X (x (
1 x? 5
=exp (Fln(l e +x30(x )))
DL obtenu dans un exercice précédent
=e L + o (x*)
- exp x2 6 x—0
-o [+ 0,4
= exp 5 UNCOIE
1 —
Puisque : 5 + o (x) = %, —Z, on obtient par composition de limites :
X—
. sinx);z 1
lim ( ) =e’s
x—0 X
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1 1

4 x—In(1+x)
"In(l+x) x

xIn(1+ x)
x? 2
B x—(x—7+ox_,0(x ))
JC(X + Ox—o0 (x))
2

S0 (x*)

x? T 0x—0 (XZ)
%+Ox—>0(1) x—o0 |1

EETT NG 2’

a® +b* '~ 1. [a*+Db*
5. Soitx>0,ona:( 5 ) =exp(—ln( 5 )),avec:
x

1 a* + b* 1 exln(a) +exln(b)
—In =—-In|——
X 2 X 2 Sub-
stitu-
_ lln 1+xIn(a)+o,_o(x)+1+xIn(b)+0,_q(x) tions
X 2
1 In(a) +In(b In(1+ u(x)) = u(x) +o(u(x))
= Lin (1o @) ) ) et
X 2 x—0 In(a) +In(b)
xf +x20(x) avec
= l xln(ab) + 0 (x) u(x) 0, 0 et
X 2 x—0 o(u(x)) = o(x)

=1n(\/E)+x30(1) =0 In(Vab).

Par composition de limites,

X x\1/x
(a ;—b ) x—0 eln(\/ﬁ): /ab.

Exercice 5 | Déterminer a € R tel que la fonction
e’ +e -2

admette une limite finie en 0. Déterminer cette limite le cas échéant.

Solution (exercice5) Soit a € R. Effectuons un développement limité en

0 al'ordre 2 des exponentielles :
2

ef+e -2 1+x+x72+1+(ax)+ (@) 1 o,_o(x?)-2

x2 x2
_(a+)x+ @xz +0,_0(x?)

x2
a+l
= +a“+1+ o (1).
X x—0

1 x—ot

. s s s a+ . .
Sia+1 #0, cest-a-dire si a # —1, alors —— +oo (suivant le signe de

e’ +e* — e
e admet une limite infinie.
Sia = —1, le développement s’écrit alors
e +e* -2
x2
et dans ce cas, la limite vaut 2.

a +1). Par somme, x —

=2+ 0 ()= 2
x—0

m Allures locales de courbes

Exercice 6 | Calculerles développements limités suivants, et en déduire la limite
de la fonction au point considéré x,, la dérivabilité de la fonction prolongée en x,,
I’équation de sa tangente en x,, ainsi que la position relative de la courbe par rapport
a cette tangente :

l+x—+/1—
1. DL,(0) de f(x) = ”x <
sinx — xcosx
2. DL,(0)d == -
3(0) de g(x) Tox
Solution (exercice 6)
vi+x- l—x_

1. DL,(0)de f(x) =
® On fait le DL a 'ordre 3 du numérateur afin qu’apres avoir divisé par x on
tombe sur un DL d’ordre 2.

1 x 1 x3 x 1 x3
fx)==[1+=> x> +=—[1-S—=—x>-=|+
X 2 8 16

On obtient que:
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® On peut en déduire que : 1. Calculons un DL, (0) de f. Au voisinage de 0,
o fadmetunDL al'ordre 0, donclafonction f est prolongeable par conti- 1 B 1
nuité en 0 en posant f(0) = 1. 3+sin(x) 3+x+0,_,(x2)
¢ fadmetun DLal'ordre 1, donclafonction ainsi prolongée est dérivable 1 1
en 0 avec f(0) = 0. _§X1+§+ox_,0(x2)'
o L'équation de la tangente en 0 est donnée par les termes d’ordre infé- 2
. N X 2 . x—0 2 X
rieural:y=1. On pose u(x) = 3 + oo(x ) (on a bien u(x) —— 0).Ona: u(x)* = 5 +
P
¢ Lacourbe €y est toujours au-dessus de la tangente en 0 au voisinage de o (x*)donc o (u(x)?)= o (x?).Dou:
2 x—0 x—0 x—0
X
- 1 1
0 car = >0. =~ x (- u(x) + u(x)*+ o (u(x)?))
sinx — xcosx 3+sin(x) 3 x=0
2. DL;(0)de g(x) = —{ix 1 x  x2 ,
® On fait la somme et le produit des DL usuels : =37 (1 -37 ?) *t.% (x*)
3 2
N I Y R 1| [; = 2 2 ) 1 x x*
g(x)—(x 5 x(l 2)+x20(x ))(1 X+x +x20(x) L NN
, 3 9 27 x-0
X On en déduit que la tangente a la courbe représentant f au point d’abscisse
:(—+ o (xs))(l—x+x2+ 0 (xz)) q gl ~ P Jaup
3 %0 ¥—0 0 a pour équation: |y = 379l
3
. X 3 2
. - X
Onobtient que: g(x) 3 % (+°) De plus, comme — > 0 au voisinage de 0, on peut affirmer que la courbe

® On peut en déduire que :
o La fonction g est continue en 0 car 0 est dans le domaine de définition 2
de g et g possede un DL a l'ordre 0,
¢ g admet un DL a l'ordre 1, donc la fonction g est dérivable en 0 avec

représentant f est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.
. Calculons un DL,(1) de f : pour cela on pose x =1+ h (et donc h = x — 1).

f(A+h)=In(1+1+h)

4 . Cy = h
o Léquation de la tangentesen Oest:y=0. ~In(2) + ln(l N _)
X
¢ En étudiant le signe de e on obtient que la courbe €, est en-dessous h 2
dela tangentelocalementau voisinage de 0~ etau-dessus dela tangente =In(2) + 278 +.9, (h?)
localement au voisinage de 0. x—1 (x-1)

Dott: |f(x)=1In(2)+

+x91((x—1)2).

8
Exercice 7 | Pour les fonctions suivantes, déterminer I'équation de la tangente 2 On en déduit que la tangente a la f ourbe représentant f au point d'abscisse
s en a ainsi que la position de la courbe par rapport a cette tangente (aller jusqu’a 1 a pour équation |y =In(2) + % .
l'ordre 2 suffit dans cet exercice). —3
De plus, comme — < 0, la courbe représentant f est en-dessous de sa

1

. ena=0 2 f:ix—In(l+x)ena=1. tangente au point d’abscisse 1.
3 +sin(x) '

1. f:ix
Exercice 8 |

1. Donner une expression de tan(a + b) en fonction de tan a et tan b (lorsque tan a,

Solution (exercice 7) tanb et tan(a + b) existent).
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n . . P
2. Calculerle DLy (Z) de f(x) = In(tan x). On pourra utiliser le développement limité Aufinal : f(x) = 2h + ghs " hoo(hs)’ puis on remplace & par x — % :

1
démonitréen cours: tan(h)=h+-h*>+ o (h*). ) 4 T3 (m )3
oo re=2(x-F)+5 (-3 +o3) -3}

I
3. Préciser l'allure de 6 au voisinage du point d’abscisse —.

bl n
3. La|droite d’équation y =2 (x - —) est tangente a €y au point d’abscisse —.

4
U
. . La courbe € est en dessous de sa tangente a gauche de — et au-dessus de sa
Solution (exercice 8) ) 4,
b _ sin(a +b) _— 4 s 3 4 4 4
tan(a + b) = cos(a +b) 1 puis pour x proche de 1
_ sin(a) cos(b) +sin(b) cos(a)
cqs(a) CO.S(b) - Sin(a) Sil’l(b) Division par cos(a)cos(b) au
sin(a)  sin(b) numeérateur et au dénominateur . L. . L.

_ cos(a) "~ cos(b) Déeveloppement limité d'une fonction réciproque
1 _ sin(a) sin(b)

cos(a) cos(b)
_ tan(a) +tan(b) Exercice 9 | Soitlafonction f définie par :

1 —tan(a)tan(b) VxeR, f(x)=arctanx+e*—1.

L .1 . Lz
2. Posons x = — + h. On a, en utilisant la relation précédente : . )
4 1. Etudier f et en dessiner la courbe dans un repere orthonormé.

f (E + h) =In (tan (E + h)) 2. Montrer que f induit une bijection de R dans un intervalle I a préciser.
4 4 > Dapres la question précédente, puisque tan(g) =1 3. Soit g la réciproque de la bijection précédente. Montrer que g est de classe €
—In ( 1+ tan(h)) sur I. En déduire que g admet, en tout point de I, des développements limités a
1-tan(h) tout ordre.
=1In(1 + tan(h)) - In(1 — tan(h)). 4. En utilisant le fait que g o f = Idg, donner un développement limité de g a l'ordre
Procédons au DL de In(1 + tan(%)) et de In(1 —tan(k)) a l'ordre 3 en 0. 2 au voisinage de 0.
h® h—0
® In(1+tan(h))=In(1+u(h)) avec u(h) =h+ 3+ hgo(he’) 0. solution (exercice 9)
Sachantque: u(h)*=h? +0 (r*), u(h)®*=n° +0 (h*), on obtient: 1. ® Lafonction f est bien définie sur R et ainsi 2; = R.
u(h)? -0 u(h)? -0 ® Lafonction f est de classe €* sur R comme somme de fonctions de classe
In(1 +tan(h)) = u(h) - 5 2,0, (1?) €. En particulier elle est dérivable sur R.
BoOon: Rr s ® Ona,pourtoutxeR: f'(x)= o > +e*. Ainsi f’(x) > 0 pour tout x € R
= - - X
- 3 2 * 3 * hc_),o (h ) comme somme de deux termes strictement positifs.
W 2 3 5 ® Limites aux bornes :
=h-—-+ gh + hgo(h ) o xli)nz(ﬁf(x) == 1 par propriétés sur les sommes de limites. Et ainsi
® De méme, . L . L -
B ¢ admet une asymptote horizontale d’équation y = 5 1 au voisi-
ln(l—tan(h)):—h—?—7—?+h20(h3) nage de —oo.
2 o lim f(x) = +oo par propriétés sur les sommes de limites.
h 2 3 3 X—>+00
Z—h—7—§h +h20(h ) ® Variations:
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X -0 +00
f'(x) +
+00
f
_g -1

2. D’apres la question précédente, on a:
® Lafonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.
® Lafonction f est strictement croissante sur R.

I
® lim f(x)= —5 let lirri f(x) = +oo0.
X—>—00 X—+00
Ainsi d’apres le théoreme de la bijection,

b
la fonction f est bijective de Rdans I = ]_5 -1, +oo[.

3. ® Ona:
o La fonction f est de classe € sur R comme somme de fonctions de
classe €.
o Pourtoutx € R: f'(x) # 0 car pour tout x € R: f'(x) > 0 comme somme
de deux termes strictement positifs.
Ainsi d’apres le théoreme sur la régularité des fonctions réciproques, on

b
sait que |la fonction g est de classe €™ surl = ] 5 1,+00

n
® Comme la fonction g est de classe € sur I = ]—E—l,+oo[,

on sait dapres le théoreme de TAYLOR-YOUNG que
|g admet des développements limités a tout 0rdre| en tout point de

I= ]—g —1, +oof.

4. ® Comme g admet un développement limité a tout ordre au voisinage de
toutpointdeletqueO € I, g admet en particulier un développement limité
alordre 2 en 0. Ainsi il existe (ay, a;, a,) € R® tels que

g(u) = ay+a,u+ a,u? +o(u?).
® On veut savoir si on peut poser u = f(x). Comme f(0) = 0, on a bien que

f(x) tend bien vers 0 quand x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser u =

f(x). Tl reste donc a trouver le DL,(0) de f.On a
2 2

x x
X)=x+1+x+—+ o (x?)-1=2x+=+ o (x?).
f(x) > +.0,(*) 5> +,0,(*)
Par composition de développement limité du méme ordre, on a, en posant

u=f(x):
xz xz 2
g(f(x)):“o"'al(2x+?)+a2(2x+?) + o (x?)

x—0
g(f(x)) = ap+2a,x + (% +4a2) x%+ oo(xz).
x—b

Or on connait un deuxiéme développement limité de f o g : en effet,
gf(x)=x=x+ xgo(xz).

Puis par unicité du développement limité, on obtient que
ao = 0 ao = 0
— _1
@ 2(11 —_ 1 f=——g al - il
7 + 4@2 = 0 az = - E .

2

X x
Ainsi on obtient que : x)==-=+ o (x?)
q 809=7 16 "% )

Exercice 10 |

1. Montrer que la fonction f : x — e* + x — 1 réalise une bijection de R sur R.
2. Montrer que sa fonction réciproque f~! est de classe €. Former le développe-
ment limité 4 I'ordre 3 au voisinage de 0 de f .

Solution (exercice 10)

1. ©

La fonction f est bien définie et de classe €*° sur R comme somme de
fonctions de classe €.

En particulier la fonction f est dérivable sur R et pour tout x e R, on a:
f'(x) = e*+ 1. Ainsi f'(x) > 0 pour tout x € R comme somme de deux
termes strictement positifs.

Limites aux bornes : lini f(x)=+4occet lim f(x)= —oo par propriétés
X—>+00 X—>—00

sur les sommes de limites.

Variations :
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X —00 +00
f'(x) +
+00
f
—00

On obtient donc:
o Lafonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.
o Lafonction f est strictement croissante sur R.
o lim f(x)=+4occet lim f(x)=-o0
X—>+00 X—>—00

Ainsi d’apres le théoréme de la bijection,
|la fonction f est bijective de R dans [R.| On note f~! la fonction réci-
proque.

Ona:

o La fonction f est de classe € sur R comme somme de fonctions de
classe €.

o Pourtoutx € R: f'(x) # 0 car pour tout x € R: f'(x) > 0 comme somme
de deux termes strictement positifs.

Ainsi d’apres le théoreme sur la régularité des fonctions réciproques, on

sait que [la fonction f~! est de classe €™ sur [R.|

Comme la fonction f~! est de classe €™ sur R, on sait d’aprés le théoreme

de TAYLOR-YOUNG que f~! admet en tout point de R, des développements

limités a tout ordre. En particulier f~! admet un développement limité a

l'ordre 3 en 0. Ainsi il existe (ag, a;, a,, a;) € R* telsque: £~ (u) = ag+a, u+

a,u* + azud + 20(u3).

On veut savoir si on peut poser u = f(x). Comme f(0) =0, on a bien que

f(x) tend bien vers 0 quand x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser u =

f(x). Tl reste donc a trouver le DL;(0) de f.On a
2 3 2 3

X x 3 X x 3
=1l+x+—+=+ +x—1=2x+—+—+ :
fR)=1+x+=-+2 xgo(x J+x-1=2x >t xgo(x )

Par composition de développement limité du méme ordre, on a, en posant

u=f(x):

-1 x* X 2 438)?2
f (f(x)):a0+a1(2x+?+g)+a2(2x+?+g)

Exercice11 | ®

M WN A

2 3)\3
+ag|2x+—=—+—=| + 3
afes T2 o ()

a a
FUf(x) = ag+2a,x + (?1 +4a2)x2+ (El+2a2+8a3)x3+x2

3
().
Or on connait un deuxieme développement limité de f~' o f : en effet,
U f(x)=x=x+ oo(xz).

X—

® Puis par unicité du développement limité, on obtient que

26{1 = 1 611 = %
a _ — _ 1
@ 71 +4612 —_ 0 az _IE
F+6a2+8a3 :0 613 _@.
x x* i 5
Ainsi on obtient que : X)=———+—+ 0 (x°).
q 8 =3~ 15+ 197 .2 )

m Développement limité et régularité

Soit la fonction f définie sur ]0,1[ U |1, +oo[ par:
xInx

f) =225

x2-1"

Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1.
. Ce prolongement est-il dérivable?
. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

. Ce prolongement est-il dérivable?

Solution (exercice 11)

1.

3.

On peut par exemple pour cela faire un DL (1). On va méme faire un DL, (1)
afin de répondre en méme temps a la question d’aprées. On pose donc pour
celah=x—-1 < x =1+ h. On obtient apres calculs que

(1+h)In(1+h) 1

F(h) = Lemnaemfie ) =] h
(h) = h(h+2) _ﬁx( thn(l+ )( +E) _§+h9»o( )-

1
Ainsiona: f(x) = 3 + ol(x —1). Donc, comme on a existence d'un
X—

DL,(1), la fonction f est prolongeable par continuité en 1 en posant

1
fQ)= o
Comme on a existence d'un DL, (1), la fonction f ainsi prolongée est déri-

vable en 1 avec f'(1) = 0.
Par croissance comparée, on a : lim+x1nx = 0. Puis par propriété sur les
x—0
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somme et quotient de limites, on obtient que: lim . f(x) =0.Ainsilafonction
x—0
f est prolongeable par continuité en 0 en posant|f(0) = 0.

. Avec le taux d’accroissement, on a :

L f@-F0) ()
X—0* X X—D0+ x2 _
par propriétés sur les somme et quotient de limites. Ainsi la fonction f ainsi

X
o Ona:cos (ﬁ) =1- > + o (x). Ainsi il y a existence d'une DL, (0) d’ot1
X—

1
la dérivabilité a droite en 0 de f avec f;(0) = —5
eVt +e VTE b L i
¢ Ona: — = 1- > + oO(x). Ainsi il y a existence d'un DL, (0)
X—

38

. e s o
prolongée en 0 [n'est pas dérivable en 0| et la courbe ¢y admet une tangente d'ott la dérivabilité a gauche en 0 de f avec f;(0) = o

verticale au point d’abscisse 0.

Ainsi comme f;(0) = =5 = £;(0), la fonction f est dérivable en 0 avec

'0)= -2
f10)= =3,

Ainsi|la fonction f est bien dérivable sur R.|

Exercice 12 | Soit @ un parametre réel. On définit la fonction f par
cos\/x si x>0
VxeR, f(x)={ YTy oo
a si x=0.

1. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue sur R?
2. On suppose désormais que a est égal a la valeur trouvée a la question 1. Montrer
que f est dérivable sur R et calculer la dérivée f'(x) pour tout x réel.

m Asymptote oblique en +oco

Solution (exercice 12)
1. ® La fonction f est dérivable sur R** comme composée de fonctions déri-

Exercice 13 | On dit qu'une fonction f définie au voisinage de +oco admet une

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

vables.

® Lafonction f est dérivable sur R™* comme composées, somme et quotient
de fonctions dérivables.

® Ftude de la dérivabilité en 0 :
o On a par propriétél sur la composition de limites que : 11_11})+f(x) =1.
¢ On a par propriétéés sur la compositions, somme et quo)f[ient de limites

que: li_rn)(rf(x) =1.

Ainsi pOJICJI‘ que xli_m’mf(x) = xli_n})_f(x) = f(0), il faut prendre a = 1. Et pour
a =1, la fonction f est continue en 0.

Ainsi |la fonction f est continue sur R pour a = 1.|

. ® Etude dela dérivabilité sur R** :1a fonction f est dérivable sur R** comme

composée de fonctions dérivables et pour tout x >0 :
, —sin(y/x)
flx)=——FF.
2y/x
® Ftude dela dérivabilité sur R™* :1a fonction f est dérivable sur R™* comme
composées, somme et quotient de fonctions dérivables et pour tout x < 0:

fn= e
o oa/x

® Ftude de la dérivabilité en 0 :

asymptote oblique d’équation y = ax + b en +oo si : xlim (f(x)-(ax+b)=0).

1. Déterminer un développement asymptotique d’ordre 2 de la fonction :

1 . .
X eeosli) au voisinage de +oo.
x+1

2. En déduire que f admet en +oco une asmptote oblique dont on précisera I'équa-
tion.

3. A partir du développement asymptotique d’ordre 2 de f au voisinage de +oo,
montrer que la courbe représentant f est au-dessus de son asymptote oblique
au voisinage de +oo.

fix—

Solution (exercice 13)
1. Tout d’abord:

x? X ( 1 1 1 (1))
=——=xx|1-—+—=-—+ o [—<]||,
x+1 141

X—>00

0. On déduit alors :

1
car u(x) = —
X

2 1
S (—)
x+1 X x%2 x—oolx?

On passe maintenant au deuxiéme terme, qu’il faut pousser al’ordre 3 a cause
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du terme x — 1.

1 u(x)?
cos(—) =cos(u(x))=1- () + o (u(x)*)
X 2 X—00
B 1
T 2x2 x~oo(x3)
ecos(f) _ e1—2 2+ox_,m( 13)
—exe 2x2 +Ox_’°°(x%)
1 1 x—00
Posonsv(x)=———+ o (—).Alors v(x) —— 0, et
2x%2  x—oo\x3

— 1 2 _ 1 2\ _ 1
O D= o (5] v = o (5] 0, 067)= o [55).
Il faut donc pousser le développement limité de l'exponentielle jusqu’'a

l'ordre 2 :
2
ec"s(%) —ex (1 —v(x)+ V(;C) +x90(v(x)2))

(-5 el5)
= X —_—_— J— .

Ainsi :
2

fla) = ——eli)

x+1

~ L1 1 _ 1
—e(x T3 x2+x—ooo(x2))x( 2x2+x900(x3))'
Apres développement et troncation, on trouve :

e e 1
—ex—-e+—+—+ 0 |—|.
fx)=ex 2x 2x2 x~00(x2)

. D’apres le développement précédent :

e e 1) x—o
x)—(ex—-e)=—+—+ 0 |— 0.
Gt e RPN )

y = ex — e est une asymptote oblique a € au voisinage de +oo.

Ainsi,

. Toujours a partir du développement, on a:

e 1 1
x)-(ex—e)=—|1+—+ o |—|].
Fe) =L ) Zx( X x—-oo(x))
=w(x)
Ona w(x) —= 1, donc w est positive sur un voisinage de +oo0, la fonction
e

X — o est aussi positive sur un voisinage de +oo. Donc :
X

| f est au-dessus de son asymptote oblique au voisinage de +oo.|
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