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(o ET (NI \X)RVA Applications linéaires

1 Généralités ..................... Résumé & Plan
2 Injectivité, Surjectivité & Bi- Nous avons étudié dans le Cha-
jectivité.....oovvviiiiiiiiiiinnns pitre (ALG) 11 les espaces vecto-

riels, maintenant nous allons consi-
dérer des applications entre les es-
paces vectoriels que nous appelle-
rons applications linéaires qui sera
une abstraction de nombreuses ap-
plications classiques déja connues.

Représentation matricielle......

EXErciCes ......ccvvvviennnnnene.
Le premier mathématicien a
avoir eu l'idée d’utiliser des
coordonnées pour faire de la
géométrie est René
DESCARTES, faisant ainsi le
lien entre algebre et
géométrie.

— Le saviez-vous ?

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un V.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser & un concours, il faut donc en
connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme un
exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST1, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Cadre

Dans tout le chapitre, ’ensemble K désignera R ou C. Ainsi, tous les énoncés
faisant intervenir K sont vrais que K soit R ou C.

o)

Notation Ensemble des applications

Soient E, F deux ensembles. On notera Ef (ou % (F,E)) 'ensemble des applica-
tions de F dans E.

Exemple 1

® CN (resp. RV) désigne I'ensemble des suites a valeurs complexes (resp. a va-
leurs réelles).

o R® = #(R,R) désigne I'ensemble des fonctions de R dans R.

Les espaces vectoriels sont en particulier des ensembles, on peut donc tout a fait
considérer des applications entre eux. Mais pour pouvoir faire des calculs tenant
compte des opérations présentes sur chaque espace vectoriel, il faut compléter 1ége-
rement la définition en s’inspirant des notions de «linéarité » que nous connaissons
déja.
® Dansle Chapitre (ALG) 4, et avec les mémes notations, nous avions justifié que la
somme était linéaire :
n n n
« Y (Aap+pb)=N Y ap+u ) b ».
k=p k=p k=p
® Dans le Chapitre (AN) 2, et avec les mémes notations, nous avions justifié que
I'intégration était linéaire :

« [orsugy=r["r+u g »

® Dans le Chapitre (AN) 1, et avec les mémes notations, nous avions justifié que la
dérivation de fonctions (et méme des polynémes depuis le Chapitre (ALG) 10) était
linéaire :

« (Af+ug) =Af"+pg'. ».

Toutes ces propriétés disent la méme chose : 'application en question (la somme,
I'intégrale, la dérivée efc.) transforme les combinaisons linéaires en combinaisons
linéaires. Voyons a présent la définition générale.
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n GENERALITES

n Définitions & premiéres propriétés

— Définition 1| Application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire de E dans
F (parfois aussi morphisme linéaire) toute application u : E — F telle que :

V(x,y)€E% VA p)ek?  u(Ax+py)=Au(x)+pu(y).

® TLorsque u(E) cE, i.e. pour tout x € E, u(x) € E, on dit que u est un endomor-
phisme.

® SiF =K alors on dit que u est une forme linéaire sur E.

Attention

Attention aux confusions de vocabulaire avec les espaces vectoriels : on ne dit
surtout pas « u est stable par combinaison linéaire », mais « u transforme les
combinaisons linéaires en combinaisons linéaires ».

o

Remarque 1

® Le mot «endomorphisme » provient du grec « endon » qui signifie « a 'inté-
rieur », que vous connaissez déja des S.V.T. via le qualificatif « endogene ».

® De facon équivalente, on a:

o (M) V(xy)eE, ulx+y)=ulx)+uly),
u linéaire <= {
(ii) VAeK, VxeE, u(Ax)=Au(x).
(on peut le montrer en deux temps)
= V(x,y)€E? VAekK, u(Ax+y)=Au(x)+u(y)
(on peut se passer d'un scalaire)
—=Vn=z=1, (x,...,x,) €E", (A},..., A,) e K",

n n
u ( > )\ixi) =) Aju(x;).
i=1 i=1
(on peut le montrer pour n vecteurs)

Cette série d’équivalences est laissée en exercice. Nous utiliserons en pratique
la définition afin de montrer qu'une application linéaire.

9 Notation

® Z(E,F)l'ensemble des applications linéaires de E dans F.

® On note parfois Z(E,KK) = E* I'ensemble des formes linéaires, cet ensemble

9 est appelé espace dual de E.

Commencons par quelques premiers exemples.

Exemple 2 (avec des uplets) Pour chaque application, montrer qu’elle est li-
néaire et préciser s’il s’agit d'un endomorphisme, d'une forme linéaire.

R — [R?
M) — (x-2px+y)
D’
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2.

3.

[Projection sur la coordonnée 1] p,

R4

[Moyenne] Soit n = 1 un entier, M,,

forme linéaire sur K".

4

K2 — K
(x’y) — X

K" —

(x1,.00yx,) —

S|

~.

M= =

—

Xi

est une

Exemple 3 (Avec des matrices) Pour chaque application, montrer qu'elle est
linéaire et préciser s’il s’agit d'un endomorphisme, d’'une forme linéaire.

b
1. g (a) . 0

2.

E)ﬁz,l (R) - mS,l ([R)

b
a
’I
S):nn,n (K) - K
[Trace] Tr

L . Cette application est appelée la
M . ZMi,i pp pp
1

i=
trace, elle renvoie la somme des coefficients diagonaux d'une matrice.

4
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Exemple 4 (Avec des polynoémes, suites, ...) Pour chaque application, mon-
trer qu'elle est linéaire et préciser s'il s’agit d'un endomorphisme, d'une forme
linéaire.

KIX] —  K[X]

. Dlp — P(X%+1)
’I
€°([0,1],R) — R
2. 1
R f F(0)de
o'
3.

Vir — (), £, F(2)).

— Définition/Proposition 1| Applications linéaires usuelles

v

Si E, F sont deux espaces vectoriels. Alors :

E —
® 0y . 0 s'appelle l'application linéaire nulle.
E — E . . ) .
® Idg . . est un endomorphisme de E, appelé endomorphisme iden-

tité (ou endomorphisme identique).

® Pour tout A € K, I'application A Idg est un endomorphisme de E appelé homo-
thétie de rapport A.

Preuve  Montrons le uniquement pour I'application nulle et les homothéties AIdg. Le cas
de 'identité s'obtient alors en prenant A = 1.

°
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Proposition 1| Image du neutre « 0 — O »
Soient (E, +,-) et (F, +,-) deux espaces vectoriels et u : E — F une application
linéaire. Alors:  u(0g) = Og.

[

Attention

La proposition précédente est donc une conséquence de la définition, et n’est
donc pas a vérifier lorsqu'on vous demande de prouver la linéarité d’'une ap-
plication. Il n'y a donc rien a dire sur I'’élément neutre contrairement aux sous-
espaces vectoriels.

Preuve
linéaire.

Faire simplement A = u = 0 et x = y = 0y dans la définition d’'une application

Méthode (ALG) 121 (Montrer qu’'une application n’est pas linéaire) Pour mon-
trer qu'une application n'est pas linéaire, on peut :

® étudier I'égalité u(0g) = O,
® ou cherchers’il existe \,p €K et x,y € E tels que :
u(Ax +py) # Au(x) + pu(y).

Exemple 5 (Contre...) Les applications suivantes ne sont pas linéaires. (les
termes surlignés sont les termes empéchant la linéarité)

R3 R?
f (%,y,2) — (x+y+z+1,z).
{4

)

—_

R?o

(x,y,2) — x

- R
2

+y+z.

m Opérations

— Définition/Proposition 2 | Opérations sur les applications linéaires
Soient E, F et G des espaces vectoriels.

1. [Combinaison linéaire] Soient (A, u) € K? et u, v : E— F deux applica-
tions linéaires. Alors on définit :

N E — F A E — F
Uty — u(x)+v(x), “ly — Au(x),
E — F

et plus généralement: Au+pv

x — Au(x)+ pv(x).
Alors Au+pv € £(E,F), et (Z(E,F), +,) est un espace vectoriel, d’élément
neutre 'application linéaire nulle.

2. [Composition] Soient u € Z(E,F)etve £(F,G).Alors:
voue 2(EQG).

3. [Restriction] Soient u € £(E,F) et Vun sous-espace vectoriel de E. Alors

V—»

I'application u|v x — u(x)

est appelée application restreinte de u a

V. C’est une application linéaire de V dans F.

Remarque2 Nous avions déja rencontré les opérations de composition, restric-
tion dans le Chapitre (ALG) 6 de généralités sur les applications. Lapport de cet
énoncé est simplement la linéarité. On ajoute aussiicila notion de combinaison
linéaire d’application.

Preuve

1. p’
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2 p’
3. Evident, restreindre simplement 4 'ensemble V la définition de la linéarité de u : plus
précisément
V(x,y) €E%, V(A pek? uAx+py)=Au(x)+puly)
=VY(x,y)e V3, VAW ek? u(Ax+uy)=Au(x)+puu(y).

o Attention

Mémesi u |V et u «coincident» sur V, en tant qu’'application elles sont différentes
(puisque leur espace de départ n’est pas le méme).

Exemple 6 On considére les applications :
R? — R? R? — R?
et v
(x!y) - (ny) (er’) — (y!o)
Calculons u o v et v o u. Que constate-t-on?

R4

u

— Proposition 2 | Distributivité de la composition
Soient E, F, G trois espaces vectoriels.

® Soient u € Z(E,F), ve £(F,G) et A€k, alors:
(Av)ou=A(vou)=vo(Au).

® Soient u;, u, € £(E,F) et ve £Z(F,G), alors :
vol(uy+uy)=Wouy)+(vou,).

® Soient u € Z(E,F) et v, 1, € Z(F,G), alors :
(n+w)ou=(vou)+(,ou).

La preuve est une simple vérification et est laissée en exercice.

Remarque 3

® (C’est a cause de ces propriétés que parfois le symbole « o » est omis pour les
composées d’applications linéaires et est notée comme un produit classique :
pour ces applications, +,c se manipulent comme +, x. Ainsi, on note parfois
dans certaines références (mais j'éviterai de le faire) :

v(uy +uy) =vuy+vu,, (+m)u=vu+unu.

® Bien entendu, la proposition précédente est compléetement fausse pour les
applications non linéaires.

PUISSANCES & NILPOTENCE.
phismes, i.e. lorsque E = F.

On se place désormais dans le cas d’'endomor-

— Définition 2 | Puissances
Soit E un espace vectoriel, et f € Z(E). Alors on définit par récurrence I'endo-

morphisme f* pour tout k e N :

fO = IdE,
Y = fofk=f*of, VkeN.
En d’autres termes: VkeN, ff¥=fo-of.

Remarque 4 On suppose que f est un endomorphisme, tout simplement pour
que les composées aient un sens. On pourrait faire sans cette hypothese et sup-
poser plus généralement que f(E)cFsi f:E —F.

La définition de nilpotence est parfaitement analogue a celle vue pour les matrices
(Chapitre (ALG) 7).
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Définition 3| Endomorphisme nilpotent
Soit E un espace vectoriel, et f € Z(E). Alors :

® f estdite nilpotent s'il existe k € N tel que f* = 0.4(E)-
® Dans ce cas, I'indice de nilpotence est le plus petit exposant k vérifiant :
k_
" =0gm).

Exemple 7

1.  On considere a nouveau
RZ — R?
u
(x,y) — (0,x).
Calculer les puissances de 1. Qu'en déduire sur u?

4

2. Onconsidére
RIX] — R[X]
P — PX+1).
Calculer les puissances de T. (On conjecture une expression, que l'on prouvera par

récurrence.)

4

T

Montrons la par récurrence.

Proposition 3 | Propriétés de la puissance
Soient E un espace vectoriel, f € Z(E) et (p,q) e N?, ona:

fPofd=frra  (fr)d=fra.

o Attention

En revanche, en régle générale :
(fog)l #fPog”
sauf si les endomorphismes f et g commutent.

Théoréme 1| Bindme de NEwTON pour les endomorphismes
Soient E un espace vectoriel, f, g deux endomorphismes de E qui commutent,

cest-a-diretelsque: fog=gof.Alors:

VpeN, (f+g)F= i (p)f"og”"‘~
k=o\k

o Attention

Lhypothese de commutativité est cruciale, comme pour les matrices.

La preuve est strictement la méme que pour les réelles, complexes et matrices.

Preuve  (Point clef — Récurrence sur p)
Montrons par récurrence que :

P _ d P ok p-k
VpeN, (f+g) —Z(k)fg :

k=0

S (0 0
Initialisation. Ona(f+g)°=1et ), (k)f"go"c = (O)fogo =1.
k=0
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Hérédité. Soit n € N, on suppose que (f +g)" = Z (k)fk n=k_Alors:

(F+8)" = +8) ¥ (Z)f"g”"
k=0

linéarité de la somme

f,8 commutent

et §

— ign—i+l = n k on+l-k
=S e £ e

— (Z)fn+1g0+ i(l )fz n—i+l é(:)fkgnﬂ—k_l_(’;)fognﬂ—o
f

— fn+l < n n k on+l-k n+l
s K R T

> formule de PascAL
)fkgn+1—k + gn+1

D’ot le résultat par principe de récurrence.

n INJECTIVITE, SURJECTIVITE & BIJECTIVITE

La notion d'image d’application a déja été rencontrée dans le Chapitre (ALG) 6, elle
est donc toujours en vigueur pour des applications en particulier linéaires, et forte-
ment reliée a la surjectivité. Nous allons voir que I'injectivité peut dans le cas d’appli-
cations linéaires étre reformulée a 'aide de ce que nous appellerons le noyau. Mais
bien entendu il est toujours possible de recourir a la définition basique vue au début
del'année : c’est-a-dire qu’une application u : E — F entre deux ensemblesE etF est
injectivesi: VY(x,x')eE? u(x)=u(x) = x=x'.

m Image & Noyau

Définition/Proposition 3 | Image directe d’'un espace vectoriel
Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F) et V un sous-espace vectoriel
de E. Alors :

uV)={u(x)|xeV}, e Imu = u(E)={u(x)|x€eE}
(défi.)

v/

® y(V)estl'image directe de Vpar u, c'estle sous-espace vectoriel de F constitué
des vecteurs qui sont 'image d'un vecteur de V par u. On a de plus:

yeu(V) < IxeV, y=u(x).

sont des sous-espaces vectoriels de F. (donc de l'espace d’arrivée!)

® Imu = u(E) estappelée imagede u, c’estle sous-espace vectoriel de F consti-
tué des vecteurs qui sont I'image d'un vecteur de E par u. On a de plus :

yelmu < 3Ix€E, y=u(x).

u(V)=1{y",y"}

Preuve  Montrons que u(V) est un sous-espace vectoriel de F. Pour Im u = u(E) il suffira
de choisir V=E.
[ I 4
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Attention
La linéarité est cruciale dans I’énoncé précédent. Par exemple,

o

® 1 :x € R— 1+x n'est pas une application linéaire (zéro n'est pas envoyé sur
7éro),

® et u({0}) = {1} n'est pas un sous-espace vectoriel de R puisqu’il ne contient
pas zéro.

Passons maintenant a la définition du noyau. Reprenons la définition de 'injectivité
de u : E — F rappelée plus haut :

V(x,x') € E?
> V(x,x") € E?

u(x)=ulx') = x=x'
, , Q u linéaire
u(x—x")=0p = x—x'=0y4.
Par conséquent, une application injective linéaire vérifie (en posant x’ = 0 dans la
définition précédente) :
Vx €E,

Autrement dit, le seul vecteur qui a pour image le vecteur nul, est le vecteur nul. Cela
nous incite alors a considérer 'ensemble des vecteurs qui s’envoient sur Og : nous
appellerons cet ensemble le noyau de u.

u(x) =0 = x=04.

Définition/Proposition 4 | Noyau
® On appelle noyau de u, et on le note Ker u, 'ensemble :

Keru ={x € E| u(x) = 0g}.

Ainsi: x e Keru < u(x) = Op.

® (C’estle sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs ayant O pour image
par u.

Preuve  Montrons que Ker (u) est un sous-espace vectoriel de E.

°

Résumé Qui est dans quoi?

oOn retient donc:
® le noyau est un sous-espace vectoriel de I'espace de départ,

® l'image est un sous-espace vectoriel de I'espace d’arrivée.

E

Sur cet exemple: Keru = {0g, x'},

Proposition 4 | Lien avec I'injectivité/surjectivité
Soient E et F des espaces vectoriels et u € £(E,F). Alors :

® y estinjective <= Keru = {0y} <= dimKeru =0

® yestsurjective <= Imu=F <= dimImu=dimF.
(sidimF<oo)

Preuve  La derniére partie de chaque équivalence est immédiate en utilisant la propriété
sur I'inclusion d’espaces vectoriels et la dimension vue au Chapitre (ALG) 11 : un espace vec-
toriel est nul si et seulement s’il est de dimension nul. On se contente donc d’établir la 1ere
a chaque fois.

® Supposons u injective. Montrons que Ker u = {03}.

On a 0; € Ker u puisque Ker u est un sous-espace vectoriel de E.

Soit x € Ker u. Alors u(x) = 0z = u(0g). Or u est injective donc x = 0.

Supposons que Keru = {0}, et soit (x,x') € E? tel que u(x) = u(x'). Alors u(x) —
u(x'") =0 = u(x —x') par linéarité de u. Autrement dit, x — x’ € Keru = {0z} donc x —x’ = 0y
et x = x’. Lapplication u est donc injective.

® La surjectivité a déja été établie dans le Chapitre (ALG) 6 sur les applications : rien de
nouveau ici.

Attention
Notez bien que dans la preuve précédente, la linéarité fut fondamentale pour

o
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oécrilre pour tous x,x' € E:
u(x)=u(x') <= u(x—x')=0 < x—-x'eKeru.
Pas question donc de calculer des noyaux pour montrer qu’une application NON

linéaire est injective. Par exemple, il est clair que x € R — x? € R nest pas injec-
tive et pourtant son « noyau » serait réduit a zéro (x> = 0 < x = 0).

Exemple 8 Déterminer le noyau et I'image des applications suivantes. (nous
avions déja établi leur linéarité)
RZ — R?
M@y — @-2yx+p)
® [Noyau] On détermine I'’ensemble des vecteurs d'image Ogs.

4

® [Image] On détermine ici 'ensemble des vecteurs de I'espace d’arri-
vée ayant au moins un antécédent.

4

imz,l (R) - gm3,1 ([R)

b
2. g (a) . 0

b a
® [Noyau]
7
® [Image]
4

Exemple 9 (Applications usuelles) Soient E et F des espaces vectoriels. Alors,
ona:

® Im (OE(E,F)) = {OF}’ Ker (0$(E,F)) =E.

4
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® Im(Id;) =E, Ker(Idg) ={0g}.

Avant d’aborder un certain nombre d’exemples, on termine ces résultats par une pro-
position tres utile en pratique : elle nous permettra de trouver facilement une base
de I'image.

— Proposition 5 | Image directe d'un « Vect » 9_
Soient E et F des espaces vectoriels, u € Z(E,F) et (x;.), <, une famille finie de

vecteurs de E. Alors :
u (Vect (X4)1<ren ) = Vect (t(x1)) 1 cren -
En particulier, si (x,, ..., x,,) est une famille génératrice finie de E, alors :
® (u(x;),...,u(x,)) est une famille génératrice de Im u, c’est-a-dire :
Vect(u(xy),...,u(x,)) =Imu.
C’est en particulier le cas si (x4, ..., x,,) est une base.

® Par conséquent, Im u est de dimension finie.

o Attention

Méme si (x4, ...,x, ) est une base, rien ne garantit que I'image soit encore une
base, elle est seulement génératrice. Pour avoir une base, nous verrons plus tard
qu'’il est suffisant que u soit bijective.

Preuve  (Point clef — Exploiter la linéarité de u)

Soit y € F. Alors :

yeu(Vect(x)cpan) <= Iy, .. A) EK?, Y= u(Z)\ixi)
i=1

A, oA €K,y =Y Au(x;)
i=1

linéarité de u

> yeVect(u(xr)) cren-

On aainsi montré que:  u(Vect(xX;),cren) = Vet (u(x1)); cpen-

® Examinons le cas particulier ol (x, ..., x,,) est génératrice de E.

4

® Le premier point justifie que (u(x,), ..., u(x,)) est une famille génératrice finie de Im u,
donc Im u est bien de dimension finie.

Exemple 10 Déterminer une base de 'image de f définie dans I'Exemple 8.

® On commence par en trouver une famille génératrice avec la proposition pré-
cédente.

4

® Lafamille trouvée est-elle une base de I'image?
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m Isomorphismes

— Définition 4 | Isomorphisme, Automorphisme
® On appelle isomorphisme entre deux espaces vectoriels E et F toute applica-

tion linéaire bijective de E dans F, dans ce cas on dit que E et F sont isomorphes.

® Onappelle automorphisme de E tout endomorphisme bijectif de E, c’est donc
un isomorphisme de E dans E.

— Définition 5| Groupe linéaire GL(E)

Soit E un espace vectoriel, 'ensemble des automorphismes linéaires de E est
noté GL(E), et appelé groupe linéaire sur E.

. — application
morphisme — 'pl? .
linéaire
. — application + .
ENDOmorphisme — “° . ENTRE MEMES ESPACES
linéaire
. — application
1somorphisme —_ 'pl? . + BIJECTIVE
linéaire
application ENTRE
auTomorphisme — PP + Byecrive +  mimes
linéaire
ESPACES

Une application bijective u : E— F (i.e. injective et surjective de E dans F) possede

(voir Chapitre (ALG) 6) une application inverse u~! : F — E, i.e. satisfaisant :
uou'=Idg, w'lou=Idg.

Exemple 11 Justifier que f définie dans I'Exemple 8 est un automorphisme de

R?, et déterminer f!.

4

On montre a présent que ' est de maniére générale toujours linéaire.

Proposition 6 | Linéarité de I'inverse
Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F). Si u est un isomorphisme,

alors u™! € 2(F,E) est un isomorphisme.

Preuve Ilsuffitde montrer que u~! estlinéaire elle aussi. En effet, soient v,y €FetA pek,

alors:

u” (Ay +ny")

=u" (Au(u™ (y)) + pu(u™'(y")
PouAu(y) + e (y)

=Au"'(y) + pu'(y'). Cette derniere égalité prouve bien la linéarité de u™!.

Qu’louzld

B Qu linéaire
=u

— Proposition 7| Composée d’isomorphismes = isomorphisme
Soientu :E — F etv : F — G deuxisomorphismes d’espaces vectoriels. Alors :

® p oy est un isomorphisme de E dans G,
1 1

e et: (vou)l=ulovl.
Note Attention, l'ordre est inversé, comme pour la formule analogue aux
matrices.
Preuve  On adéjavu que la composée d’applications linéaires est linéaire, et la formule de

I'inverse d'une composée a été prouvée dans le Chapitre (ALG) 6.

Corollaire 1| Puissance d’inverse
Soit u : E — E un automorphisme d’un espace vectoriel. Alors :

VkeN, (uf)'=(ut)r.

Preuve  Soit k € N.
® On montre d’abord, par récurrence, que: u* o (u'l)k =Idg.
R4

® De-méme, par récurrence, on montre ensuite que : (u'l)" o uf =1Id;.

(uk)—l - (u—l)k.

On a donc prouvé :
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m Cas particulier de la dimension finie

2.31 Nature d’'une base image

— Théoréme 2 | Image d’une base
Soient :

v

® E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et de base %8 =
(€1, €,),

® F un espace vectoriel, et u € Z(E,F).

Alors les natures de u et de la famille u(28) sont reliées ainsi :
u est injective (T) u (98) est une famille libre de F
1

u est surjective ﬁ u (98) est une famille génératrice de F
1,

u est un isomorphisme ﬁ u (98) est une base de F
i,

Preuve  Léquivalence (iii) est immédiate en combinant (i) et (ii).
® Montrons (i).
u est injective

— (Vx€eE, u(x)=0 = x=0g)

B est génératrice

And (Vup---,un €k, ”(Zpiei) =) wu(e) =0 = ) e =0E)
i=1 i=1 i1

>% est libre
= (Vpl,...,p,, ek, ipiu(ei) =0, = Vie[l,n], w; =0)
i=1

— u(AB)=(u(e),...,u(e,)) estlibre.

® Montrons (ii).

u est surjective
< (Vy€F,

Axe€E, u(x)=y)

n n \D%’ est génératrice
— (Vy €F,A\,.., A €K, y= u(Z)\iei) = Nu(e) =y)
i=1 i=1

— u(AB)=(u(e),...,u(e,)) est génératrice.

Remarque 5 On voit dans la preuve ci-dessus que pour (ii), seul le caractere gé-
nérateur de 48 est utile.

Corollaire 2 | Dimension d’espaces vectoriels isomorphes
Soient E, F deux espaces vectoriels, et u : E — F.
(i) dimE < oo,

. ) ) — dimF = dimE.
(ii) u isomorphisme

Preuve

® Notons & = (e, ..., e,) une base de E. Alors u(2) = (u(e,), ..., u(e,)) est une base de F
puisque u est un isomorphisme. Ainsi, F est de dimension finie.

® Comme Cardu(98) = Card(u(e,),...,u(e,)) = n, on a nécessairement dimF = n =
dimE.

Commengons par un constat. Si f € £ (R?), et que l'on sait par exemple que f(1,0) =
(-1,1), £(0,1) = (2,0), alors on en déduit f(x,y) pour tout (x,y) € R*. En effet :

P4

Ce principe s’étend a4 n'importe quel espace vectoriel (pas que R?), et n’'important
quelle base (pas que la base canonique).

— Théoréme 3 | Définition d’une application linéaire sur une base 40—
Soient :

® E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et de base %8 =
(el’---,en)r

® Fun espace vectoriel, et & = (fi, ..., f,,) une famille quelconque de n vecteurs
deF.

Alors :

® [Existence/Unicité]

ANueX(EF), Vie[l,n], u(e)=Ff.

® [Expression analytique] V(A,,...,A,) € K", u(Z)\iei) =Y A\ifi
i=1 i=1

Remarque 6 Pour étudier le caractére injectif, surjectif, bijectif de u on peut en-
suite étudier le caractere libre, générateur, base de la famille &, d’apres la Théo-
reme 2.

Preuve

n
> Ase; avec

i=1

Existence. Soit x € E, on souhaite définir u(x). Pour cela, notons x =

Ay A, € K. Alors posons :
n
u(x)= Y Aif;.
i=1
On a bien u(e;) = f; pour tout i € [1, n], et u est linéaire puisque les applications coordon-
nées x € E— A; le sont pour tout i € [1, n] (déja vu).

Unicité. Soient u, v deux applications telles que u(e;) = f; = v(e;) pour tout i € [1, n]. Soit
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n
x € E, montrons que u(x) = v(x). ll existe A, ..., A, € K tels que x = )_ A;e;. On obtient :
i=1
linéarité hypothése  hypothese linéarité

u(x) = u(i)\iei) = i)\iu(ei)i i)\ifil i)\iv(ei): v(' )\iei).

i= i i

D=

' Remarque 7 On a donc aussi démontré les faits suivants :

® deux applications linéaires qui sont égales sur les éléments d’'une base, sont
en fait égales sur tout 'espace vectoriel!

® Siune application linéaire s'annule sur une base alors c’est'application nulle.

4

Méthode (ALG)12.2  (Construction d’applications linéaires a l'aide d’'une
base) A la question « construisez une application linéaire entre E et F », si vous
connaissez une base % = (e, ..., ¢,,) de E, vous pouvez répondre :

jepose u(e;)=Truc, €F, ...,

jepose u(e,)="Truc,,

en découlera alors automatiquement u(x) pour tout x € E par linéarité.

Exemple 12 On considere les vecteurs de R® suivants : x; = (1,0,2), x, = (0,1,1)
et x; = (1,0,1). Nous avons déja vu que %8 = (X, X,, X3) est une base de R*. On
note de plus " = (1,X,X?) la base canonique de R,[X].

1. Soit x = (a, b, ¢) € R3. Déterminer les coordonnées de x = (a, b, ¢) dans la
base 4.

4

2. En déduire une expression analytique de I'unique application linéaire u :
R® — R,[X] telle que u(x;) = X'~! pourtout i € [1,3]. Que dire, sans calcul,
sur u?

4

2.3.2 Rang

Définition 6 | Rang d’une application linéaire

Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F).
® On dit que u est de rang fini si Im u est de dimension finie.

® On appelle alors rang de u, et on note Rg(u), I'entier :
Rg(u) = dim(Imu) = dim ({u(x) | x € E}).

Exemple 13 En utilisant la définition du rang, déterminer le rang de :
R® — R
“ (x,y,2) — (x+y—2z,x—-y+2z).

4
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Trouver le rang par cette méthode est plutét simple, pour des applications a valeurs
dans R". En revanche, cela se complique déja pour des applications moins simples.
Il est donc nécessaire d’avoir d’autres résultats, et le théoréme du rang en est'un des
principaux.

Le théoréme qui suit, tres utile en pratique, permet en pratique de trouver la dimen-
sion de I'image a partir de celle du noyau.

— Théoréme 4 | Théoréme du rang
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel de dimen-

sion quelconque, et u € Z(E,F). Alors u est de rang fini et :
dim E =Rgu +dimKer u.

Bien mettre la dimension de l'espace de départ dans le membre de

Note
gauche.

Preuve Notons n = dimE.

1. [Complétion d’'une base de Keru] D’aprés le théoréme de la base incompleéte,
notant ey, ..., e, une base de Keru, il existe e,,,, ..., e, des éléments de E tels que
(e,---,€,€41,---,€,) soit une base de E. Notons par ailleurs S = Vect(e,,,, ..., e,) l'es-

pace vectoriel engendré pas les vecteurs qui compléetent.

2 [11 suffit de montrer que v = u| s € Z(S,Imu) est un isomorphisme] En effet, si
cestle cas, on a alors dimS = dimIm u = Rgu, mais comme dimS+dimKer # = dimE,
le résultat s’en suivra.

® [l estimmédiat que v = u|S € £(S,Im u), montrons donc le caractere bijectif. Soit
x € Kerv, i.e. x € Set x € Keru, or puisque (e, ..., ,, €,,1,--.,€,) est une base de E, il
existe un unique couple (xg, xg) € Keru x S tel que x = xg + xg. Maisx =x+0et x =
0 + x sont deux autres décompositions (puisque x € S et x € Ker u) donc par unicité :
Xk =0=xg donc x = 0.

® Reste a montrer la surjectivité. Soit y € Im , il existe x € E tel que u(x) = y, mais

comme mentionné plus tét il existe un unique couple (xg,xs) € Keru x S tel que
X = Xg + X5, donc u(x) = 0+ u(xg), et finalement u(xg) = y justifie 'existence d'un
antécédent dans S pour y.

Exemple 14 Appliquer le théoréeme du rang a l'application u définie dans
I'exemple précédent.

4

Exemple 15 (Application 1) Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension
finie, et u € £(E,F). Alors: |Rg(u) < min(dimE, dimF). |

En d’autres termes: Rg(u) <dimE et Rg(u) < dimF. On a donc deux majora-
tions a établir.

."

En déduire que si u est surjective, alors dimE = dimF.

' Exemple 16 (Application 2, fondamentale : équivalence entre injectivité,
surjectivité, bijectivité) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension
finie tels que dimE = dimF et u € Z(E,F). Alors :

](i) u est bijective < (ii) u est injective < (jii) u est surjective.‘

D’apres le théoreme du rang, puisque E est de dimension finie, on a dimE =
Rg u + dimKer u. Montrons alors que (ii) < (iii) (I'équivalence (i) < (ii) s'’en
suivra alors sans difficulté).
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Remarque 8 Le résultat de I'exemple précédent (statut d’exemple car non men-
tionné explicitement dans le programme) est d'importance capitale dans la pra-
tique : il permet, pour les applications linéaires, de ramener I'étude de bijectivité
a celle d’injectivité (souvent plus facile) ou de surjectivité.

(Montrer (plus efficacement) qu'une application est un
isomorphisme) Soit u : E — F une application linéaire entre espaces vecto-
riels de dimension finie telsque: dimE =dimF.

1. On montre que f est injective, c'est-a-dire: Keru = {0g}.
2. Onapplique le théoreme du rang :
dimE = dimKeru + Rgu <= dimF=0+Rgu
car u est injective et dimE = dimF.
3. Onobtient donc Rgu = dimF, c’est-a-dire que u est surjective.

Le méme raisonnement s’applique si on a d’abord montré la surjectivité (plus
rare).

(Trouver une base de I'image et du noyau) Soitu:E — F
une application linéaire.

® Pour le noyau : on calcule explicitement 'ensemble puis on en cherche une
base.

® Pourl'image:le calcul explicite est souvent non-trivial, on utilise doncla Pro-

position 5.

1. Oncommence donc par chercher une famille génératrice ¢ de I'ensemble
de départ E.

2. Oncalculelesimages de chacun des vecteurs de ¢, la famille © (%) est alors
génératrice de F.

3. Sil'on souhaite une base, on cherche a extraire une sous-famille libre for-
mée de Rg u vecteurs. Le rang se calcule facilement en exploitant le noyau
et le théoreme du rang. Pour éliminer les vecteurs du Vect, on peut par
exemple échelonner la matrice de la famille pour deviner des combinai-
sons linéaires (voir le Chapitre (ALG) 11).

Passons a présent a des exemples de calculs de noyaux et d'images, en exploitant le
théoréme du rang lorsque 'espace de départ est bien de dimension finie.

Exemple 17 Pour les applications ci-dessous, déterminer Ker u et Im u, en dé-
terminer une base lorsqu’ils sont de dimension finie. (onadmettra les linéarités dans
cet exemple, qui ne présentent pas de difficulté)

R — R
u (x,y,2) — (x+y—z,x—y+2z).
dans un exemple précédent)

1. (Nous avions déja calculé le rang de u

® [Base puis dimension du noyau]

7

® [Théoréme du rang]|

® [Base de I'image]
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R* — R®
v
(6, y) — @x-y,y,—x+y).
® [Base puis dimension du noyau]

4

® [Théoréme du rang]

4

® [Base de I'image]

Ry[X] —  R[X]

T s — px+1),

® [Base puis dimension du noyau]

4

® [Théoréme du rang]|

4

® [Base de I'image]

€ (LR) — €°(L,R)

Pl —

ouI est un intervalle de R.
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® [Base puis dimension du noyau]

® [Image]

Exemple 18 (Existence d'un polyndéme interpolateur) Soientun entier n € N
et une famille de n + 1 réels distincts (x;)o<r<, € R"*'.

Rn [X] _ Rn+l

® Lapplication @ :
pp P — (P(xp),...,P(x,))

est un isomorphisme.

4

® Endéduire que pour toute famille de réels ( ;. )p<r<p, € R"*" il existe un unique
PeR,[X]telque: Vkel[0,n], P(xi)=-

4

Remarque 9

® Sil'onveutrendre le raisonnement plus explicite, on introduira les polynomes
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d’interpolation de LAGRANGE. Ainsi, on peut vérifier que :

7 nX-—-Xx;
P=> y ]l ~ convient, c'est-a-dire vérifie:  ®(P) = (yp, ..., Vp)-
k=0 =0 Xk — X
14

® Jlyadoncun point de plus dans le nuage de points que le degré du polynéme
quil'interpole. Pensez a des exemples pour le retenir : il passe une unique droite
(degré 1) sur 2 points, une unique parabole (degré 2) sur 3 points etc.

La premiére partie de la remarque nous conduit tout droit a la prochaine section :
comment représenter les applications linéaires notamment par des matrices?

n REPRESENTATION MATRICIELLE

Nous avons vu dans le Chapitre (ALG) 11 comment une matrice pouvait représenter
un vecteur ou méme une famille : on indiquait en colonne les coordonnées dans une
base. Nous allons voir maintenant que :

1. pour connaitre une application linéaire # : E — F ou E, F sont deux espaces
vectoriels de dimension finie (i.e. connaitre les u(x) pour tout x € E), il suffit de
se donner une matrice a dimF lignes et dimE colonnes, donc a dimF x dimE
coefficients.

2. Les opérations énoncées précédemment sur les matrices comme l'addition,
la multiplication, I'inversion, correspondront a des matrices d’autres applica-
tions linéaires comme ’addition, la composition et I'inversion d’applications
linéaires — que le monde est bien fait! (©

Exemple 19 (Introductif) Considérons une application linéaire f : R* — R>.
Notons (e,, e,) la base canonique de R? et (f;, f;, f3) celle de R.

1. Sije vous dis que f(x,y) = (3x +y,2x + 2y,x + 3y) pour tout (x,y) € R?,
vous pouvez calculer f(e;) et f(e,) :

R4

2. Mais si je vous dis uniquement que f(e;) = (3,2,1) et f(e,) = (1,2,3),
vous pouvez trouver I'expression analytique complete de f'! En exploitant,

comme d’habitude, la linéarité de f :

En résumé :
A s Préciser I'image d’'une base de
Définir une application — h
s — l'espace de départ par cette
linéaire o
application

Préciser les coordonnées de chaque
— image d’'une base de I'espace de
départ

m Matrice d’une application linéaire

Formalisons le constat précédent dans une définition.

— Définition 7 | Matrice d’'une application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, p = dimE, n = dimF,

% = (ey,...,e,) une base de E et € une base de F, et u € £Z(E,F). On appelle :

® matricede lapplication linéaire u relativement aux bases 98 et € la matrice de
M, , (K) définie par :

1;;[%(”) (d:ﬁ) Mgat(u(ep)) em, , (K).

éfi.

Mat (u(%8)) = Mat(u(e,))

® TLorsque E et F disposent d'une base canonique, et que 28 et € sont les bases
canoniques associées, on dit que l\g/}l%t (u) estla matrice canoniquement associée

au.

On retiendra donc que :
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e Notation

nombre de LIGNES — dimension de I'espace d’ARRIVEE

nombre de COLONNES dimension de I'espace de DEPART

Plus précisément, sil'on note % = (e,, ..., e,) et € = (f;,..., f,) , alors la i-iéme co-
lonne (pour i € [1, p]) contient les coordonnées de u(e;) relativement ala base €.
*o A kA

U(ej)f Z}\i,jﬁ' A= : : e
| =1 * A,k

Cas d’un endomorphisme

Si E = F et 8 = € alors la matrice de 'endomorphisme u relativement a 48 est :
M = M K).
fat(u) = Mat(u) €9, (K)

(nota.) %,
Dans ce cas, c’est une matrice carrée de format n x n.

Le fait de représenter une application linéaire a 'aide d'une matrice permet de cal-
culer de maniere tres efficace son rang, voyons le résultat principal (qui relie par
ailleurs toutes les définitions de rang rencontrées précédemment).

— Théoréme 5| Rang et matrice q—
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, p = dimE, n = dimF,

% = (ey,...,¢,) une base de E et € une base de F, et u € £(E,F). Alors u est de
rang fini et :

Rg(u) = Rg(u(2))
— [ ——
«rang d’'une application»  «rang d’une famille Chapitre (ALG) 11»
= Rg(Mat(u(2))). =Rg|Mat(u) |.
g(Mat (u(2)) g Mat(w)]

«rang d’'une matrice Chapitre (ALG) 7»

Preuve
® Commengons par justifier que u est de rang fini. Puisque % = (e, ..., ¢,) une famille
génératrice de E, on a en utilisant la Proposition 5 :

E =Vect(ey, ..., e,) = u(E) =Vect(u(e,),..., u(e,)).
Ainsi, u(2) = (u(e,),...,u(e,) est une famille génératrice finie de Im u, donc Imu est
bien de dimension finie.

® On aen plus en passant a la dimension :

dimIm u = dim Vect(u(%)) < Rg(u) = Rg(u(A)).
C'est terminé : I'égalité Rg(u(2AB)) = Rg(Mgat(u(.%’)) ayant déja été établie dans le Cha-
pitre (ALG) 11.

Méthode (ALG)12.5 (Calculer une matrice) Pour déterminer %Iggt(u), il faut
donc: '
1. calculer les vecteurs de u(9%), i.e. les u(e;) pour tout j € 1, pl.

2.  Calculer ensuite les coordonnées de u(e;) dans la base image €, i.e. cher-
n

cherles;; telsque: u(e)= i;)\,—,jf,-.

AL
)
3. Conclure: laj-éme colonne de l\g/glggt(u) sera donc :

) )\n’]
Exemple 20 (Avec des uplets) Déterminer la matrice de f dans la base cano-

nique de I'exemple introductif.

4

R;[X] — R,[X
Exemple 21 (Avec des polyndmes) Soit D 3[X] 2[X]

P — P
® Déterminer la matrice canoniquement associée a D.
4

® Quel est le rang de D? Est-il un isomorphisme?
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Exemple 22 Reprendre les applications u, v de 'Exemple 17; calculer leur ma-
trice dans la base canonique, puis leur rang.

.o’

Emz,z (R) - Smz,z (R)

Exemple 23 (Avec des matrices) Soit [ M M, ], M
—_— 2 _— 2 y

i)

® Déterminer la matrice canoniquement associée a f.

Oﬁ 12 =

® Quel estle rang de f ? Est-il un isomorphisme?

Exemple 24 (Avec des fonctions) Soient E = €*°(R,R) et F = Vect(g, h), ol g
et h sont les applications de R dans R définies par: VxeR, g(x)=e*cosx
et h(x) = e sinx respectivement.
1. Lafamille 8 = (g, h) estune base deF, et

E — E

f—1r

définit un endomorphisme de F.

D
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# Exemple 25 (Identité) Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Soit
une base quelconque de E. Alors Né?at (Idg) =1, ou:
10....0
01 - :
In =1: 0 Emn,n (K)
0...0 1

(des 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs). De méme, pour tout A € [, on
établit que Ngt(MdE) =AL,.

o Attention

Si I'espace vectoriel ambiant est un espace de

1. polyndmes, on ne met pas « de X » dans les matrices!

2. suites, on ne met pas « de n » dans les matrices!

3. fonctions, on ne met pas « de x, ,etc. » dans les matrices!

Par définition d’'une matrice, les éléments qui la constitue sont des scalaires i.e.
des éléments de K (des réels ou des complexes).

Traitons a présent le cas de formes linéaires, i.e. des applications linéaires dont
I'espace d’arrivée est K : leur matrice dans une base donnée est alors une matrice
ligne.

Exemple 26 (Deux formes linéaires)

S : R — R : S
1. Déterminons la matricede u relativement a
(x,y,2) — 3x—-y+2z
la base canonique 28" de R® apres avoir justifié la linéarité.

R4

2. Déterminons la matrice de D relativement a 23.

R4
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— Théoréme 6 | La matrice dans deux bases caractérise Papplication
Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, 98 une base

de E, € une base de F. Alors I'application
g(E’F) - DJ/tn,p (K)
¢ u —  Mat(u)
B,6
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,
® dim Z(E,F)=nxp.

Ry[X] — R ; ) e
. . . °
2. Déterminons la matrice de ¢ ’ 1 re- “Eta.nt données deux.bases B deEet€ deF ﬁxe‘es, %1 yaune ?orrespondance
P — P(0)+P(1)+ A P(r)dt bijective entre les matrices de 91, ,, (KK) et les applications linéaires de E dans F.
. R . R T R ) 2 2
lativement a la base canonique 28" de R,[X] apreés avoir justifié la linéa- Bt: V(u,v)e Z(EF), (Ap)eks,
rité. o Mat(Au + puv) = AMat(u) + uMat(v) (lesymbole « Mat » est donc linéaire
« Mat(\u + uv) = AMat (u) +pMat(v) - (lesymbole «Mat» )
2 o Mat(u) = Mat(v) < u=vo.
B,6 B,C
Preuve
1. On admet que ¢ est linéaire, la preuve ne présente aucune difficulté.
2. Passons au caractere isomorphe. Nous allons montrer l'injectivité et la surjectivité.

® [Injectivité] Puisque ¢ estlinéaire, calculons son noyau. Soit u € £ (E, F) tel que
¢(u)=0,,,, celasignifie que :

Mat (u) = Mat (u(28)) =( Mat(u(e,)) | ... | Mat(u(e,)) ):o,,,,,.

Donc: Vie[l,p], I\/(Igat(u(ei)) =0, donc u(e;) = 0. Ainsi, u est nulle sur une base,
on montre ensuite avec des coordonnées que u = 0, ) (¢ est nulle partout).

® [Surjectivité] SoitM = ( Ci(M)|... | C,(M) ) €M, , (K) une matrice écrite en

colonne. On cherche u € £ (E,F) tel que :
%ggt(u):( Mat(u(e,)) | ... | Mat(u(e,)) ):(CI(M) C,,(M))

—=Vie[l,p], N([gat(u(ei)) =C;(M).
Or, d’apres le Chapitre (ALG) 11, x € El\/gzat(x) est un isomorphisme. Pour tout i €
[1, p], on choisit donc f; de sorte que 1\/(I€at (f;) = C;(M), puis on considere 'unique
application linéaire u telle que pour tout i € [1, p], u(e;) = f; (voir le Théoreme 3).
Dans le Chapitre (ALG) 11, nous avons vu que toute matrice colonne de 9, ; (K)

pouvait étre vue comme la matrice d’'un vecteur dans un espace vectoriel de dimen- L€ théoréme précédent mene tout droit a la proposition qui suit.

sion n, et qu'en plus, si une base est fixée, ce vecteur est unique. Le méme résultat P .. . e N .
etq plus, ’ q Définition/Proposition 5 | Application associée a une matrice

. . , .
existe pour les matrices de 92, ,, (), c’est ce que nous voyons maintenant. Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions respectives p et nn, 8 une base

de E, € une base de F.
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® Pour tout M € 9, , (K), il existe une unique application linéaire u appelé
application associée aM dans (B, €) telle que : 1\%[2(1; (u) =M.

® Lorsque E = R”,F = R", et 9,6 leur base canonique, on dit que u vérifiant

I;;Iat (u) = M est 'application linéaire canoniquement associée a M.
€

C’est bien de savoir qu'une application linéaire canoniquement associée a une ma-
trice existe, c’est encore mieux de savoir la calculer.

® Exem ple27 Déterminerl’application linéaire u canoniquement (de R” dans

3 10
RP avec n, p a préciser) associéea M = (_1 9 1).

4

— Définition 8 | Noyau et image d’'une matrice
On appelle noyau de la matrice M noté Ker M (resp. image de la matrice M noté

ImM) les ensembles :
® KerM = {X €M, (K) | MX = o}

® ImM = {MX|Xe9)tp,1(K)} (YeImM = IXeM,, (K), MX:Y).

Remarque 10 (Théoréme du rang matriciel) Considérons:
mp,l (K) - §Inn,l (K)
X — MX,
KerM =Kerv, ImM=Imuv.

En appliquant le théoréme durang a v (qui est bien linéaire), on obtient un théo-
reme du rang adapté aux matrices :

(le nombre de colonnes deM) |p =dimKerM + RgM. |

alors par définition on a :

Exemple 28 Calculer Ker M, définie dans 'exemple précédent. Vérifier alors le
théoréme du rang.

P4

m Opérations endomorphiques & opérations sur les matrices

Nous allons voir le lien entre les opérations matricielles d'une part (somme et pro-
duit/inversion), et les opérations fonctionnelles d’autre part (somme et compo-
sée/inversion d’applications linéaires).
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Théoréme 7 | Ecriture matricielle de y = u(x)
Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions finies, 28 une base de E,

une basede F, u € £(E,F), x €E. Alors :

Mgat(u(x)) = %{ggt(u) x h/éat(x).

—————
«matrice d'un vecteur »

e ——— N —
«matrice d'un vecteur»  «matrice d'une app. »

Remarque 11 (Bases) Le placement des bases est intuitivement clair.

® Sivous choisissez la base 8 comme base de départ de I'application u, alors
u ne peut « manger » que des vecteurs x écrits dans 98 également.

® Si.% estlabase d’arrivée, alors u(x) est lui aussi écrit dans la base d’arrivée.

Preuve  Soient p = dimE et n = dimF. On explicite les bases de E et F :
€ = (f1)---»f,)-- Posons :

n uLl e ul‘p X
Y=Mgat(y)=(;), U=1;g[%t(u)= N X=M@§1t(x)=(2).

Y Upy - Uy X,

B =(ey,...e,),

Alors on calcule :
L P
ZJ’ifi =y=u(x)= u(ijej) =
i=1 &

Par unicité des coordonnées de y dans la base €, on en déduit :

p 14 n n 14
iju(ej) = ij 2w fi = Z(Z Uij ])
j=1 j=1

i=1 i=1\j=1

Vie[l,n], y= Zu,]x]<=>Y U xX.

On arrive maintenant au résultat principal concernant la matrice d’'une composée
d’applications.

— Théoréme 8 | Matrice d’'une composée
Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, et soient %8 une

base de E, 28’ une base de F, 88" une base de G, soient v € Z(E,F) et u € £Z(F,G).

Alors : t(uov) = Mat (u) x Mat(v) .
oy 28" "85
¥T I |

(resp. ) est donc la base de départ (resp. d ’urrivée) dela

Note | composée. En cas de trou de mémoire, on replace correctement les bases
en suivant les fleches.

Remarque 12 (Diagramme de composée) On peut visualiser cette propriété a
I'aide d'un diagramme d’applications, sur lequel on précise quelle base est atta-
chée a chaque espace vectoriel. Sous les fleches sont indiquées les transforma-

tions en terme de vecteurs (antécédent, puis image par l’application)

(E, B) (F, &) “ (G,#") et (E 2RB)
X=Mat(x) B= Mat(v) BX A= Mat (u) ABX T ox= Mat(x) C= Mat(uw)

(G, 93”)

Preuve  Soit A = Mat (u) ,B = Mat(v) et C= Mat (u o v). Montrons alors que C = A x B.
2, 3" 2,5 BB
On note :
® pn=dimE et p =dimF, ainsi que 8 = (e, ...,
® g =dim(G)etRB" =(ef,...,e).
On note On écrit, pour chacune des matrices,
A= (aij)i‘j € mq,p ([R) ’ B= (bki)k,i € 9jzp,n ([R)

Par définition,

e,) et B =(e,....e,),

C=(cyj);,; € My (R).

q

vje[1,p], u(e}):;aijel”
p

vje[1,n], v(ej):kZbkje,’C
=1

q
Viell,n], (uov)(e)= 3 cijef
k=1

Pour tout j € [1, n], on a également

p P p q p
(uo V)(ej) =u (kZ bkjei) = kZ bkju(e;c) = kZ by; Z“ike;' = Z ( Z “ikbkj) e/
=1 =1 =1 i=1

i=1\ k=1
Par unicité des coefficients dans une base 8" de G, il s’ensuit que :

P
V(i,j)e[1, q] x[1,n], ¢;;= 3 ayby=(AB);;.
k=1
Ainsi, C=BxA.
Exemple 29 (avec des uplets) Soient
R, —— R? rR? — R3

(x,y,2) (x—y,x+y+2), (x,y) — (x+y,x+2y,x-y).

On note & et € les bases canoniques respectives de R® et R?. Calculer M%t (u),
M%t(”) Mat (vou)et Mat(u o v).Donner I'expression analytique de uo v et de
vou.

4
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Exemple 30 (avec des polyndmes) Soient
A RX] — Ry[X] A RX], — Ry[X]
u: v:
P — P(X+1), P — P(X-1).
On note % la base canonique de R?[X]. Calculer Mat (), Mat(v), Mat (v o u)
. B, B B, B B,B
et l\gé[%t (u o v). Etait-ce prévisible?

R4

On déduit le corollaire suivant par récurrence immédiate sur 7.

Corollaire 3 | Matrice d’'une puissance
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, 98 une base de E, et u € £(E)

n
un endomorphisme de E. Alors : l\/glt(u”) = l\/glt(u)

On en déduit maintenant facilement que la matrice de ™!

est I'inverse de la matrice de u.

, i u estunisomorphisme,

— Corollaire 4 | Matrice d’'une application inverse
Soient E un espace vectoriel de dimension n, 28 une base de E et u € Z(E) un

endomorphisme de E.

® Alors:

u est inversible <— Néat(u) est inversible.

-1

® Danscecas,ona: Nglt(u‘l): M@at(u)

Preuve

7
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FICHE METHODES

Remarque 13 (Diagramme d’'une réciproque) On peut visualiser cette pro- Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section, elles sont parfois com-
priété a 'aide d'un diagramme d’applications, sur lequel on précise quelle base plétées par un nouvel exemple.
est attachée a chaque espace vectoriel. Sous les fleches sont indiquées les trans-

formations en terme de vecteurs (antécédent, puis image par I'application). .
(Montrer Pappartenance « a un Vect») Pour montrer que

x € Vect(xy,...,x,),oncherche A, ..., A, desscalaires (c’est-a-dire des éléments
n

u u wou™! =Idg

(E, %) (E, %) (E,#) et (E23) (E, %)

- A=Mat -l= -1 ~1AX= = = oyl = . =
X=Mat(x) A=Ma(w) — ax  ATi=Mat(u™l) A-lax=x X=Mat(x) I,=Mat{ueu™) 1,X=X deK), telsque: x= Y A;x;.
i=1

(Montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel) Deux
options sont donc possibles (au choix).

1. EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL — Justifier qu’il est un sous-espace vecto-
riel d'un espace vectoriel de référence (K", de polynémes, de fonctions, de
suites ...) ou

2. Est UN Vect — Montrer que 'ensemble s’écrit comme Vect d'une famille.

(Montrer qu'un ensemble n’est pas un espace vecto-
riel) Deux options sont possibles (au choix).

1. MISE EN DEFAUT DU NEUTRE — C’est-a-dire qu’il ne contient pas le neutre
d’un espace vectoriel plus gros.

2. MSE EN DEFAUT DE LA STABILITE — c'est-a-dire on montre qu’il n’est pas
stable par combinaison linéaire. Par exemple :
® deux vecteurs dont la somme n'est pas dans 'espace,
® un vecteur dont 'opposé n’est pas dans I'espace...

(Inclusion de Vect) Ecrivons la méthode par exemple pour
des familles de deux vecteurs. Soient (x1, x,), (31, ¥,) deux familles de vecteurs.
Alors,

établir que  Vect(x,,x,) = Vect(y;,y,) revienta (dapresla Proposition4) :
montrer que Vect(x,, x,) < Vect(y;, ,), c’est-a-dire :

Vie[l,2], x;eVect(y,)),
En effet, puisque Vect(y,,),) est un espace vectoriel, s’il contient x,,x,, alors il contient
toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs.
et montrer que Vect(y;,),) < Vect(x;, x,), cC’est-a-dire :

Vie[l,2], y; €Vect(x;,x,).
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En effet, puisque Vect(x,, x,) est un espace vectoriel, s'il contient y,,y,, alors il contient
toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs.

On montrera plus tard que 'on peut se passer d'une inclusion en montrant!’éga-
lité des « dimensions ».

(Lien entre paramétrisation & équations carté-
siennes) Soit E = K" et F un sous-espace vectoriel de E.

® Paramétrisation — Equations cartésiennes :
Ecrire que (x,y,2,...) €F < 3\, y,v... tel que (x,¥,2,...) = A=+ ...
Cestun systeme en A, |1, v.... : le résoudre en ces inconnues.

Si le systeme a toujours des solutions peu importe x,y,z... alors F = K".
Sinon, il y a une ou plusieurs conditions compatibilités : ces équations
donnent alors la forme cartésienne.

® Equations cartésiennes — Paramétrisation :
o Ecrire le systéme linéaire formé de toutes les équations cartésiennes.
o  Lerésoudre (enx,y,z,...).

o  Lensemble des solutions est alors la forme paramétique de F.

(Vérifier la liberté/liaison d’'une famille) Pour montrer
qu’'une famille (x, ..., x,) estlibre ou non, on écrit :

n
«80it (Ar)1<k<n € K" telque Y Apx =0g.» (%)
k=1
Ensuite,

® Si (x) ne possede que la solution (A4, ...
libre.

® S’existe une solution (A,...,A,) # (0,...,0), alors la famille est liée.

,A,,) = (0,...,0), alors la famille est

En général, I'étude de (%) passe par les arguments ci-apres.
® DansR", C" ou K, [X] : on arrive a la résolution d'un systeme linéaire.

® Dans R, RV, on prend des valeurs particuliéres pour les variables, ou on fait
de I'analyse (limites, dérivation, etc.).

(Vérifier 1a généricité ou non d’'une famille) Pour montrer
qu’'une famille (x,,...,x, ) de vecteurs de F est une famille génératrice de F, on
doit montrer I'égalité d’ensembles éventuelle :

F =Vect(x,, ..., x,,).
On procede donc généralement par double-inclusion, dont I'une est souvent
évidente.

n
c| «Soit x € F. Alors cherchons A, ..., A, tels que x = AiXg. [...] On a
n kMK

k=1
donc déterminé des A; qui conviennent, donc F c Vect(x,,...,x,).». En géné-

ral, I'étape [...] consiste en les arguments suivants :
® DansR" ou C" : on résout un systeme linéaire.

® Dans R', RN on fait souvent de l'analyse (limites, dérivation, etc.). On peut
aussi se ramener a un systéme en évaluant en plusieurs x, n efc..

Dapns le cas ot la famille n'est pas génératrice, alors cette inclusion sera fausse : on
trouvera que, pour certains x € F, il nexiste pas de tels A, ..., \,,.

En général, cette inclusion est évidente. Si on a besoin de la justifier, on ex-
pliquera que x; € [1, n] pour tout i, puis comme F est un sous-espace vectoriel,
on déduit: Vect(xy,...,x,)cF.

(Montrer qu'une famille est une base) Pour montrer
qu'une famille (x,...,x,) de vecteurs de F est une base de F, deux cas se pré-
sentent.

® [Cas 1:dimF connue] C'est le cas favorable. Si pour une raison ou une
autre on connait la dimension de F, et que n = dimF, alors on montre que
(xy,...,x,) estlibre ou génératrice.

® [Cas 2: dimF inconnue]
thodes déja vues.

On montre les deux propriétés a 'aide des mé-

(Trouver une base d’'un Vect) Soit & = (u,, ...
mille de vecteurs de E, on souhaite trouver une base de :

F = Vect(uy, ..., up).

,up) une fa-

® Si . est clairement libre, on peut conclure.

® Sinon, & est liée et il existe des relations linéaires entre certains éléments de

la famille.

o Si elles sont évidentes, on peut conclure directement (c’est le cas des
exemples précédents).

o  Sinon, on échelonne la matrice: A = M@at (&), olt A est une base fixée
(la plus simple possible, le plus souvent 28 = 28°“"). C’est la matrice de

format n x p ottla colonne j € [1, p] contient les coordonnées de u;. On
obtient :

A~B=| C;|...|C, | avec BI'échelonnée-réduite de A.

p

Notons r = RgB. Puisque B est échelonnée réduite, des relations linéaires
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entre les C; se lisent facilement sur la matrice (plus précisément, les C;  QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO
n’'étant pas des colonnes pivot s'expriment en fonction des autres, on
trouve au total que n — r vecteurs s’expriment en fonction de r vecteurs).
De plus, ces relations linéaires sont les mémes que celles cherchées sur les

u; (c’'est une propriété que 'on admet, mais que I'on vérifiera sur le pro-
chain exemple). Donner la définition d'un Pourtous A,peKetx,y€E,

endomorphisme d’'un espace | J(Ax+uy) =Af(x) +pf(y)et

Question Réponse Commentaire ‘

vectoriel B frE—E
Définition du noyau d’'une Ker f = {x € E| f(x) = 0g}. Clest un Savoir que
y F q
application linéaire f : E — F | sous-espace vectoriel de E Ker f = {05}
('ensemble de départ) caractérise

Uinjectivité mais
uniquement pour
les applications
linéaires

Enoncer le théoréme durang | SidimE < oo, alors Ne pas oublier

pour une application linéaire | dimE =dimKerf +Rgf Ihypothése dimE

f:E—F finie, et ne pas

’ mélanger

ensemble de
départ et darrivée

Condition nécessaire et Kerf =10 Ici f est linéaire,

E

suffisante pour qu’'une mais ne surtout

application linéaire soit pas dire que cest

R équivalent a la

Injective surjectivité (pas

d’hypotheése de
dimension finie)

Définition de la matrice d'un | La matrice de j-iéme colonne
endomorphisme f de E dans | ( € [1, dimE[) la matrice de f(¢;)
une base B = (e, e,,..., e,) de | danslabase 2

E
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EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Eall o

Savoir-faire

Savoir montrer qu'une application estlinéaire ................. ... ... ... ([
Savoir déterminer le noyau d'une application linéaire ........................ (I
Savoir déterminer I'image d'une application linéaire ......................... (I

Savoir démontrer qu'une application linéaire est injective, surjective, bijective . [J

Exercice 1| Etudes de linéarité

des applications linéaires, le montrer le cas échéant.

1

2
3.
4

o v

N

Exercice 2| Isolution Soitf‘ (x

fiR— R,x — 2x?,

g:R—R,x—4x-3,

h:R—>R3,x—>(2x,x/n,x\/§),

S : R* — R%(x,y) — (u,v), o (u,v) est 'unique solution de
3u-v = x,

{ 6u+2v v,

D: € (R,R) — €*°(R,R), f — ff",

E: ¢°(R,R) — € [R,R), f — (x — f(x%)),

Izcgoo(u@,u;@)—»cgoo(u@,m),f—»(x—» fox(x—t)zf(t)dt .

m Uplets et matrices

RZ — R?
) — (x—y,2x+y).

1. Montrer que f € Z(R* R%).

2. Montrer que f est injective.

3. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 3|  solution Soientles vecteurs u = (1,1), v = (2,-1) et w = (1,4).

solution Dire si les applications suivantes sont

Montrer que (u, v) est une base de R.
Déterminer les coordonnées du vecteur w dans la base (u, v).

Montrer qu’il existe une unique application linéaire f : R* — R? telle que f(u) =
(2,1) et f(v)=(1,-1). Déterminer f(x,y).

4. Pour quelles valeurs du parametre réel a existe-t-il une application linéaire g :
R? - R*telleque: g(u)=(2,1), gw)=(1,-1), gw)=(5a)?
Exercice &4 |  sowiion Soient f,g € £ (R?) dont les matrices dans la base cano-

nique sont respectivement :

F W N

. 1
Exercice 5 | Solution Soit A = (

Exercice 6 |

M2 o nof0!
(12 ¢ T o of
Déterminer les matrices de f?,g%,gof et fog.
Donner une base de Im( f) et montrer que Ker(f) = Im(f).

Donner une base de Im(g).

On pose h = f + g. Calculer la matrice de h o h. Que peut-on en conclure?

1

1 1). On définit u par:

YMeM, (R), u(M)=AM.

Montrer que u est un endomorphisme de 91, (R).
Déterminer la matrice de u dans la base canonique de 9, (R).
Déterminer le rang, le noyau et I'image de u.

My, (R) — My, (R)

Solution Soit ¢ M — AM_-MA,

a2
Oll—_21.

21) Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de M, , (R).

Montrer que ¢ est un endomorphisme de 91, , (R).

2.2) Déterminer le noyau de ¢ en utilisant la matrice B.

Soit ¢ (A) I'ensemble des matrices qui commutent avec A.
31)
3.2) En utilisant les questions précédentes, déterminer une base de € (A).

Montrer que %6 (A) est un espace vectoriel.
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Polynomes

3 [X] - R

. 3 [R
Solution SOl'[f P — (P(1),P'(1)).

Exercice 7 |

1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer une base de Ker(f).
3. Montrer que f est surjective.

Exercice 8 |
1)P.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R4[X].

solution On définit @ par: VP eRs[X], @(P)=(1-X*)P'+(3X+

2. Donner son noyau. Lapplication ¢ est-elle surjective de R;[X] dans R4 [X]?

Exercice 9| @  solution Soient n =3 et b € R. On considere I'application
R,[X] — R[X],
P — (X-b)®P +P(b))-2(P-P(b)).
. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. SoitF={PeR,[X], 3IQeR,[X], P=(X-b)*Q}.
21) Justifierque F = {PeR,[X]|3Q€e R, 5[X], P=(X-Db)*Q}.
2.2) Déterminer une base puisla dimension de F. En utilisant ¢(P)”, démontrer
quelm@cF.
23)
2.4)

En utilisant a nouveau ¢(P)", démontrer que Ker ¢ < R, [X].
Déterminer noyau et image de .

Exercice 10 | @ Endomorphisme aux différences finies de

C,[X]. solution Soient n € N* et A, I'application :
nl P — PX+1)-PX).

Calculer A(1), A(X), A(X?).
Montrer que A,, est un endomorphisme de C,, [X].
Soit P € Ker A, tel que deg(P) = 1. Montrer que P—P(0) a une infinité de racines.
En déduire que Ker A, = C,[X].
4, Endéduire queIm(A,) =C,_,[X].

5. On définit dans cette question une application A comme
CX] — CIX]
P — PX+1)-P(X).
ATlaide des questions précédentes, déterminer Ker A, et montrer que A est sur-
jective a 'aide de la définition de la surjectivité. Commenter.

A

Suites et fonctions

Exercice 11|  soltion SurE = %¢%®(R,R), ondéfinit®: f — " +2f"+ f. Montrer
que ® € Z(E) et déterminer une base de Ker(®).

Exercice 12|  solution Dans le R-espace vectoriel E = % (R, R) des fonctions dé-

finies sur R et a valeurs réelles, on considere les fonctions

firx—e™, foix—xe™,

F =Vect(f1, />, f3)-

fiix— x%e™%,

etonnote:

Montrer que la famille (f;, f5, ) est une base de F. On la notera 2.
2. On considere I'application ® : f € F — f’. Montrer que ® est un endomor-
phisme de F, puis écrire A = h&at (®).

3. Calculer A" pour tout n € N.

Exercice 13 | Etude d’une récurrence linéaire d’ordre 2 solution Soit E I'en-

semble :

1
Ez{(un)nel\l’ vneN un+3:un+2+zun+l_zun}'

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.
E — R,

(Up)nen — (Ug, Uy, Uy).
déduire la dimension de E.

2. Soit: f Montrer que f est un isomorphisme. En

Donner trois suites géométriques de E.
En déduire E.



BCPST1 € 2025-2026

32

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Généralités & Abstraits

Exercice 14|  solution Soit E un espace vectoriel.

1. Soit f € Z(E) tel que: f° —3f —2Id; = 0.4g)- Prouver que f est un automor-
phisme de E et exprimer f ! en fonction de f.

2. Soit g un endomorphisme de E tel que : g* —g? =0 «(k) ettel que g # Idg. Mon-
trer que g n'est pas bijectif.

Exercice 15 |  sowton Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et 8 =
(e),e,,e3) une base de E. Soit f € Z(E) tel que :

f(€1)261—282+€3, f(ez):_281+3ez+es, f(€3)=—262+663.

1. Ecrire la matrice de f relativement a la base 23.
2. Déterminerlerangde f, unebase etla dimension de son noyau et de son image.

Exercice 16 |  solution Soient p =3 et

0100
D, = . 0lem,,(C)
0...... 01
1 0...... 0

1. Onsouhaite étudier dans cette question I'inversibilité de D ,.

11) Inverser les matrices D5 et D,.
1.2) Prouver que D, est inversible et donner son inverse. On émettra une
conjecture que I'on cherchera a démontrer.

2. Onsouhaite dans cette question retrouver le résultat précédent dans le cas p =
4. Soit 2B = (e, 5, 3, €,) une base d'un espace vectoriel E. On définit f € Z(E)
par f(e;) =e;,, pourl<i<3etf(e)=e.

21)
22)
23)
2.4)

Justifier, sans calcul, que f est un automorphisme.
Déterminer la matrice de f dans %8 que 'on notera A.
Déterminer I'application réciproque de f, et en déduire D;".

Comment pourrait-on généraliser ce qui précede a D, en utilisant un en-
domorphisme?

Exercice 17 | @ Base cyclique solwtion Soient E un espace vectoriel de dimen-
sion 3, et f un endomorphisme de E. On suppose que 3 = 0 () €t f2#0 2(E)-

Montrer qu'il existe x € E tel que la famille (x, f(x), f%(x)) soit une base de E. Donner
alors la matrice de f dans cette base.

Exercice 18 |
etg e Z(F,G).

solution Soient E, F et G des espaces vectoriels. Soient f € £(E,F)

1. 11) Montrer que Ker(f) cKer(g o f) et que Im(g o f) < Im(g).

1.2) En déduire que si g o f est un isomorphisme alors f est injective et g est
surjective.

2. Montrerque: gof=04(EF) < Im(f)cKer(g).

Devoir-maison ‘fj:l

Exercice 19 | Endomorphismes nilpotents d’ordre 2 solution Dans cet exer-
cice, K désignera R ou C. Soit n € N*. On s’intéresse dans cet exercice a des endo-
morphismes ¢ de K" vérifiant: @o@ =04 a travers différents exemples.

1. Soit @ € Z(K") tel que @ © @ = 0. Montrer que :
Im(¢p) < Ker(p). (*)

2. Dans cette question, n = 4. On note % = (e, e,, €3, ¢,) la base canonique de R*
et on définit I'application y par :

R . R

hd (x,y,2,t) — (x—-y+t,2x—-y+2+2t,-2x+y—2-2t,x+z+1).
21)
2.2)
2.3)
2.4)

Montrer que s est linéaire.

Déterminer la matrice M de y dans la base %8.

Vérifier que Rg(y) = 2 et montrer que Y o Y = 0 p(gs).

En déduire, notamment a l'aide de (%) et du théoréme du rang, que
Im(y) = Ker(w).

2.5) Déterminer une base du noyau et de I'image de .
3. Dans cette question, n = 3. On prend @ € £ (R®), ¢ # 05 (zs), tel que::

Qo =0gms)-
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31) Déduire notamment de la relation (x) la valeur de Rg(¢) et de
dim(Ker(¢)).

3.2) Justifier I'existence de ¢ € R® tel que ¢ ¢ Ker(¢p). On pose alors b = ¢(c).
Justifier I'existence de a € Ker(¢) non colinéaire a b.

3.3) Montrer que la famille € = (a, b, c¢) est une base de R®.  Indication : on
pourra chercher a montrer la liberté de la famille et a composer par ¢ dans
la combinaison linéaire nulle des vecteurs de €

3.4) Donner la matrice de ¢ dans la base €.
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Solution (exercice 1)
1.

Vx eR,

Enoncé

Lapplication f n'est pas linéaire, a cause du carré. En effet, f(2x1) = f(2) =
2x4=8%2f(1)(=2.2).
Puisque g(0) = —3 # 0, 'application g n'est pas non plus linéaire.
Cette fois-ci c’est bon. Soient x, x’ € Ret A, pu € R, alors
h(Ax + px') = (Z(Ax + px"), (Ax + px")/m, (Ax + px’)\/z)
= (2)\x +2ux’, A [nx + p/nx’,)\\/zx + p\/zx’)
= )\(Zx,x/n,x\/z) + u(2x’,x’/n,x’\/§)
=Ah(x)+ ph(x').

2 -1
Résolvons le systéme. On a, en notant M = 6 2| inversible d’inverse

3 1
-1 _ 1 .
]

towean =50 = o)=0) = )+l )

Donc : ‘u = é(f&x +y),v= 1—12(—6)6 + 3y)‘. (On peut bien siir résoudre directe-
ment le systéme sans matrice) On vérifie ensuite sans difficulté que les applica-
tions (x,y) — (35 (3x +¥), 75 (—6x + 3y)) est bien linéaire.

Lapplication n’est pas linéaire a cause du produit. Prenons f = X? : x — x?.
Alors D(2f) = (2X?) x 4 = 8X2 # 2D(f) = 2X? # 8X2.

Lapplication E est linéaire, par linéarité de 1'évaluation en x* pour tout x.
En effet, soient f,g € €°(R,R) et A, u € R. Alors :

Cela signifie bien que E(Af + nug) = AE(f) + uE(g). Donc E est linéaire. No-
tons que E(€¢*°(R,R)) < €*°(R,R), comme le prétend I'énoncé, puisqu’'une
composée d’applications € et €.

Lapplication I est linéaire, par linéarité de de I'intégration. En effet, soient
f,8 € €°(R,R) et A, pu € R. Alors, pour tout x € R,

IAf +pg)(x) = fo S - 12O +pg)(1)dr
= [[ (G- 027+ G- 17g(0) s
= M) () + pl(g) (x).

> linéarité de l'évaluation

\> linéarité de l'intégration

E(Af+pg)(x) = (Af+pg)(x®) = Af (x*)+ug (x*) = AB(f) (x)+pE(g) (x).

Solution (exercice 2)
1.

Solution (exercice 3)
1.

Donc I est linéaire. Reste a justifier (méme sil’énoncé le prétend!) que I( )
est de classe €.

Il s’agit d’'une intégrale a borne variable, cependant, I'intégrande (la fonc-
tion que l'on integre) dépend elle aussi de x. Développons le carré : soit
xR,

10F)(x) = 2 foxf(t)dt—zfox tf(t)dt+f0x 2f(1)de.

Notons F (resp. G, resp. H) une primitive de f (resp.1d f , resp.1d? f), ces trois
pimitives existent car chacune des fonctions citée est continue. Or, chaque
fonction F, G, H est € puisque leur dérivée premiére est égale a une fonc-
tion €. Ainsi, par somme/produit de fonctions €, I( f) I'est aussi.

Enoncé
Soient (x,y), (x',y") € R? et A, € R. Alors :
FAG,y)+p(x',y) = fF(Ax + px', Ay + py')
=(Ax+px' = Ay + wy"), 2Ax + pux’ + Ay + uy’)
=Ax—-y,2x+y)+px' -y, 2x" +y")
=Af(x, ) +uf(xy').
Donc: .
On calcule le noyau. On a:
(x,y)eKerf < f(x,y)=(x-y,2x+y)=(0,0)

x-y =0 _

apres résolution du systéme. Donc: |f estinjective|.

On sait d’aprés le théoréme du rang (puisque R?> est de dimen-
sion finie), que Rgf = 2 -0 = 2. De plus, d’apres le cours Im(f) =
Vect(f(1,0),f(0,1)) = Vect((1,2),(-1,1)). Or Card((1,2),(-1,1)) =
2 = Rgf et ((1,2),(—1,1)) est génératrice donc c'est une base. Ainsi,
[((1,2),(~1,1)) est une base de Im(f).|

Enonceé

Comme on sait que dimR? = 2 et que la famille de vecteurs (u, v) a deux
vecteurs, il suffit de montrer que cette famille est libre pour qu’elle soit une
base de R?. Comme les deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, la fa-
mille (u, v) est libre et ainsi |c’est une base de R?|

On cherche (a,b) € R? tels que : w = au + bv. On doit donc résoudre le
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a+2b =1 .
.Larésolutiondonne: w =3u—v,

systéme linéaire suivant:
Y { a-b = 4

donc M, ,y(w) = (_31) .

3. Onsait qu'une application linéaire est entierement déterminée par I'image
des vecteurs d'une base. Donc comme (u, v) est une base de R?, il existe
bien une unique application linéaire f vérifiant f(u) = (2,1) et f(v) =
(1,-1). On sait de plus qu’il existe a, b, ¢, d tels que f(x,y) = (ax+ by, cx +
dy).Onadonc: f(u)=(2,1) < (a+b,c+d)=(2,1)et(2a-b,2c—-d) =
(1,-1). On résout le systeme associé, et on obtienta =b =d =1et c =0,
soit|f(x,y) = (x+y,y)]|

4, Par le méme raisonnement que ci-dessus, on sait qu’il existe une unique
application linéaire g entierement déterminée par la donnée de g(u) et de
g(v) car (u, v) base de R?. De plus, on sait que 'ona: w = 3u—v. Comme g
estlinéaire,ona: g(w)=gBu-v) =3g(u)-g(v)=3(2,1)-(1,-1) = (5,4).
Ainsi, pour que g soit linéaire, on doit avoir : [a = 4].

Solution (exercice 4) tnonce On sait donc par hypothese que :

Mat(f) =M, Mat(g) =N.

R EL T
1;342}(g2)=N2=(8 é)(g (1))= (8 g)

e =wi=g o[ 3)-

—_——
S =
|
©
N —

2 —-41(0 1 02
%Ic%‘l[ (feg) =MN = (1 _2) (0 0) = ( ) . Ces calculs nous apprennent

f?=0,g*=0.
2. D’apresle cours,

Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1)).
Or, %3}@(1,0)) =M(1 0)= (i) et %g}(f(o,l)) =M(0 1)= (:3), donc

f(1,0)=(2,1) et f(0,1) = (—4,-2),dou:
Im(f) = Vect((2,1),(—4,-2)) = Vect((2,1))
puisque (—4,-2) = -2(2,1). Comme (2,1) # (0,0),

donc que:

[((2,1)) est une base de Im f |

On avuque Rg=1 et d’apres le théoreme durang, onadimKerf =2-1 =
1 = dimIm f. Ainsi, il suffit de montrer une inclusion, par exemple Im f <
Ker f. Pour cela, montrons que (2,1) € Ker f, c’est-a-dire f(2,1) = (0,0). Or,

Mat (f(2,1)) = M(f) = (8) = f(21)=(0,0).

Donc, on a bien montré que :

[Ker(f) =Im(f)]

3. Sans calcul, on voit que g est de rang 1 puisque g l'est. De plus,

Img = {g(x,y)|(x,y) e R*}.

Or, pour tout (x,y) € R?, gﬂ(g) = N(;)

0

Img = {(y,0)| (x,y) € R*} = Vect((1,0)).

Ainsi,

((1,0)) est une base de Im g |.

4. Onpose h=f+g.Alors:

Mat(he ) = (Mat(F +8)| = (M+N)? =

IdRZ .

—

10
01

Donc |f + g estinversible d’inverse f + g|.

Solution (exercice 5)

Enonceé

1. Soient M,M' € M, (R), et A, A\’ deux réels. Alors
u(AM + uM’') = A(AM + uM') = AAM + pAM' = Au(M) + pu(M'),

donc |u est un endomorphisme de M1, (R)).|

[o)-one:

.Onenconclutque hoh =

2. Rappelons que la base canonique de 9, (R) est (E, ;,E; 5, E,,E,,), et que

1 1\(1 0 (10
uB) =11 1/lo o/=|1 0
1 1\(0 1) (o 1
u(Ei2) =1 1llo o/=|o0 1
1 1\{0 o 0
u(®B21) =11 1/{1 o/=|1 0
1 1\{o o) (o1
u(Ba2) =11 1llo 1/=10 1
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3.

Solution (exercice 6)
1.

donc:

Déterminer une forme échelonnée-réduite de la matrice précédente.

1010 1010

0101 Ly—L3—1xL; 0101 Ly—Ls—1xL,
1010 - 0000 -
0101 0101

1010

0101

0000

0000

Ainsi, [Rgu = 2| On a en effet deux pivots. D’apres le théoréme du rang, le
noyau est donc de dimension 4 —2 = 2.

b
® Calculons le noyau. Soit M = (GCZ d) €M, , (R). Alors:
1 1ifa b 00 a+c =0
”(M)‘O‘*v‘*‘:’(l 1)(0 d)‘(o 0)‘:’{10+d = 0.
End'autrestermes: M e K M=% Plog[t O)ep(O !
n d’autres termes: eKeru=M=|_  _,1=al_; , 0 -1/

a1 0 )

® D’apres le cours,
Imu = Vect(u(E, 1), u(E; ), u(Ey,), u(Ey»))

S (T

Puisqu’il n'y a que deux matrices distinctes, on obtient alors :

o )

Comme les deux matrices sont clairement non colinéaires, elles forment
une base de Im u.

Donc:

Enonceé

On a clairement @(M) € 9, , (R). Soient M;,M, € M, , (R) et A,p € R.

3.

Alors :

@AM + pM,) = A(AM; + uM,) — (AM; + uM,)A
= M(AM, — M,A) + t(AM, — M, A)
= Ap(M;) + pop(M,).

Donc: | est un endomorphisme de 90, , (R). |

Q linéarité du produit matriciel

21) Rappelons que la base canonique de M1, , (R) est :

10 01 00 00
El,l:(o 0)’E1'2:(0 0)’E2'1:(1 0)’E2’2:(0 1)'

On calcule ensuite les matrices :

(E)_1210 10\(1 2 [0 -2
PELI=L 2 1]lo o] lo of|l=2 1/ =2 o)
(E)_IZOI 01)(1 2\ (2 0
PEL2)=1 o q11lo o] "o o]l-2 1] T |0 -2
(E)_IZOO 001 2} (2 0
PE2U=1 o 1]l1 o] 7|1 ofl=2 1/ 7|0 =2
by [1 2)foo)_foo)f1 2)_(o 2
eE2)=| 5 1)lo 1]7{o 1/l=2 1/=|2 of
On déduit alors la matrice ci-apres dans la base (E; 1, E; 5, Ey1,Ey,) :

0 2 20
lg\;{g}(cp)=(:§8 8%)~
0 -2-20

b
22) OnaM= (i d) € M, , (R) est un élément du noyau Ker ¢ si, et seule-
ment Si, :
a b a b

?||; g4]] =022 = Mat(g) x Mat|{ .|| = Mat(0,,).
Ou encore :

0 2 2 0\fa 0

-2 0 0 2||b 0

20 0 2||c|T|o| = P=c a=d

0 -2 -2 0J)\d 0
ainsi, M=|? Plex M=% Ploan[® YD
insi, =, gleKero = M=|_  |=al,+b|_, | Donc

0 1
Kelr(p:Vect(Iz,(_1 0))

Soit € (A) 'ensemble des matrices qui commutent avec A.
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31) Lamatrice nulle commute avec A, et € (A) < 9, , (R). Soient mainte-
nant M;,M, € €(A), A, p € R, alors :
A(AM; + pM,) = AAM, + pAM,
= AM,A + UM, A = (AM, + uM,)A.
Ainsi, AM; + uM, € € (A).
Donc: [%(A) estun espace vectoriel.|

QM,,MZE%(A)

3.2) Par définition, Ker¢ = % (A). Donc en utilisant une question précé-
dente, on obtient immédiatement :

+[% )

Les matrices I, et

€ (A) = Vect

0 1} . . .
10 étant clairement non-colinéaires, elles
forment une base de € (A).

1
Donc: (IZ, (_01 0)) est une base de € (A)|.

Solution (exercice7) itnonce

1.

Soient A, p € Ret P}, P, € Ry[X]. Alors :

F(APy +puP;) = (AP +pQ)(1), (AP, + puP,) (1))
= (AP(1) + pQ(1), AP'(1) + nQ'(1))
=Af(P)+pf(Q).

Donc|f est bien linéaire|.

PeKerf < f(P) =(0,0) < P(1) = P'(1) = 0. La derniére condition

signifie que 1 est une racine de multiplicité au moins 2 de P. Ainsi,

PeKerf < Ja,beR, P=(X-1)*(aX+b)=aX(X-1)*+b(X-1)>
Donc: |Kerf = Vect(X(X - 1), (X - 1)%)].

Q linéarité de l'éval. et dérivation

La famille (X(X — 1), (X — 1)?) est libre car échelonnée, c’est donc une base
de Ker f. Ainsi, dimKer f = 2 et par théoréme du rang, Rg f = dimR;[X] -
dimKer f =4 -2 =2 =dimR? Donc|f est surjective]

Solution (exercice 8) itnonce

1.

Soient P,Q € R;[X], et A, 1 € R. Alors par linéarité de la dérivation, on a:
®(AP+ Q) = (1 -X*)(AP + pQ)' + (83X + 1) (AP + 1Q)
=A1-X*)P' +pu(1-X*)Q +A(BX + 1)P+ pu(3X +1)Q
=Ap(P) + nep(Q).

Donc ¢ est linéaire. Reste a établir que si P = aX® + bX? + cX + d € Ry[X],
alors @(P) € R4[X]. Apres calculs, on trouve :

@e(P)=(a+b)xX3+Ba+b+2c)xX*+(2b+3d+c)X+c+deRy[X].
Donc: |(p est un endomorphisme de R;[X] |

Prenons a nouveau P = aX® + bX? + ¢X + d. Alors ¢(P) = 0 si, et seulement
si, :

a+ b =0

3a+ b+2c =0
d=-c=a,c=b=-a,c=-a,b=-a

2b+ ¢c+3d=0

c+ d=0

Les éléments du noyau sont donc les polynémes P = aX® — aX* —aX +a =
a(X® -X?-X+1). Ainsi,

lKer(p =Vect(X3 -X2-X + 1)‘.
Donc dimKerg =1 et d’'apres le théoreme durang, Rgp =4-1=3<4 =
dim R;[X] donc ¢ n'est pas surjectif].

Solution (exercice 9) cnonce

Soient P,Q e R, [X], et A, p € R. Alors
¢(AP+pQ)
= (X=Db)(AP+pQ)" + (AP + pQ) (b)) — 2((AP + pQ) — (AP + pQ)(b))

= AX = Db)(P'+P'(b)) - 2(P-P(b)) + W(X - D)(Q' +Q'(b)) - 2(Q - Q(b)),

par linéarité de la dérivation, et de I'évaluation en b. De plus,
deg((X—b)(P'+P'(b))) = degP < n et deg(P—P(b)) = degP < n.
Donc ®(P) € R, [X] en tant que somme de polynomes de degré au plus n.
En conclusion, |® est un endomorphisme de R, [X].|

21) Condition de degré, avec les notations de 1'énoncé, si P € F alors on a
degQ+3 =degP doncdegQ<n-3.
2.2) Soit P € F, alors il existe Q € R,,_3[X] tel que P = (X - b)*Q. 1l existe
Aor--y A, €ERtelsque Q = Ay +A; X+ -+ A, _sX"3. Donc
P=2A(X—DbP+ M (X=b)*X+-+A,_5(X-b)*X"73.
Autrement dit, la famille & = (X - b)3,X(X - b)3,...,. X" 3(X - b)?)
est une famille génératrice de F. Elle est de plus libre car échelonnée.
Donc |.Z est une base de F.| Elle est de cardinal n — 2, donc dimF =
n-2.
Calculons @(P)" :
@(P) =P' +P'(b) + (X - b)P" —2P'
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@(P)" =P" +P" + (X - b)P" —2P" = (X — b)P".
Constatons que @(P)(b) = @(P)' (b) = ¢(P)"(b) donc b est une ra-
cine de multiplicité au moins trois de ¢(P), c’est exactement dire que
2.3) Recyclons une nouvelle fois le calcul précédent. Si P € Ker¢, alors
@(P) =0 donc @(P)" =0 = (X— b)P". Par propriété du cours, comme
X - b # Oy [x), nous avons P" = 0, i.e. m en primitivant deux
fois I'égalité P” = 0.
2.4) Appliquons le théoreme du rang a ¢ puisque R,,[X] est de dimension
finie n + 1. Nousavons: dimKergp+Rgp=n+1.
Or, d’apres les questions précédentes, dimKer¢ < 3 = dimR,[X] et
Rgp <dimF=n-3+1=n-2.Donccomme3+n—-1=n+1,ona
nécessairement dimKer ¢ = 3 et Rgp = n — 2. Par égalité des dimen-
sions, les inclusions deviennent alors des égalités :

|Ker(p =R, [X]}, |Im((p) = F|.

Solution (exercice 10) tnonce

1.

A(1)=1-1=0,AX) =X+1-X=1,A(X?) = (X+1)*-X?* = 2X +1. Le degré
semble chuter de un.
Soient P,Q e C,[X], et A,pu e C. Alors:
Ap(AP +pQ) = (AP +pQ)(X +1) — (AP + nQ)(X)

=APX+1)-P(X)) +v(Q(X+1) - QX))

= A, (P) + VA, (Q).
De plus, si degP < n alors degA,(P) < n puisque cest une différence
de polynémes de degré au plus n. Finalement, on a bien montré que
|A,, estun endomorphisme de C,, [X]|

Soit P € KerA,,. Alors pour tout x € R, P(x + 1) = P(x). En particulier,
P(n) = P(0) pour tout n € N. Ainsi, P—P(0) posséde une infinité de racines,
donc il est nul, et P = P(0) est le polynéme constant. Donc KerA,, c C,[X].
Inversement, montrons que C,[X] < KerA,,. Soit P = C € C un polynéme
constant, alors A(P) = C—C = 0. En conclusion: |[KerA, = C,[X].|

D’apres le théoreme du rang, dimKer A, +RgA,, =dimC,[X] = n+1, donc
comme dimKer A, =1 d’apres la question précédente, il vient RgA, = n +
1 -1 = n. Il suffit alors de montrer que ImA,, < C,,_,[X]. Si tel que le cas,
puisque dimImA, = dimC,,_,[X] = n, on aura I'égalité ImA, = C,_,[X]
par égalité des dimensions.

Soit P=Y"_, a,X* € C,[X], alors par linéarité de A,, et d’apres le formule

du binéme,
n n k (f
AP =Y ar,(X5) =Y a (Z ([)Xf —X’“).
k=0 k=0  \/=0
On constate que les termes d’'ordre ¢ = k dans la somme interne sont nuls
pour tout k, donc
n k-1(}
A,(P) =Y a (é)x’.
k=0 (=0
Sous cette forme, on voit alors degA, (P) = n — 1. On a bien montré que
ImA, cC,_;[X]. Et donc par égalité des deux dimensions :
|Im (An) =Cpa (X] |
5. Soit Q € C[X], alors notons g = degQ. Nous avons donc Q € C,[X], alors
puisque A, est surjective d’apres le début de I'exercice (et que A, esta
valeurs dans C,[X]), il existe P € C ., [X] tel que A, (P) = Q = A(P). Donc:
|A est surjective]

En revanche, A n’est pas injective puisque le noyau est encore une fois
constitué des polynomes constants. Puisque C[X] n'est pas de dimension
finie, cela n'est pas étonnant, I'injectivité n’est dans ce cadre pas nécessai-
rement équivalente a la surjectivité.

Solution (exercice 11) (tnonce Soit f € E. Alors
feKer® < f"+2f'+f=0
< f estsolutionde y" +2y'+y =0.

Résolvons cette équation différentielle. L'équation caractéristique est r” + 2r' +
1=(r+1)? =0, de racine double —1. Donc:

Ker® = {x eR— (Ax+b)e ™™ |(A,B) e R*} = {x e R— Axe ™ +Be ¥ | (A,B) e R*}.
En d’autres termes: Ker® = Vect(f : x — xe™™, g : x — e *). Montrons que
(f,g) estlibre. Soient A, u € R tels que :

VxeR, Ae™+puxe ™ =0,
en multipliant par e*, on déduit :
polynéme A + pX est alors nul).
Donc: |(f,g) est une base de Ker ®|.

Vx €e RRA+px =0,donc A = p =0 (carle

Solution (exercice 12) nonce

1. lafamille 28 est par construction une famille génératrice de F. Soient A, y, v
trois réels tels que

VxeR, Ae™™+pxe*+vxle ¥ =0,
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en multipliant par e*, on déduit :

VxeR, A+px+vx?=0.
Cela signifie que le polynéme A + pX + vX? est nul, donc A = p=v=0,la
famille|(f}, f;, f3) est donc une base de F.|

On considere I'application @ : f € F — f’. Lapplication ® est bien linéaire,
par linéarité de la dérivation. Soit maintenant g = A f; + pf, + vf; un élément
de F avec A, 4, v trois réels. Alors pour tout x € R,
g'(x) = A (x) +ufi (x) + vfi(x)
=-Ae* +u(e™ —xe ) +v(2xe™ —x%e™¥)
=(H=-Nfi(x) +@2v-whi(x) - vs(x).
Donc D(g) e Fet |D est bien un endomorphisme de F.| On a par ailleurs :

D(A)=-fi, D(fi)=-h, D(f)=2f~f.

X

-1 1 0
D'oli: I\gt(d)) =|1 —1 2
0 -1
010
Posons N, = |0 0 2| de sorte que A = —I,, + N,,. Alors —I,, et N,, com-
000
002
mutent, et N2 = |0 0 0|, N3 = 0. On peut donc utiliser la formule du bi-
000
ndme
1 n
= Z( )( L) g = Y (k)(—l)""‘N,’;-
k= k=0
Alors,
(=", + n(-1)"'N,, + 22D (-1)"2N2 sin>2,
A"={A sin=1,
I, sin=0.
Les trois formules se réunissent en une seule :
Vn=0 A"=(-1)"I,+n(-1)""'N,+ M(—l)"—zNi
d'olu
(D" a(=D"" n(n-1)(-1)"
A=l 0 (-1)" 2n(-1)"1 ||
0 0 (="

car (—1)""% = (~1)" car les entiers n, n — 2 ont méme parité.

Solution (exercice 13) tnonce

1.

La suite nulle vérifie la relation de récurrence. Soient (u,,), (v,,) deux suites

deE, et A, p € R. Alors pour tout n € N :
(un), (vy)

()\un + an)n+3 = )\un+3 + UUp43 >sont
deux
:)\(u +2+lu +1_1 )+|J-( +2+1 n+l — IV) suites
TR g Une2 ™y 4" de E
1
= (AUpyp + HUppp) + 4()\un+1 + UUpy1) = ()\un + UUy,).

Donc: ‘()\un + pv,) € E et E est un sous-espace Vectoriel de IRZN.‘
Soit

E — R3,
T e — gy, 1),
Montrons que f est un isomorphisme. Soient donc (u,,),(v,) € E, et A,p €
R. Alors :
FAu+ pv) = (Aug + Py, Auy + pvy, Ay + Uny),
= Muy, uy, Uy) + Wy, vy, 1),
=Af(u) +uf(v).
Donc | f estune application linéaire.| De plus, soit (u,,) € Ker f, alors u, =
u; = u, puis par récurrence immédiate u,, = 0 pour tout n = 3. Ainsi (u,) =
(0). Enfin si (x,y,z) € R®, on peut construire une suite (u,,) € E telle que
Uy = X,U; =y, U, = z. Donc f est finalement une bijection linéaire et c’est
un |isomorphisme.| D’apres le cours, E est alors de dimension finie et

|dimE =dimR® = 3.|

On cherche une suite de la forme (g™) qui soit dans E avec g € R* (la suite
nulle est bien entendu une solution). Alors

1 1
<~ q3:q2+zq—z

F < VY 1
(qn)n € nelN, q”+3 qn+2 7n+1 n
4 q+0

> 1 est racine évidente

= (q—l)(q2+q—i):0.

: 2 1 ~12v/2 _ _o1-V2 _
Les deuxracines de X +X — 3 sont —*=.Notons ¢, = 1,q, = —— et g3 =

#. Alors |(q1") w (@), (g3'), sont trois suites géométriques de E|

On montre alors que ces trois suites forment une famille libre de E. Puisque
(g, ()%, (g3"),,) sera alors une famille de cardinal 3 et que dimE = 3,
ce sera une base de E et on aura

|E = Vect ((41"), (@), (43" )]
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Solution (exercice 14)
1.

Solution (exercice 15)
1.

Reste a montrer la liberté. Soient A, y, v tels que pour tout n € N :

Agi' +ugs' +vas =0
On constate que |g,| > |q;| > |g;|. Alors, puisque g, # 0, 'hypothese est
équivalente a

a0 qs
Al— +p( ) +ul=0
(Ch) 9>

Puisque |Z q
(propriété sur les sultes geometrlques), donc en faisant n — oo, on obtient
p = 0. On fait ensuite de-méme en mettant cette fois-ci g, en facteur, on ob-
tient A = 0 puis vient alors v = 0. En conclusion, (¢{") ,en, (@5') nen €1 (G3') nen
forment une famille libre de E.

Enoncé
Ona:

1
f3_3f_2IdE :Of(E) — f3_3f:21dE — E(fz_gldE)of:IdE

1
— fo (E(fz—SIdE)) ~1dg.
On a donc trouvé une application g vérifiant ge f =Idg et fog =1dy : f est
un automorphisme de E, eton a: ‘f_l = %(fz —31dg) |

Ona:g®—g*=0g@r < g°°(g—1dg) = 04z Raisonnons par 'absurde :
supposons que g est bijective. Ona alors g7' o g 7' o g% o (g —Idg) = 0
soit g = Idg. Cecin’est pas possible d’apres’énoncé. On a donc montré que
|g n'est pas bijectif].

Enonceé

Par définition d'une matrice, on a:

1 -2 0
Mat(f) =|-2 3 -2
% 1 1 6

104
On échelonne et on réduit la matrice: [0 1 2

000
cément utile d’aller jusqu’a I'’échelonnée-réduite. On déduit alors Rg f =.
Déterminer le rang de f, une base et la dimension de son noyau et de son
image.

Notez qu’il n’est pas for-

Solution (exercice 16)
1.

Enoncé

On souhaite étudier dans cette question l'inversibilité de D,,. Avec la mé-
thode du miroir on trouve sans difficulté que

00 1 0001
o L, 1000
D;'=[10 0|, D;'= :
010 0100
0010
On conjecture alors que D, est inversible, et d’'inverse :
0----0 1
1. 0
R DO ;
D, =10
0..-.1°0

Pour justifier cela, on effectue simplement le produit matriciel D,, x D;l =
D;l x D, on constate qu'ils sont égauxal,.

Soit B = (e, e,, €5, e,) une base d'un espace vectoriel E. On définit f € £(E)
par f(e;) =e;,,pourl<is<3etf(e)=e.

21) Pardéfinition, f envoielabase % sur f(e,, e;, €4, €;) qui est encore une
base, donc|f est un isomorphisme.|

2.2) On obtient immédiatement
0001

Mat(f) =

S O =~
o = O

0
0
1

S O O

2.3) On constate facilement que f~! définie par
vie[2,4], f(e)=e1, fTle)=e
définie une application linéaire qui est la réciproque de f. En effet,
pour tout i € [1, 4],
- f'e)=¢ siie[l,3],
flefley=R"_,, " 3]
f(e)=e sii=4.
Donc f ™' o f(e;) = e; =1d(e;) pour tout i € [1, 4]. De-méme on vérifie
que fof'(e;)=e;=1d(e;)siie[l,4].Ondéduitalors que fof™ =
f~'o f =1d:soit donc x € E, il existe A, A,, A5, A, trois réels tels que
x= Z‘l‘ 1Aje; et par linéarité

4
Tof(x)= 27\ fhofle)= ;)\iei =x =Id(x),
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et de-méme f o f~!(x) = x pour tout x.
Donc| f estinversible d'inverse f ‘1.‘

D’apres le cours, A est alors inversible d’inverse

0100
0010
_1_ _
Mat(f™)={g g o 1|=Pa
1000

On déduit alors en conséquence que D, est inversible d’'inverse
(A=A

2.4) Pour généraliser, il suffirait alors de considérer 4 = (e, ..., e,) une
base d'un espace vectoriel E. On définit f € £ (E) par f(e;) = e;,; pour
l<sisp-letf(e,)=e.

Solution (exercice 17) tnonce Comme f2 est non nul, il existe x € E tel
que f?(x) # 0. Montrons que pour ce x, (x, f(x), f*(x)) est bien une base de E.
Soient A, 1, v € R tels que Ax + uf(x) + vf?(x) = 0. Montrons que A = u = v = 0.
En composant une fois par f, on obtient :
FAx +pf(x) +vf2(x)) = Af (x) + pf2(x) + v, (x) = £(0) =0
en exploitant la linéarité de f. En utilisant ensuite les hypotheses, on déduit :
Af(x) +pf?(x) =0.
On réapplique encore une fois f : on obtient dés lors Af?(x) + puf3(x) = 0. Donc
Af%(x) = 0, mais comme f?(x) # 0 par hypothése, il vient A = 0.
On obtient alors : pf?(x) = 0, puis p = 0 par le méme argument. Enfin, d’aprés
I'hypothése de départ, Ax = 0 et comme x # 0 (sinon on aurait f?(x) = 0), on
déduit A = 0. Ainsi, la famille (x, f(x), f(x)) est libre.
De plus, elle est de cardinal 3, donc c’est une [base de E|.
Comme :

f(x)=0.x+1.f(x)+0.f%(x)
f(f(x))=0.x+0.f(x) + L.f%(x)
F(f2(x)) =0.x +0.f(x) +0.f%(x),

000
Mat(f) =1 0 0]|.
# (010)

il vient alors :

Solution (exercice 18) (tnonce

1. 11) Soit x € Ker(f). Alors f(x) = 0, donc g o f(x) = g(0) = 0, donc x €
Ker(g o f).

12)

Soit y e Im(g » f). Alors il existe x e Etel que y = g o f(x) = g(f(x)).
Donc y s’écrit comme une image par g, et y e Img.
En conclusion: |Ker(f) cKer(gof), Im(gof)c<Im(g).,]

Supposons que g o f est un isomorphisme. Alors g o f est injective
et surjective. Donc Ker(g o f) = {03}. Or, Ker(f) < Ker(g » f), donc
Ker(f) = {03} et f est bien injective.

On a également par surjectivité de go f : Im(g o f) =G.Or G=Im(g o
f) cImg < G donc l'inclusion est une égalité et In g = G, ainsi g est
surjective.

En conclusion: |[f estinjective et g est surjective. |

Montrerque: gof =04(E,F) < Im(f)cKer(g).

Supposons que g o f = 04 (E, F). Soit y € Im(f), alors montrons que
y € Kerg. Comme y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Donc g(y) =
g ° f(x) = 0 par hypothese donc y € Kerg.

Supposons que Im f < Ker g. Soit x € E, on calcule :

Ceci étant vrai pour tout x, nous avons bien montré :

gofx)=g( flx) )=0.
eInFé?(/erg
gofzo,%’(E’F)-

En conclusion: [gof=04(EF) < Im(f)cKer(g)|
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Correction Devoir-maison fjl: (Chapitre (ALG) 12)

Solution (exercice 19) (cnonce

1. Soit y € Im (o). Il existe x € K" tel que y = @(x). Alors, @(y) = @(¢p(x)) =
@o@(x) =0, car go@ = 0. Ainsi, y € Ker(¢). D'ott:  [Im(¢) = Ker (¢)].

2. 21) Soitu = (x;,),2, 1) € R* et soit v = (X, V2,15, 2,) € R*. Soit (A, u) €
R?.Ona:

Wi+ )
= W(AX; + WXy, Ayy + WY, A2y + U2y, ALy + L)
= (Axy + pxy —Ayy — Wy + ALy + by,
2AX; + 21Xy — Ay — W + AzZy + W2Zy + 2A1E + 2Ly,
—2AX; —2UXy + Ay + W) — AZy — Hzy — 2A 1 — 2y,
AXy + WXy + Az + U2, + ALy + Uty)
=(A(x—n+0)+ulx -y +1),
A(=2x, + 31— 2y = 21;) + u(=2x, + y, — 2, — 21,)
Axy+zp+ 1)+ u(xy +2, + 1))

= )\(xl _yl + tl’le _yl +Z1 +2t1,—2x1 +yl _Zl —2I1,x1 +Z1 + tl)

+ M(xZ _yz + tz, 2x2 _yz +Z2 +2t2, _ZXZ +y2 - Zz _2t2, x2 +Z2 + tz)

= () + py(v),
done: [y estlinéaire
1 -1 0 1
2 -1 1 2
22) Ona: M= o 1 -1 —2|f
1 0 1 1

23) Ona:
Rg(v) = Rg(M)

1 -1 0 1

el 2 112

=P8l 2 1 -1 -2
1 0 1 1 L, <L, -2L,

Ly —Lg+2L,

1 -1 0 1 L To-1,

OO L T

“"8lo -1 -1 0
o1 10 Ly —Ly+Ly
101 Ly—Ls-14
0 10

=R8lo 0 o o)
0 000

=[2]

Donc: |Rg(y)=Rg(M) = 2]

Un calcul matriciel donne: M? = 0,. Ainsi, 'endomorphisme cano-

niquement associé \ vérifie bien y* = 0 2(RY), ASAVOIr (W o Y = 0 ey |

2.4) Parle théoreme du rang,
Rg(y) +dimKer(y) = dim(R*), donc: dimKer(y)=2.
S~—— S~———

=4

Alors : I:ril (v) c Ker (y) (d’apres (%)) et dimKer(y) = dimIm (y) (=2)

donc par inclusion et égalité des dimensions: |Imy =Kery|.

2.5) Puisque dimIm(y) = 2, il suffit moralement de considérer deux vec-
teurs non colinéaires dans 'image de y pour former une base de
Im(w).

Par exemple, v(e;) = (1,2,-2,1) et w(e,) = (—1,-1,1,0) sont deux
vecteurs non colinéaires de Im(y).
Puisque Im(y) est un espace vectoriel, Vect (w(e; ), w(e,)) < Im ().
La famille (y(e;), w(e,)) est une famille libre (car constituée de deux
vecteurs non colinéaires) et génératrice de Vect (y(e;), w(e,)), donc:
dimVect (y(e;), v(e,)) =2.
Par inclusion et égalité des dimensions :
Im (w) = Vect(y(e), w(e,)).
Une base de Im(y) (et donc de Ker ()) est :
1((1,2,-2,1);(-1,-1,1,0))|.
31) On ales informations suivantes :
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3.2)

33)

3.4)

0 <dim(Ker(¢)) =3, 0=<dim(Im(¢))<3 car 9pe Z(R%),
1 <dim(Im(¢)) car @+ Og(Rs)

dim(Im(¢g)) < dim(Ker(y)) carIm(¢) < Ker(y),
dim(Im(¢) + dim(Ker(¢p) =3 d’apres le théoreme du rang.

Onadonc nécessairement|dim(Im((p)) =1 =rg(y) et dim(Ker(y)) = 2|.

Puisque ¢ # 0g(gs), il existe ¢ € R? tel que ¢(c) # 0. Il existe donc ¢ €
R® de sorte que c ¢ Ker .
On a alors b = @(c) # Ogs et b € Im(¢p) < Ker(p). Puisque
dim(Ker(¢)) = 2, la famille (b) n'est pas génératrice de Ker(yp) et il
existe donc a € Ker(¢) non nul et non colinéaire a b.
Soit (A}, Ay, A3) € R3 tel que Aja + A, b + Agc = Ogs, on a alors :
@A ja+A,b+Az¢) =0ps

= AM@(a) +A,¢0(D) + Az¢p(c) = Ogs

< A3b=0gs car ¢(c)=beta,beKer(p)

< A3=0 carb #Ops
On obtient alors: A;a+ A, b =0.
Or, la famille (a, b) est libre (car a et b sont non colinéaires) ce qui
donne A; = A, =0.
Ainsi, la famille (a, b, ¢) est une famille libre de 3 = dimR? vecteurs
donc|cest une base de R |

Ona:

® p(a)=0g cara € Ker(p),

® ¢(b)=0g carb e Ker(y),

® ¢(c)=b pardéfinition de b.

000
Onadonc: |[Mat(¢p)=|0 0 1}]
M 000




