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(o NN (KR VA Applications lineaires

Généraliteés......ooevvevuennnnn. Résumeé & Plan

Injectivité, Surjectivité & Bi- Nous avons étudié dans le Cha-
jectivité......oovvviiiiiiiiiinnns pitre (ALG) 11 les espaces vecto-
Représentation matricielle...... riels, maintenant nous allons consi-

dérer des applications entre les es-
paces vectoriels que nous appelle-
rons applications linéaires qui sera
une abstraction de nombreuses ap-
plications classiques déja connues.

EXErciCes ......ccvvvvienennnene.
Le premier mathématicien a
avoir eu l'idée d’utiliser des
coordonnées pour faire de la
géométrie est René
DESCARTES, faisant ainsi le
lien entre algebre et
géométrie.

— Le saviez-vous ?

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un 9.

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a2 un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® [es preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

Cadre

Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C. Ainsi, tous les énoncés
faisant intervenir K sont vrais que K soit R ou C.

Notation Ensemble des applications

Soient E, F deux ensembles. On notera Ef (ou & (F,E)) I'ensemble des applica-
tions de F dans E.

Exemple 1

® CN (resp. RV) désigne I'ensemble des suites a valeurs complexes (resp. a va-
leurs réelles).

® RR = Z(R,R) désigne I'ensemble des fonctions de R dans R.

Les espaces vectoriels sont en particulier des ensembles, on peut donc tout a fait
considérer des applications entre eux. Mais pour pouvoir faire des calculs tenant
compte des opérations présentes sur chaque espace vectoriel, il faut compléter 1ége-
rement la définition en s’inspirant des notions de «linéarité » que nous connaissons
déja.

® Dans le Chapitre (ALG) 4, et avec les mémes notations, nous avions justifié que la
somme était linéaire :
n n
« Y (Aag+pb) =AY ap+p ) b ».
k=p k=p k=p
® Dans le Chapitre (AN) 2, et avec les mémes notations, nous avions justifié que
I'intégration était linéaire :
b b b
« [or+uy=r["r+u['g »
a a a
® Dans le Chapitre (AN) 1, et avec les mémes notations, nous avions justifié que
la dérivation de fonctions (et méme des polynomes depuis le Chapitre (ALG) 10)
était linéaire :
« (Af+pg) =Af"+ug'. ».

n

Toutes ces propriétés disent la méme chose : 'application en question (la somme,
I'intégrale, la dérivée efc.) transforment les combinaisons linéaires en combinaisons
linéaires. Voyons a présent la définition générale.
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n GENERALITES Commencons par quelques premiers exemples.

m Définitions & premiéres propriétés

— Définition 1| Application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire de E dans
F (parfois aussi morphisme linéaire) toute application u : E— F telle que :

V(x,y)€E? V(A p)ek? u(Ax+py)=Au(x)+pu(y).
® TLorsque u(E) cE, i.e. pour tout x € E, u(x) € E, on dit que u est un endomor-
phisme.
® SiF =K alors on dit que u est une forme linéaire sur E.

Attention

Attention aux confusions de vocabulaire avec les espaces vectoriels : on ne dit
surtout pas « u est stable par combinaison linéaire », mais « u transforme les
combinaisons linéaires en combinaisons linéaires ».

Remarque 1

® Le mot «endomorphisme » provient du grec « endon » qui signifie «a I'inté-
rieur », que vous connaissez déja des S.V.T. via le qualificatif « endogene ».

® De facon équivalente, ona:

(i) V(x,y)€E%  u(x+y)=u(x)+u(y), 1. f
(ii) VAeK, VxeE, u(Ax)=Au(x).
(on peut le montrer en deux temps)
= V(x,y)eE? VAekK, u(Ax+y)=Au(x)+u(y)
(on peut se passer d’un scalaire)

=Vvnz=z=l, (x,...,x,) €E", (A4,..., A,)) e K",

u (i )\ixi) = i )\iu(xi).
i=1 i=1

(on peut le montrer pour n vecteurs)

Exemple 2 (avec des uplets) Pour chaque application, montrer qu’elle est li-
néaire et préciser s’il s’agit d'un endomorphisme, d'une forme linéaire.

R* — R
u linéaire <= { (x,y) — (x-2y,x+y)

4

Cette série d’équivalences est laissée en exercice. Nous utiliserons en pra-
tique la définition afin de montrer qu'une application linéaire.

e Notation

® Z(E,F)l'ensemble des applications linéaires de E dans F.
® On note parfois £ (E,KK) = E* I'ensemble des formes linéaires, cet ensemble
est appelé espace dual de E.
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L K2 — K Exemple 3 (Avec des matrices) Pour chaque application, montrer qu'elle est
2. [Projectionsurlacoordonnée 1] p, (x,y) — x linéaire et préciser s’il s’agit d'un endomorphisme, d’'une forme linéaire.
” Smz,l (R) — mS,l (R)
b
1. g a
—_— 0
a
4
K" — K
3. [Moyenne] Soit n =1 un entier, M,, 12 est une My, (K) — K
(e, ) — n i;xl’ 2. [Trace] Tr M . i M, - Cette application est appelée la
forme linéaire sur K”. e
7 trace, elle renvoie la somme des coefficients diagonaux d'une matrice.
¢
»'
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Exemple 4 (Avec des polyndmes, suites, ...) Pour chaque application, mon-
trer qu'elle est linéaire et préciser s'il s’agit d'un endomorphisme, d'une forme
linéaire.

KIX] —  K[X]
1 D‘ P — PX?+1)

R4

€¢°([0,1],R) — R

O — [rmar
0

R4

RR —. R3
3.y f — (f0), £(1), f(2).

4

RN — R
4, o
(un)nel\l — Ugt+U.

4

O

— Définition/Proposition 1| Applications linéaires usuelles
Si E, F sont deux espaces vectoriels. Alors :

E —
® Oyrp X — 0 s’appelle l'application linéaire nulle.
E — E . . . .
® Idg . X est un endomorphisme de E, appelé endomorphisme iden-

tité (ou endomorphisme identique).
® Pour tout A € K, I'application A Idg est un endomorphisme de E appelé homo-

thétie de rapport A.

Preuve  Montrons le uniquement pour 'application nulle et les homothéties AId;. Le cas
de 'identité s'obtient alors en prenant A = 1.
°o
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Proposition 1| Image du neutre « 0y — Op »
Soient (E, +,-) et (F, +,-) deux espaces vectoriels et u : E — F une application

linéaire. Alors:  u(0g) = Og.
Preuve  Faire simplement A = p = 0 et x = y = O dans la définition d’'une application
linéaire.

Méthode (ALG) 121 (Montrer qu'une application n’est pas linéaire) Pour mon-
trer qu’'une application n'est pas linéaire, on peut :
® étudier I'égalité u(0g) = Of.
® ou cherchers’il existe \,p e K et x,y € E tels que :
u(Ax +py) # Au(x) + pu(y).

Exemple 5 (Contre...) Les applications suivantes ne sont pas linéaires. (les
termes surlignés sont les termes empéchant la linéarité)

RS — R?
1/ (x,y,2) — (x+y+z+1,2).
4

)

RE  — R
2

(x,y,2) — x“+y+z.

4

m Opérations

— Définition/Proposition 2 | Opérations sur les applications linéaires
Soient E, F et G des espaces vectoriels.

1. [Combinaison linéaire] Soient (A, ) € K? et u,v : E — F deux applica-
tions linéaires. Alors on définit :

u+rv E— F Au E— F
x — u(x)+v(x), x — Au(x),
E — F

et plus généralement: Au+pv

x — Au(x)+pv(x).
Alors Au + pv € Z(E,F), et (£(E,F), +,-) est un espace vectoriel, d’élément
neutre 'application linéaire nulle.
2. [Composition] Soientu e L(E,F)etve £L(F,G).Alors: voue Z(EQG).
3. [Restriction] Soient u € #(E,F) et V un sous-espace vectoriel de E. Alors
vV —
u|V x — u(x)
C’est une application linéaire de V dans F.

I'application est appelée application restreintedeu a'V.

Remarque2 Nous avions déja rencontré les opérations de composition, restric-
tion dans le Chapitre (ALG) 6 de généralités sur les applications. Lapport de cet
énoncé est simplement la linéarité. On ajoute aussiicila notion de combinaison
linéaire d’application.

Preuve

1 p’
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3. Fvident, restreindre simplement & I'ensemble V la définition de la linéarité de u : plus
précisément

V(x,y)€E?, V(A p)ek?

—V(x,y)eVE V\pek?

u(Ax +py) = Au(x) + pu(y)
u(Ax +py) = Au(x) +pu(y).

Attention

Méme si u|V et u «coincident» sur V, en tant qu’application elles sont différentes
(puisque leur espace de départ n’est pas le méme).

Exemple 6 On considére les applications :
RZ — R? R? — R?
et v
(X,J/) - (ny) (er’) i (J’,O)
Calculons u o v et v o u. Que constate-t-on?

R4

u

Proposition 2 | Distributivité de la composition
Soient E, F, G trois espaces vectoriels.

1. Soientu € Z(E,F),ve L(F,G)etA€lK, alors:
Av)ou=Avou)=vo(Au).

2. Soient u,,u, € Z(E,F) etv e Z(F,G), alors :
vo(uy +uy)=(vou)+(voeuy).

3. Soient u € Z(E,F) et vy, 1, € £(F,G), alors :
(n+w)ou=(you)+(vou).

La preuve est une simple vérification et est laissée en exercice.

Remarque 3

® (’est a cause de ces propriétés que parfois le symbole « o » est omis pour les
composées d’applications linéaires et est notée comme un produit classique :
pour ces applications, +, c se manipulent comme +, x. Ainsi, on note parfois
dans certaines références (mais j'éviterai de le faire) :

v(uy+uy,) =vu, +vu,, (+wv)u=nu+unu.

® Bien entendu, la proposition précédente est completement fausse pour les

applications non linéaires.

PUISSANCES & NILPOTENCE.
phismes, i.e.lorsque E = F.

On se place désormais dans le cas d’'endomor-

— Définition 2 | Puissances
Soit E un espace vectoriel, et f € £(E). Alors on définit par récurrence I'endo-

morphisme f* pour tout k e N :
fO = IdE,
fk+1 — f°fk:fk°fy Vk eN.
VkeN, fk=f0---of_

~—
k fois

En d’autres termes :

Remarque 4 On suppose que f est un endomorphisme, tout simplement pour
que les composées aient un sens. On pourrait faire sans cette hypothese et sup-
poser plus généralement que f(E) cFsi f:E—F.

La définition de nilpotence est parfaitement analogue a celle vue pour les matrices
(Chapitre (ALG) 7).

Définition 3| Endomorphisme nilpotent
Soit E un espace vectoriel, et f € Z(E). Alors :

® f estdite nilpotent s'il existe k € N tel que f* = 0. (p)-
® Dans ce cas, I'indice de nilpotence est le plus petit exposant k vérifiant :

¥ =0gm).
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Exemple 7
1. On considéere a nouveau
R*? — R?
(x,y) — (0,x).
Calculer les puissances de u. Qu’en déduire sur u?

4

2. On considere
R[X] — R[X]
P — PX+1).

Calculer les puissances de T. (On conjecture une expression, que l'on prouvera par ré-

T

currence.)

4

Montrons la par récurrence.

Proposition 3 | Propriétés de la puissance
Soient E un espace vectoriel, f € Z(E) et (p,q) e N?, ona:

fPofd=frd (fP)d=fpra,

o Attention

En revanche, en regle générale :
(fog)" #fPeg”,
sauf si les endomorphismes f et g commutent.

Théoréme 1| Bindme de NEWTON pour les endomorphismes
Soient E un espace vectoriel, f, g deux endomorphismes de E qui commutent,

cest-a-diretelsque: fog=gof.Alors:
p
VpeN, (f+g) =) (Z)f’“ ogl k.

k=0

0 Attention

Lhypothese de commutativité est cruciale, comme pour les matrices.

La preuve est strictement la méme que pour les réelles, complexes et matrices.

Preuve  (Point clef — Récurrence surp)
Montrons par récurrence que :

p_ d P\ sk p-k
wen (egr = £ [Pl

k=0

Initialisation. Ona (f+g)°=1et i (Z)fkgo'k = (g)fogo =1.

k=0

Hérédité. Soit n € N, on suppose que (f +g)" = Y_ (Z)fkg"‘k. Alors :
k=0

(f+g)"'=(f+g )Z( )f" ok
> linéarité de la somme

" (n _ 7 n e
— Z (k)fk+1gn k+ Z (k k k
k=0 k=0
Df,g commutent
" (n _ " (n .
— I;)(k)fk+1gn k+ I;)(k fk +1-k
) B i=k+1
— s n fi n—z+1+ i fk n+l-k \>
B s \i—-1 & k:o
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=fn+1 é ((kn ) ( ))fkng-l—k +gn+1
( )fk n+l- k+g +1
_ 'il (” + l)fkgn+1—k_

D’ot1 le résultat par principe de récurrence.

- (Z)fn+1g0+ g‘i(l’jl) i n— Hl i( )fkgn+1k+(’(;l)f0gn+10

> formule de PascaL

M=

=f‘n+1

n INJECTIVITE, SURJECTIVITE & BIJECTIVITE

La notion d’image d’application a déja été rencontrée dans le Chapitre (ALG) 6, elle
est donc toujours en vigueur pour des applications en particulier linéaires, et forte-
ment reliée a la surjectivité. Nous allons voir que I'injectivité peut dans le cas d’appli-
cations linéaires étre reformulée a 'aide de ce que nous appellerons le noyau. Mais
bien entendu il est toujours possible de recourir a la définition basique vue au début
del’année : c’est-a-dire qu’une application u : E — F entre deux ensemblesE etF est
injectivesi: VY(x,x')eE? u(x)=u(x") = x=x'.

m Image & Noyau

— Définition/Proposition 3 | Image directe d'un espace vectoriel
Soient E et F des espaces vectoriels et u € £ (E, F) et V un sous-espace vectoriel

de E. Alors :

uV)={u(x)|xeV}, e Imu =

(défi
sont des sous-espaces vectoriels de F. (donc de lespace d’arrivée!)
® 1 (V)estl'image directe de Vpar u, c’estle sous-espace vectoriel de F constitué
des vecteurs qui sont 'image d'un vecteur de V par u. On a de plus :

yeu(V) < IxeV, y=u(x).

)M(E) = {u(x)|x € E}

® Imu = u(E) estappelée image de u, c’estle sous-espace vectoriel de F consti-
tué des vecteurs qui sont 'image d'un vecteur de E par u. On a de plus :

yelmu < Ix€E, y=u(x).

u(V)=1{",y"}

Preuve  Montrons que u(V) est un sous-espace vectoriel de F. Pour Im u = u(E) il suffira

de choisir V=E.
o

Attention
La linéarité est cruciale dans I’énoncé précédent. Par exemple,
® 1 :x € R— 1+xn'estpasune application linéaire (zéro n'est pas envoyé sur
7éro),
® et u({0}) = {1} n'est pas un sous-espace vectoriel de R puisqu'’il ne contient
pas zéro.

Passons maintenant a la définition du noyau. Reprenons la définition de 'injectivité
de u : E — F rappelée plus haut :

V(x,x') € E?,

— V(x,x') € E?

ux)=ulx') = x=x'
Qu linéaire
u(x-x")=0p = x—x"=0g.
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Par conséquent, une application injective linéaire vérifie (en posant x’ = 0 dans la O

définition précédente) :

Autrement dit, le seul vecteur qui a pour image le vecteur nul, est le vecteur nul. Cela
nous incite alors a considérer 'ensemble des vecteurs qui s’envoient sur Og : nous

Vx€eE, u(x)=0 = x=0.

appellerons cet ensemble le noyau de u.

Définition/Proposition 4 | Noyau
® On appelle noyau de u, et on le note Ker u, 'ensemble :

Keru={xe€E|u(x)=0g}. Ainsi: xe€Keru < u(x)=0g.
® (C’estle sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs ayant O pour image
par u.

v/

Preuve  Montrons que Ker (u) est un sous-espace vectoriel de E.
[ I 4

Résumé Qui est dans quoi?

On retient donc :
® le noyau est un sous-espace vectoriel de I'espace de départ,
® l'image est un sous-espace vectoriel de I'espace d’arrivée.

Sur cetexemple: Keru ={0gx'}, Imu = {0y}

Proposition 4 | Lien avec I'injectivité/surjectivité
Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F). Alors :
® y estinjective < Keru = {0} < dimKeru =0

® yestsurjective <= Imu=F <= dimImu=dimF.
(sidimF<oo)

Preuve  La derniére partie de chaque équivalence est immédiate en utilisant la propriété
sur l'inclusion d’espaces vectoriels et la dimension vue au Chapitre (ALG) 11 : un espace vec-
toriel est nul si et seulement s’il est de dimension nul. On se contente donc d’établir la 1ere
a chaque fois.

L] Supposons u injective. Montrons que Ker u = {0g}.

On a 0y, € Ker u puisque Ker u est un sous-espace vectoriel de E.

Soit x € Ker u. Alors u(x) = 0p = u(0g). Or u est injective donc x = 0.

Supposons que Ker u = {0}, et soit (x,x') € E? tel que u(x) = u(x"). Alors u(x) —
u(x") = 0 = u(x —x') parlinéarité de u. Autrement dit, x — x’ € Ker u = {0z} donc x —x' =
0g et x = x’. Lapplication u est donc injective.

® La surjectivité a déja été établie dans le Chapitre (ALG) 6 sur les applications : rien de
nouveau ici.

ey

Attention
Notez bien que dans la preuve précédente, la linéarité fut fondamentale pour
écrire pour tous x,x' € E :
ux)=u(x') = u(x-x")=0p < x-x'eKeru.
Pas question donc de calculer des noyaux pour montrer qu'une application NON
linéaire est injective. Par exemple, il est clair que x € R — x? € R nest pas injec-
tive et pourtant son « noyau » serait réduit a zéro (x> = 0 < x = 0).

Exemple 8 Déterminer le noyau et I'image des applications suivantes. (nous
avions déja établi leur linéarité)
R? — R
1 f
(x,y) — (x-2y,x+y)
® [Noyau] On détermine I'ensemble des vecteurs d'image Ogs.
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® [Image] On détermine icil'ensemble des vecteurs de I'espace d’arrivée
ayant au moins un antécédent.

R4

Emz,l R) — m?;,l (R)
2. g a b
(b) — ol
a
® [Noyau]

4

® [Image]

Exemple 9 (Applications usuelles) Soient E et F des espaces vectoriels. Alors,
ona:
® Im(0gppr)={0), Ker(0ggr)=E.

4

® Im(Idg) =E, Ker(Idg) = {0g}.

Avant d’aborder un certain nombre d’exemples, on termine ces résultats par une pro-
position tres utile en pratique : elle nous permettra de trouver facilement une base
de I'image.

Proposition 5 | Image directe d'un « Vect »
Soient E et F des espaces vectoriels, u € Z(E,F) et (x;), <, une famille finie de
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v/

vecteurs de E. Alors :

u(Vect (x1);<ren) = Vet (1(x1)) 1cpen -
En particulier, si (x, ..., x,,) est une famille génératrice finie de E, alors :
® (u(x;),...,u(x,)) est une famille génératrice de Im u, c’est-a-dire :
Vect(u(xy),...,u(x,)) =Imu.
C’est en particulier le cas si (x4, ..., x,,) est une base.
® Par conséquent, Im u est de dimension finie.

Attention

Méme si (x,,...,x,) est une base, rien ne garantit que I'image soit encore une
base, elle est seulement génératrice. Pour avoir une base, nous verrons plus tard
qu’il est suffisant que u soit bijective.

Preuve  (Point clef — Exploiter la linéarité de u)
Soit y € F. Alors :

yeu(Vect(x),cpey) < AL, ., A €K, y= u(ZAix,-)
i=1

n
—  JAy,.oA) K, Y=Y Aulxy)
linéarité de u i=1
— yeVect(u(xy))cren -
® Onaainsimontré que: u(Vect(xy),crep) = Vect (u(xX)) cren:
® Examinons le cas particulier ot (x4, ..., x,,) est génératrice de E.

e

Exemple 10 Déterminer une base de I'image de f définie dans I'Exemple 8.
® Oncommence par en trouver une famille génératrice avec la proposition pré-
cédente.

4

® La famille trouvée est-elle une base de I'image?

m Isomorphismes

— Définition 4 | Isomorphisme, Automorphisme
® On appelle isomorphisme entre deux espaces vectoriels E et F toute appli-

cation linéaire bijective de E dans F, dans ce cas on dit que E et F sont iso-
morphes.

® Onappelle automorphisme de E tout endomorphisme bijectif de E, c’est donc
un isomorphisme de E dans E.

— Définition 5| Groupe linéaire GL(E)
Soit E un espace vectoriel, I'ensemble des automorphismes linéaires de E est

noté GL(E), et appelé groupe linéaire sur E.

. — application
morphisme — .pI,) .
linéaire
. — application + .
ENDOmorphisme — “° . ENTRE MEMES ESPACES
linéaire
. — application
1somorphisme —_ ‘p p . + BIJECTIVE
linéaire
.. ENTRE
. — application + .
AuTOmorphisme — "7 BIJECTIVE MEMES
linéaire
ESPACES

Une application bijective u : E — F (i.e. injective et surjective de E dans F) possede

(voir Chapitre (ALG) 6) une application inverse u™! : F — E, i.e. satisfaisant :
uoul=Id;, wlou=Idg.

Exemple 11 Justifier que f définie dans 'Exemple 8 est un automorphisme de

R?, et déterminer f!.

4
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On montre a présent que u~' est de maniére générale toujours linéaire.

Proposition 6 | Linéarité de I'inverse
Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F). Si u est un isomorphisme,

alors u™! € 2(F, E) est un isomorphisme.

Preuve
alors :

u” (Ay +py)

= u" Au(u (y) +pu(u™ (")
tou(AuT (y) +pu ()

=Au"'(y) + pu~'(y'). Cette derniere égalité prouve bien la linéarité de u™".

Il suffit de montrer que u~! estlinéaire elle aussi. En effet, soient ¥,y €FetA, pek,

Qu’louzld

B Qu linéaire
=u

— Proposition 7| Composée d’isomorphismes = isomorphisme
Soientu : E— F etv : F — G deuxisomorphismes d’espaces vectoriels. Alors :

® p oy estunisomorphisme de E dans G,
1

® De-méme, par récurrence, on montre ensuite que:  (u~')* o u* =1Id.

Onadoncprouvé: (u*)"=(u1).

m Cas particulier de la dimension finie

B 231. Nature d’'une base image

— Théoréme 2 | Image d’une base

O

Soient :
® E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et de base % =
(e, €p),

® T un espace vectoriel, et u € Z(E,F).
Alors les natures de u et de la famille u(98) sont reliées ainsi :

u est injective (T) u (98) est une famille libre de F
1
u est surjective ﬁ u (98) est une famille génératrice de F
1}

u est un isomorphisme <= u (%) est une base de F

(iii)

@ et: (vou)l=ulovl.
Note Attention, l'ordre est inversé, comme pour la formule analogue aux
matrices.
Preuve Onadéjavu que la composée d’applications linéaires est linéaire, et la formule de

I'inverse d'une composée a été prouvée dans le Chapitre (ALG) 6.

Corollaire 1| Puissance d’inverse
Soit u : E — E un automorphisme d’un espace vectoriel. Alors :

VikeN, (uf)"=(ut)r.
Preuve  Soit k € N.
® On montre d’abord, par récurrence, que:  u* o (u™')* = Idg.
4
s

Preuve L'équivalence (iii) est immédiate en combinant (i) et (ii).
® Montrons (i).
u est injective

< (Vx€E, u(x)=0; < x=0p) B est

> génératrice

> A est libre

i=1 i=1

= (Vpl,...,pn ek, u(z piei) =) pule) =0y < ) pe; :OE)
i=1 i

@(Vpl,...,pnek, > pule;) =0, < Vie[l,n], p,-:O)

i=1

— u(AB) =(u(e,),...,ul(e,)) estlibre.
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® Montrons (ii).
u est surjective
< (VyE€F,

Axe€E, u(x)=y)

i=1

n n >93 est génératrice
< |VyeF, 3A,,...,\ €K, y= u(Z)\iei) =) Nu(e;) =y)
i=1

— u(AB) =(u(e,),...,u(e,)) est génératrice.

Remarque 5 On voit dans la preuve ci-dessus que pour (ii), seul le caractere gé-
nérateur de 28 est utile.

Corollaire 2 | Dimension d’espaces vectoriels isomorphes
Soient E, F deux espaces vectoriels, et u : E— F.

i dimE < oo,
(I) 1fn o ) = dimF =dimE.
(ii) u isomorphisme

Preuve

® Notons 8 = (ey,...,e,) une base de E. Alors u(2) = (u(e,), ..., u(e,)) est une base de F
puisque u est un isomorphisme. Ainsi, F est de dimension finie.

® Comme Card u(98) = Card(u(e;),...,u(e,)) = n, on a nécessairement dimF = n =
dimE.

— Théoréme 3 | Construction d’'une application linéaire a I'aide d’'une base —Oﬁ
Soient :

® E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et de base %8 =

(€1, €y),

® Fun espace vectoriel, et & = (fi, ..., f,,) une famille quelconque de n vecteurs
deF.

Alors :

® [Existence/Unicité] 3I'ue £L(EF), Vie[l,n], u(e)=/f.

n n
® [Expression analytique] V(A,,...,A,) € K", u(Z)\iei =Y Aifi
i=1 i=1

Remarque 6 Pour étudier le caracteére injectif, surjectif, bijectif de u on peut en-
suite étudier le caractere libre, générateur, base de la famille %, d’aprés la Théo-
reme 2.

Preuve

n
Soit x € E, on souhaite définir u(x). Pour cela, notons x = Z)\iei avec
i=1

Existence.

Ay A, € K. Alors posons :
u(x) = Z?\ifi-
i=1

On abien u(e;) = f; pour tout i € [1, n], et u est linéaire puisque les applications coordon-

nées x € E— A; le sont pour tout i € [1, n] (déja vu).
Unicité. Soient u, v deux applications telles que u(e;) = f; = v(e;) pour tout i € [1, n]. Soit
n

x € E, montrons que u(x) = v(x). Il existe Ay, ..., A,, € K tels que x = )_ A;e;. On obtient :
i=1

)\iei).
1

' Remarque 7 On a donc aussi démontré les faits suivants :
® deux applications linéaires qui sont égales sur les éléments d'une base, sont
en fait égales sur tout I'espace vectoriel!

® Siuneapplicationlinéaire s'annule sur une base alors c’est 'application nulle.

4

hypothese

u(x)= u(i Aiei) = i)\iu(ei) i ) Aifi L i)\iy(ei) i V(
i=1 i=1 =1 i i

= i i=1

linéarité hypothese linéarité

=

Méthode (ALG)12.2  (Construction d’applications linéaires a 'aide d’'une
base) A la question « construisez une application linéaire entre E et F », si vous
connaissez une base 4 = (e, ..., ,,) de E, vous pouvez répondre :

jepose u(e)=Truc, €F, ...,

jepose u(e,)=Truc,,

en découlera alors automatiquement u(x) pour tout x € E par linéarité.

Exemple 12 On considére les vecteurs de R® suivants : x, = (1,0,2), x, = (0,1,1)
et x; = (1,0,1). Nous avons déja vu que % = (x;, X,, X3) est une base de R*. On
note de plus 8" = (1,X,X?) la base canonique de R, [X].

1. Soit x = (a, b, c) € R®. Déterminer les coordonnées de x = (a, b, c) dans la

base 2.

P4
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2. En déduire une expression analytique de 'unique application linéaire u :
R® — R,[X] telle que u(x;) = X'~! pour tout i € [1, 3]. Que dire, sans cal-
cul, sur u?

4

Trouver le rang par cette méthode est plutot simple, pour des applications a valeurs
dans R". En revanche, cela se complique déja pour des applications moins simples.
Il est donc nécessaire d’avoir d’autres résultats, et le théoreme du rang en est'un des
principaux.

Le théoreme qui suit, trés utile en pratique, permet en pratique de trouver la dimen-
sion de 'image a partir de celle du noyau.

Théoréme 4 | Théoréeme du rang
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel de dimen-

sion quelconque, et u € Z(E,F). Alors u est de rang fini et :
dim E =Rgu +dimKer u.

W 232 Rang Note | Bien mettre la dimension de l'espace de départ dans le membre de droite.

Preuve Notons n = dimE.

1. [Complétion d’'une base de Keru] D’apres le théoreme de la base incompléte, no-
tant e;,...,e, une base de Keru, il existe €pilreeer €y des éléments de E tels que
(ey,---, €., €,41,---,€,) soit une base de E. Notons par ailleurs S = Vect(e,,,,...,e,) l'es-

Définition 6 | Rang d’une application linéaire
Soient E et F des espaces vectoriels et u € Z(E,F).

® On dit que u est de rang fini si Im u est de dimension finie.

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

® On appelle alors rang de u, et on note Rg(u), 'entier : pace vectoriel engendré pas les vecteurs qui complétent.

Rg(u) = dim(Im u) = dim ({u(x) | x € E}). 2. [Ilsuffitde montrer que v = u|s € £(S,Imu) estunisomorphisme] En effet, sicestle
cas,onaalorsdimS$ = dimIm u = Rg 4, mais comme dim S+dimKer z = dimE, le résultat
s’en suivra.

Exemple 13 En utilisant la définition du rang, déterminer le rang de : ® 1l est immédiat que v = u|; € £(S,Imu), montrons donc le caractere bijectif. Soit
R3 N R2 x € Kerv, i.e. x € S et x € Keru, or puisque (ey,...,e,,€,,;,..-,€,) est une base de

E, il existe un unique couple (xg,xg) € Keru x S tel que x = x¢ + xg. Mais x = x +0
et x = 0+ x sont deux autres décompositions (puisque x € S et x € Ker u) donc par
D’ unicité: xg =0= xg donc x = 0.

® Reste a montrer la surjectivité. Soit y € Imu, il existe x € E tel que u(x) = y, mais
comme mentionné plus tot il existe un unique couple (xg,xg) € Keru x S tel que
X = Xg + X3, donc u(x) = 0+ u(xg), et finalement u(xg) = y justifie I'existence d'un
antécédent dans S pour y.

! (x,y,2) — (x+y—2z,x—-y+2z).
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Exemple 14 Appliquer le théoreme du rang a l'application u définie dans
I'exemple précédent.

4

Exemple 15 (Application 1) Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension
finie, et u € £(E,F). Alors:  |Rg(u) < min(dimE, dimF).|

En d’autres termes: Rg(u) < dimE et Rg(u) < dimF. On a donc deux majora-
tions a établir.

o ¢

En déduire que si u est surjective, alors dimE = dimF.

' Exemple 16 (Application 2, fondamentale : équivalence entre injectivité,
surjectivité, bijectivité) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension
finie tels que dimE = dimF et u € £(E,F). Alors:

|(i) u est bijective <= (ii) u est injective <= (i) u est surjective. |

D’apres le théoreme du rang, puisque E est de dimension finie, on a dimE =
Rg u + dimKer u. Montrons alors que (ii) < (iii) (I'équivalence (i) < (ii) s'en
suivra alors sans difficulté).

4

Remarque 8 Le résultat de I'exemple précédent (statut d’exemple car non men-
tionné explicitement dans le programme) est d'importance capitale dans la pra-
tique : il permet, pour les applications linéaires, de ramener I'étude de bijectivité
a celle d’injectivité (souvent plus facile) ou de surjectivité.

(Montrer (plus efficacement) qu'une application est un
isomorphisme) Soit u : E — F une application linéaire entre espaces vecto-
riels de dimension finie telsque: dimE = dimF.

1. On montre que f est injective, c’'est-a-dire: Keru = {0g}.
2. On applique le théoréme du rang:
dimE =dimKeru + Rgu < dimF=0+Rgu
car u est injective et dimE = dim F.
3. On obtient donc Rgu = dimF, c’est-a-dire que u est surjective.
Le méme raisonnement s’applique si on a d’abord montré la surjectivité (plus
rare).

(Trouver une base de I'image et du noyau) Soitu:E — F
une application linéaire.
® Pour le noyau : on calcule explicitement 'ensemble puis on en cherche une
base.
® Pourl'image: le calcul explicite est souvent non-trivial, on utilise donc la Pro-
position 5.
1. On commence donc par chercher une famille génératrice ¢4 de 'ensemble
de départ E.
2. On calcule les images de chacun des vecteurs de ¢, la famille u(¥) est
alors génératrice de F.
3. Sil'on souhaite une base, on cherche a extraire une sous-famille libre for-
mée de Rgu vecteurs. Le rang se calcule facilement en exploitant le noyau
et le théoreme du rang. Pour éliminer les vecteurs du Vect, on peut par
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exemple échelonner la matrice de la famille pour deviner des combinai- RZ — RS
sons linéaires (voir le Chapitre (ALG) 11). 2. v (x,7) — (x=y,7,-x+Y).
® [Base puis dimension du noyau]
¢
Passons a présent a des exemples de calculs de noyaux et d'images, en exploitant le -
théoréme du rang lorsque 'espace de départ est bien de dimension finie.
Exemple 17 Pour les applications ci-dessous, déterminer Ker u et Im u, en dé-
terminer une base lorsqu'’ils sont de dimension finie. (on admettra les linéarités dans
cet exemple, qui ne présentent pas de difficulté)
R — R
1 u (x’y’ Z) — (x+ oz x—y+ 22). (Nous avions déja calculé le rang de u dans
un exemple précédent)
® [Base puis dimension du noyau] ® [Théoréeme du rang]
e 7
® [Base de I'image]
7
® [Théoréme du rang]
7
® [Base de image] 3. 1| Re [X] — RIX]
S ' P — PX+1).
® [Base puis dimension du noyau]
7
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® [Théoréme du rang]

4

® [Base de I'image]

¢ (LR) — €°(L,R)
f - 7
® [Base puis dimension du noyau]

4

4. D

® [Image]

ou I est un intervalle de R.

Exemple 18 (Existence d’'un polyndme interpolateur) Soient un entier n € N
et une famille de n + 1 réels distincts (x;)o<k<, € R"*.
Rn [X] _ Rn+1

® Lapplication ®@:
pp P — (P(xp),...,P(x,))

est un isomorphisme.

4

® Endéduire que pour toute famille de réels (¥ )p<r<,, € R"*! il existe un unique
PeR,[X]telque: Vke[0,n], P(x;)=y.

4
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Remarque 9
® Sil'onveutrendre le raisonnement plus explicite, on introduira les polynémes
d’interpolation de LAGRANGE. Ainsi, on peut vérifier que :

L n X-—x;
P=> y]] convient, c'est-a-dire vérifie:  ®(P) = (¥y, ..., V)
k=0 i=0 X — X
l

® Jlyadoncun point de plus dansle nuage de points que le degré du polynéme
qui 'interpole. Pensez a des exemples pour le retenir : il passe une unique
droite (degré 1) sur 2 points, une unique parabole (degré 2) sur 3 points etc.

La premiére partie de la remarque nous conduit tout droit a la prochaine section :
comment représenter les applications linéaires notamment par des matrices?

n REPRESENTATION MATRICIELLE

Nous avons vu dans le Chapitre (ALG) 11 comment une matrice pouvait représenter
un vecteur ou méme une famille : on indiquait en colonne les coordonnées dans une
base. Nous allons voir maintenant que :

1. pour connaitre une application linéaire u : E — F ou E, F sont deux espaces vec-
toriels de dimension finie (i.e. connaitre les u(x) pour tout x € E), il suffit de se
donner une matrice a dimF lignes et dimE colonnes, donc a dimF x dimE coef-
ficients.

2. Les opérations énoncées précédemment sur les matrices comme l'addition, la
multiplication, I'inversion, correspondront a des matrices d’autres applications
linéaires comme 'addition, la composition et I'inversion d’applications linéaires
— que le monde est bien fait! (~

Il en manque une a lappel : la transposition. Elle aussi, elle possede son

Note | analogue «endomorphique », on lappelle l'endomorphisme transposé,
mais la on dépasse largement le cadre du programme.

Exemple 19 (Introductif) Considérons une application linéaire f : R* — R.

Notons (e,, e,) la base canonique de R? et (f;, f;, f3) celle de R3.

1. Sijevousdis que f(x,y) = (3x+y,2x +2y,x +3y) pour tout (x, y) € R?, vous
pouvez calculer f(e;) et f(e,):

R4

2. Mais si je vous dis uniquement que f(e;) = (3,2,1) et f(e,) = (1,2,3), vous
pouvez trouver 'expression analytique complete de f! En exploitant, comme
d’habitude, la linéarité de f :

4

En résumé :
Préciser 'image d’'une base de
— lespace de départ par cette
application

Définir une application
linéaire

Et pour définir chaque vecteur image de la base de départ, il suffit d’'en donner
sa matrice des coordonnées.

m Matrice d'une application linéaire

Formalisons le constat précédent dans une définition.

Définition 7 | Matrice d’'une application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, p = dimE, n = dimF,

B = (ey,...,e,) une base de E et ¢ une base de F, et u € Z(E, F). On appelle :
® matrice de lapplication linéaire u relativement aux bases 9 et € la matrice de
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M, , (K) définie par :

Mat (u) (dézﬁ‘)l\/([gat(u(,%)): Mat(u(e)) | ... N([gat(u(ep)) em, , (K).

® Lorsque E et F disposent d'une base canonique, et que 28 et € sont les bases
canoniques associées, on dit que l\ggggt (u) estla matrice canoniquement asso-

ciéea u.

On retiendra donc que :

nombre de LIGNES — dimension de I'espace d’ARRIVEE

nombre de COLONNES dimension de I'espace de DEPART

Plus précisément, sil'on note 2 = (ey, ..., e,) et € = (f;, ..., f,) , alors la i-iéme co-
lonne (pour i € [1, p]) contient les coordonnées de u(e;) relativement alabase €.

)
)

'u(ep)

5 &
-
. *_(~-~)\.1'---’f( n
U(ej)i_z)\i,jfi A= : : N
vi=l *..)\n,j...* fn

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e Notation Cas d’un endomorphisme

Si E =F et 8 = € alors la matrice de 'endomorphisme u relativement a 28 est :
D/gt(u) = M%}(u) eM, ,(K).

(nota.) %,
Dans ce cas, c’est une matrice carrée de format n x n.

Le fait de représenter une application linéaire a 'aide d’'une matrice permet de cal-
culer de maniere tres efficace son rang, voyons le résultat principal (qui relie par
ailleurs toutes les définitions de rang rencontrées précédemment).

— Théoréme 5 | Rang et matrice q-
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, p = dimE, n = dimF,
B = (e,...,e,) une base de E et € une base de F, et u € £(E, F). Alors u est de
rang fini et :

Rg(u) = Rg(u(24))
e’ ~—————
«rang d’'une application»  «rang d'une famille Chapitre (ALG) 11»
= Rg(Mat (u(98)) ). = Rg| Mat .
g(Mat (u())) g Mat ()

«rang d’'une matrice Chapitre (ALG) 7 »

Preuve
® Commengons par justifier que u est de rang fini. Puisque % = (e, ..., e,) une famille
génératrice de E, on a en utilisant la Proposition 5 :
E =Vect(e,,...,e,) = u(E) =Vect(u(e,),..., u(e,)).
Ainsi, u(2) = (u(e,),...,u(e,) est une famille génératrice finie de Im u, donc Im u est
bien de dimension finie.
® On a en plus en passant a la dimension: dimImu = dimVect(u(2)) < Rg(u) =
Rg(u(2)).
C’est terminé : I'égalité Rg(u(A)) = Rg(h/([gat(u(%)) ayant déja été établie dans le Cha-
pitre (ALG) 11.

Exemple 20 Déterminer la matrice de f dans la base canonique de 'exemple

introductif.

4

R.[X] — R,[X
Exemple 21 (Avec des polyndomes) Soit D s[X] 2[X]

P — P.
® Déterminer la matrice canoniquement associée a D.
7

® Quel estle rang de D ? Est-il un isomorphisme?
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Méthode (ALG)12.5 (Calculer une matrice) Pour déterminer 1\%{['51;(14), il faut

donc:
1. calculer les vecteurs de u(9%), i.e.les u(e;) pour tout j € [1, p].
2. Calculer ensuite les coordonnées de u(e;) dans la base image €, i.e. chercher

n
lesA;;telsque: u(e)= Y Ay f;
i=1
Ay
3. Conclure: Ilaj-éme colonne de l\g;Iat(u) sera donc : :

€ )\'

n,j

_ R? — R? S
Exemple 22 (Avec des uplets) Soit u Déterminer
(x,y) — (x+y,x-y).
la matrice canoniquement associée a u.

4

Calculer son son rang.

Exemple 23 Reprendre les applications u, v de 'Exemple 17; calculer leur ma-
trice dans la base canonique, puis leur rang.
[ J 0’

My, (R) — My, (R)

Exemple 24 (Avec des matrices) Soit [ M MJ, ], M
—_— 2 — 2 y

)

® Déterminer la matrice canoniquement associée a f.

4

Otl 12 =

® Quel estle rang de f? Est-il un isomorphisme?
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Exemple 25 (Avec des fonctions) Soient E = €*°(R,R) et F = Vect(g, h), ou g
et h sont les applications de R dans R définiespar: VxeR, g(x)=e*cosx Exemple 26 (Identité) Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Soit
et h(x) = e sin x respectivement. une base quelconque de E. Alors l\/glt (Idg) =1, ou:
1. Lafamille 8 = (g, h) estune base de F, et 10 0
E — E 01 - :
Plr—r L= | € (0)
définit un endomorphisme de F. 0...01
e (des 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs). De méme, pour tout A € [, on

établit que h/gt(A Idg) = Al,,.

21

Attention

Sil'espace vectoriel ambiant est un espace de

1. polyndmes, on ne met pas « de X » dans les matrices!

2. suites, on ne met pas « de n » dans les matrices!

3. fonctions, on ne met pas « de x, ¢,etc. » dans les matrices!

Par définition d'une matrice, les éléments qui la constitue sont des scalaires i.e.
des éléments de K (des réels ou des complexes).

Traitons a présent le cas de formes linéaires, i.e. des applications linéaires dont
I'espace d’arrivée est K : leur matrice dans une base donnée est alors une matrice
ligne.

Exemple 27 (Deux formes linéaires)
; . . R3 — R . N
1. Déterminons la matricede u relativement a la
(x,y,2) — 3x—-y+2z

base canonique %" de R® apres avoir justifié la linéarité.

R4

2. Déterminons la matrice de D relativement a 23.

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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Rs[X] — R
1
®l p . PO +PO)+ f P(£)dt
0
tivement a la base canonique 28" de R4 [X] apres avoir justifié la linéarité.

R4

2. Déterminons la matrice de rela-

Dans le Chapitre (ALG) 11, nous avons vu que toute matrice colonne de 9, ; (K)
pouvait étre vue comme la matrice d'un vecteur dans un espace vectoriel de dimen-
sion n, et qu’en plus, si une base est fixée, ce vecteur est unique. Le méme résultat
existe pour les matrices de 911, , (), c’est ce que nous voyons maintenant.

— Théoréme 6 | La matrice dans deux bases caractérise Papplication
Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, 28 une base

de E, € une base de F. Alors 'application
f(E, P) - DJ/tn,p (K)
¢ u — Mat(u)
B,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,

® dim Z(E,F)=nxp.

e Ltant données deux bases 28 de E et € de F fixées, il y a une correspondance
bijective entre les matrices de 9, , (K) etles applications linéaires de E dans
F.Et: V(u,v)e Z(EF? (A pek?

o Mat(Au+ pv) =AMat(u) + pMat(v) (lesymbole « Mat » est donc linéaire)
B, B, B,E

o Mat(u) = Mat(v) < u=uo.
B,€ B,

Preuve
1. On admet que @ est linéaire, la preuve ne présente aucune difficulté.
2. Passons au caractere isomorphe. Nous allons montrer I'injectivité et la surjectivité.
® [Injectivité] Puisque ¢ est linéaire, calculons son noyau. Soit u € Z£(E,F) tel que
¢(u) =0,,,, celasignifie que :

np*

%{*};(”) = Mgat(u(‘%)) =( Mgat(u(el)) Mgat(u(ep)) ):0

Donc: Viel[l,p], l\/([gat(u(e,-)) = 0, donc u(e;) = 0. Ainsi, u est nulle sur une
base, on montre ensuite avec des coordonnées que u = 0. ) (1 est nulle partout).

® [Surjectivité] Soit M = ( Ci(M)|...|C,(M) ) € M, , (K) une matrice écrite en

colonne. On cherche u € #(E,F) tel que :

%{’%t(u)=( Mat(u(e,)) | ... | Mat(u(e,)) ):(CI(M) c,,(M))

= Vie[l,p], N([gat(u(ei)) =C;(M).
Or, d’apres le Chapitre (ALG) 11, x € El\/gt (x) est un isomorphisme. Pour tout i €
[1, p], on choisit donc f; de sorte que Mgat (f;) = C;(M), puis on considere 'unique
application linéaire u telle que pour tout i € [1, p], u(e;) = f; (voir le Théoreme 3).

Le théoréeme précédent mene tout droit a la proposition qui suit.

Définition/Proposition 5 | Application associée a une matrice
Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, 28 une base

de E, € une base de F.
® Pour tout M € M, , (K), il existe une unique application linéaire u appelé ap-
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plication associée aM dans (98,6 ) telle que : hg;[gg:[(u) =M.

® [orsque E = R”,F = R", et 9,6 leur base canonique, on dit que u vérifiant
l\él'%t (u) =M est'application linéaire canoniquement associée a M.

C’est bien de savoir qu'une application linéaire canoniquement associée a une ma-
trice existe, c’est encore mieux de savoir la calculer.

Exemple 28 Déterminer 'application linéaire u canoniquement (de R"
310
dans R” avec n, p a préciser) associéea M = (_1 5 1).

4

— Définition 8 | Noyau et image d’une matrice
On appelle noyau de la matrice M noté Ker M (resp. image de la matrice M noté

Im M) les ensembles :
® KerM = {X €M, (K) ‘ MX = 0}

e ImM-= {MX]XeD;n,,,1 ([K)} (YeImM = IKeM,, (K), MX:Y).

Remarque 10 (Théoréme du rang matriciel) Considérons:
fInp,l (K) - mn,l (K)
X — MX,
KerM =Kerv, ImM=Imuv.

En appliquant le théoréme du rang a v (qui est bien linéaire), on obtient un théo-
reme du rang adapté aux matrices :

(le nombre de colonnes deM) |p =dimKerM + RgM. |

alors par définition on a :

Exemple 29 Calculer Ker M, définie dans 'exemple précédent. Vérifier alors le
théoréme du rang.

4

m Opérations endomorphiques & opérations sur les matrices

Nous allons voir le lien entre les opérations matricielles d'une part (somme et pro-
duit/inversion), et les opérations fonctionnelles d’autre part (somme et compo-
sée/inversion d’applications linéaires).
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Théoréme 7 | Ecriture matricielle de y = u(x)
Soient E et F des espaces vectoriels de dimensions finies, 28 une base de E,

une basede F, u € £(E,F), x €E. Alors :

Mgat(u(x)) = I;I,eg(u) x h/gt(x) .

[
«matrice d'un vecteur »

D ——— Nt
«matrice d'un vecteur»  «matrice d'une app. »

Remarque 11 (Bases) Le placement des bases est intuitivement clair.

® Sivous choisissez la base 48 comme base de départ de l'application u, alors
u ne peut « manger » que des vecteurs x écrits dans 98 également.

® Si % estlabase d’arrivée, alors u(x) est lui aussi écrit dans la base d’arrivée.

Preuve  Soient p = dimE et n = dimF. On explicite les basesde EetF: %= (el, v ep),
€ =(f1,--»fn)- Posons:

V1 ul,l .. .ul,p X,
Y=1\/<Igat(y)=(:), U=1>J§9gt(u)= N X=1vgt(x)=(:).

Y Upy + - Uyp Xp

Alors on calcule :

;nlyifizyzu(x)zlt(lixje) Zx u(e)_zx Zul]ft_Z(Zut]x])f

i=1\j=1
Par unicité des coordonnées de y dans la base %, on en déduit :

Vie[l,n], y;= Zu x; <= Y=UxX.

[ ad]

On arrive maintenant au résultat principal concernant la matrice d’'une composée
d’applications.

— Théoréme 8 | Matrice d’'une composée
Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, et soient 98 une

base de E, 28’ une base de F, 88" une base de G, soient v € Z(E,F) et u € £Z(F,G).

Alors : (uo V) = %@(u) x%;g(v).

(resp. ) est donc la base de départ (resp. d’arrivée) dela

Note | composée. En cas de trou de mémoire, on replace correctement les bases
en suivant les fleches.

Remarque 12 (Diagramme de composée) On peut visualiser cette propriété a
I'aide d'un diagramme d’applications, sur lequel on précise quelle base est atta-
chée a chaque espace vectoriel. Sous les fleches sont indiquées les transforma-
tions en terme de vecteurs (antécédent, puis image par l’application).

(E, B) R (G, 2" et (ERB) iad (G, 2"
CX

X=Mat(x) B= Mat(”) BX A= Mat, (1) ABX —  Xx= Mat(x) C= Mat(uou)

Preuve  Soit A = Mat (u) ,B = Mat(v) et C= Mat (u o v). Montrons alors que C = A x B.
BB BB B,B"

On note :

® 5 =dimEetp =dimF, ainsi que B = (e, ...

® 4 =dim(G) et B" = e, ..., e}).

On note On écrit, pour chacune des matrices,

A= (ai]')i,j € mq,p ([R) , B= (bki)k,i € 9:np,n (R)

Par définition,

ve,) et B =(ef,....e)),

C= (c,q) em,,(R).

q
vje[1,p], u(e]’.) =) a;e]
izl
p
vie[Lnl, vle)= ) bye
=1
q
Viell,n], (uov)(e;)=) cijef
k=1

Pour tout j € [1, n], on a également

P P P q qa(p
(uo V)(ej) = u(Z bkje;c) =) bkju(e;c) =2 bkaaike;! =) (Z “ikbkj) e}
k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1

Par unicité des coefficients dans une base %" de G, il s'ensuit que :

P
V(i,j)e1,q]x[1,n], c¢;j=) ayb=(AB);;
k=1
Ainsi, C=BxA.
Exemple 30 (avec des uplets) Soient
R, — R? RZ — R

(x,y,2) — (x=y,x+y+2), (x,y) — (x+y,x+2y,x-y).
On note 28 et € les bases canoniques respectives de R® et R?. Calculer Mggt (u),

Meggt(v) Mat(v ou) et M%t(u o v).Donner I'expression analytique de u- v et de

»

volu.

R4
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Exemple 31 (avec des polyndmes) Soient
A R[X] — Ry[X] | ReX], — Ry[X]
u: v:
P — P(X+1) P — PX-1).
On note 28 la base canonique de R?[X]. Calculer Mat(u), Mat(v), Mat (v o u)
3 B, B BB BB
et 1\%4%}(” o v). Etait-ce prévisible?

4

On déduit le corollaire suivant par récurrence immédiate sur 7.

Corollaire 3 | Matrice d’'une puissance
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, 9 une base de E, et u € £(E)

n
un endomorphisme de E. Alors : l\/glt (u") = l\/glt (u)

On en déduit maintenant facilement que la matrice de !

est I'inverse de la matrice de u.

,si u estunisomorphisme,

— Corollaire 4 | Matrice d’'une application inverse
Soient E un espace vectoriel de dimension n, 98 une base de E et u € £ (E) un

endomorphisme de E.
® Alors: uestinversible < Ngt(u) est inversible.

-1
® Danscecas,ona: l\/glt(u‘l) =

l\/gt(u)

Preuve

4

Remarque 13 (Diagramme d’une réciproque) On peut visualiser cette pro-
priété a 'aide d'un diagramme d’applications, sur lequel on précise quelle base
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est attachée a chaque espace vectoriel. Sous les fleches sont indiquées les trans-
formations en terme de vecteurs (antécédent, puis image par 'application).

(E, B) (E, B) u (E,2) et (E2R)

= —-1_ -1 _ —_ - _ _1
X:Ngt(x) A %{%(”) AX A _%{g(u ) A-1AX=X X—I\/gt(x) 1, %%(uou )

u uou~'=Idg

FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section, elles sont parfois com-
(IE;(%() plétées par un nouvel exemple.

(Montrer qu'une application n’est pas linéaire) Pour mon-
trer qu'une application n'est pas linéaire, on peut :
® étudier I'égalité u(0g) = Op.
® ou cherchers’il existe \,p e K et x,y € E tels que :

u(Ax + py) # Au(x) + pu(y).

(Construction d’applications linéaires a l'aide d’'une
base) A la question « construisez une application linéaire entre E et F », si vous
connaissez une base 4 = (e, ..., e,,) de E, vous pouvez répondre :

je pose

u(e)) =Truc, €F, ..., jepose u(e,)=Truc,,

en découlera alors automatiquement u(x) pour tout x € E par linéarité.

(Montrer (plus efficacement) qu'une application est un
isomorphisme) Soit u : E — F une application linéaire entre espaces vecto-
riels de dimension finie tels que: dimE =dimF.

1. On montre que f est injective, c'est-a-dire: Keru = {0g}.
2. On applique le théoréme du rang:
dimE =dimKeru +Rgu < dimF=0+Rgu
car u est injective et dimE = dimF.
3. On obtient donc Rgu = dimF, c’est-a-dire que u est surjective.
Le méme raisonnement s’applique si on a d’abord montré la surjectivité (plus
rare).

(Trouver une base de I'image et du noyau) Soitu:E — F
une application linéaire.
® Pour le noyau : on calcule explicitement I'ensemble puis on en cherche une
base.
® Pourlimage:le calcul explicite est souvent non-trivial, on utilise doncla Pro-
position 5.
1. On commence donc par chercher une famille génératrice ¢ de 'ensemble
de départ E.
2. On calcule les images de chacun des vecteurs de ¢, la famille u(¥) est
alors génératrice de F.
3. Sil'on souhaite une base, on cherche a extraire une sous-famille libre for-
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mée de Rgu vecteurs. Le rang se calcule facilement en exploitant le noyau
et le théoreme du rang. Pour éliminer les vecteurs du Vect, on peut par
exemple échelonner la matrice de la famille pour deviner des combinai-
sons linéaires (voir le Chapitre (ALG) 11).

Méthode (ALG) 125  (Calculer une matrice) Pour déterminer hgg[e%(u), il faut

donc:
1. calculer les vecteurs de u(2), i.e.les u(e;) pour tout j € [1, p].
2. Calculer ensuite les coordonnées de u(e;) dans la base image €, i.e. chercher

n
lesA;;telsque:  u(e) =Y A;jf;
i=1

Ay
3. Conclure: laj-eme colonne de l\gglggt( u) seradonc: 2
’ A

n,j

QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO

Question

Donner la définition d'un
endomorphisme d'un espace
vectoriel E

Réponse

Pour tous A,peKetx,y€E,
FAx +uy) = Af(x) +uf(y).

Commentaire ‘

Définition du noyau d’'une
application linéaire f : E — F

Kerf ={x € E| f(x) = 0g}. C'est un
sous-espace vectoriel de E
(l'ensemble de départ)

Savoir que

Ker f = {0g}
caractérise
Uinjectivité mais
uniquement pour
les applications
linéaires

Enoncer le théoréme du rang
pour une application linéaire
f:E—F

Si dimE < oo, alors
dimE =dimKerf +Rg f

Ne pas oublier

Uhypotheése dimE
[inie, et ne pas
mélanger
ensemble de
départ et darrivée

Condition nécessaire et
suffisante pour qu’'une
application linéaire soit
injective

Ker f = {0}

Ici f est linéaire,
mais ne surtout
pas dire que cest
équivalent a la
surjectivité (pas
d’hypotheése de
dimension finie)

Définition de la matrice d'un
endomorphisme f de E dans
une base 8 = (e, e,,...,¢e,) de
E

La matrice de j-iéme colonne
(j € [1, dimE]) la matrice de f(e;)
dans la base %8
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EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire

1. Savoir montrer qu'une application estlinéaire ................ ... ... ... O
2. Savoir déterminer le noyau d'une application linéaire .......................... O
3. Savoir déterminer I'image d'une application linéaire ........................... O
4. Savoir démontrer qu'une application linéaire est injective, surjective, bijective ... [

Exercice 1 | Etudes de linéarité Dire si les applications suivantes sont des ap-
plications linéaires, le montrer le cas échéant.

1. fiR— R x— 2x%

2. g:R—Rx—4x-3,

3. h:R—»R?’,x—»(Zx,x/n,x\/E),
3u-v =
6u+2v =

|
s

4. S:R?> — R? (x,y) — (u,v), oi1 (&, v) est 'unique solution de {
5. D: ¢ (R,R) — € (R,R), f — ff",
6. E: €% (R,R) — €% (R,R), f — (x — f(x%)),
7 1:6°(RR) — €°(R,R), f — (x — fx(x - t)zf(t)dt).
0

|
=

Solution (exercice 1)

1. Lapplication f n’est pas linéaire, a cause du carré. En effet, f(2x 1) = f(2) =
2x4=8+2f(1)(=2.2).

2. Puisque g(0) = —3 # 0, I'application g n'est pas non plus linéaire.

3. Cette fois-ci c’est bon. Soient x, x’ € Ret A, u € R, alors

h(Ax + pux') = (2()\x +pux"), Ax + px") /7, (Ax + px’)\/i)
= (2)\x +2ux’ A /mx + p/nx’,)\\/ix + p\/Ex’)
= )\(Zx,x/n,x\/g) + M(Zx’,x’/n,x’\/i)
=Ah(x)+ ph(x").

2 -1
4. Résolvons le systeme. On a, en notant M = (6 5 ), inversible d’inverse

1({3 1
-1_ = .
M _12(—6 3)'

tovean = 5 =)= = (=% 5[0)

1 1
Donc: |u= E(Sx +y),v= E(_Gx +3y)| (On peut bien stir résoudre directe-

ment le systéme sans matrice) On vérifie ensuite sans difficulté que les applica-

1 1
tions (x,y) — (E(3x +¥), E(—ﬁx + 3y)) est bien linéaire.

5. Lapplication n’est pas linéaire a cause du produit. Prenons f = X?: x — x?.

Alors D(2f) = (2X?) x 4 = 8X? # 2D(f) = 2X? # 8X°.

6. Lapplication E est linéaire, par linéarité de 1'évaluation en x*® pour tout x. En
effet, soient f,g € €°(R,R) et A, € R. Alors :

VxeR, EAf+pg)(x) = Af+ug)(x®) = Af(x°)+ug(x°) = XE(f)(x)+UE(g) (x).
Cela signifie bien que E(Af + pg) = AE(f) + LE(g). Donc E est linéaire. No-
tons que E(€°(R,R)) c €*°(R,R), comme le prétend I'’énoncé, puisqu’une
composée d’applications € et €.

7. Lapplication I est linéaire, par linéarité de de I'intégration. En effet, soient

f,8 € €°(R,R) et A, pu € R. Alors, pour tout x € R,
I+ 1)) = [ “(x =120\ +ug)(r)d

- fo (A= 02F(0) + plx— £)2g (1)) dt
= N(F)(x) + pI(g) ().

Donc I est linéaire. Reste a justifier (méme si I'énoncé le prétend!) que I(f)
est de classe €.

Il s'agit d'une intégrale a borne variable, cependant, I'intégrande (la fonction
que l'on integre) dépend elle aussi de x. Développons le carré : soit x € R,

1) (x) =x2/0xf(t)dt—2/0x tf(t)dt+f0x 2f(1)dt.

Notons F (resp. G, resp. H) une primitive de f (resp. Id f , resp. 1d? f), ces trois
pimitives existent car chacune des fonctions citée est continue. Or, chaque
fonction F, G, H est € puisque leur dérivée premiére est égale a une fonction
€. Ainsi, par somme/produit de fonctions €, I(f) 'est aussi.

> linéarité de l'évaluation

\> linéarité de l'intégration

Uplets et matrices
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Frercice 2 | (6.7) — (x-y,2x+)

Soit f

1. Montrer que f € £ (R?,R?).

2. Montrer que f est injective.
3. Déterminer une base de Im(f).

Solution (exercice 2)
1. Soient (x,y),(x’,y") e R* et A, u € R. Alors :

a+2b =1

a-b = 4 .Larésolutiondonne: w = 3u—v, donc

téme linéaire suivant : {

M(u,v)(w) = (_31) .

. On sait qu'une application linéaire est entierement déterminée par I'image

des vecteurs d'une base. Donc comme (u, v) est une base de R?, il existe bien
une unique application linéaire f vérifiant f(u) = (2,1) et f(v) = (1,-1). On
sait de plus qu’il existe a, b, ¢, d tels que f(x,y) = (ax + by,cx + dy). On a
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donc: f(u) =(2,1) < (a+b,c+d) =(2,1) et (2a—-b,2c-d)=(1,-1).
On résout le systéme associé, et on obtient a = b = d = 1 et ¢ = 0, soit
[, y) = +y, )

4. Par le méme raisonnement que ci-dessus, on sait qu'il existe une unique ap-
plication linéaire g entierement déterminée par la donnée de g(u) etde g(v)
car (1, v) base de R?. De plus, on sait que 'on a : w = 3u — v. Comme g est
linéaire, on a: g(w) = g(Bu—v) =3g(u) —g(v) =3(2,1) - (1,-1) = (5,4).
Ainsi, pour que g soit linéaire, on doit avoir : [a = 4].

FAAx,y)+u(x',y)) = f(Ax + px', Ay + py')
=(Ax+px' = Ay + uy"), 2Ax + pux’ + Ay + uy')

=Ax-y,2x+y)+px' -y, 2x" +y")
=A(x,y)+uf(x,y").

2. On calcule le noyau. On a:
(x,y)eKerf < f(x,y)=(x-y,2x+y)=(0,0)

Exercice &4 |
respectivement :

o[ ) o nof0!
=1 —2) € 1o o)

x—-y =0
{ 2% +§ _ o = (xy)=(0,0) Soient f, g € £ (R?) dont les matrices dans la base canonique sont

apres résolution du systeme. Donc: |f estinjective|.

3. On sait d’apres le théoréme du rang (puisque R? est de dimension finie), que
Rgf = 2 -0 = 2. De plus, d’apres le cours Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1)) =

Vect((1,2),(-1,1)).OrCard((1,2),(-1,1)) =2=Rgfet((1,2),(-1,1)) est gé- 1. Déterminer les matrices de f2,g2,go fet fog.
nératrice donc c’est une base. Ainsi, |((1,2),(—1,1)) est une base de Im(f).| 2. Donner une base de Im(f) et montrer que Ker(f) = Im(f).
3. Donner une base de Im(g).
Exercice 3 | Soientlesvecteurs u = (1,1), v = (2,—-1) et w = (1,4). 4. Onpose h = f + g. Calculer la matrice de & o k. Que peut-on en conclure?

1. Montrer que (1, v) est une base de R?.

) . - Solution (exercice 4) On saitdonc par hypothése que :
2. Déterminer les coordonnées du vecteur w dans la base (u, v).

3. Montrer qu’il existe une unique application linéaire f : R> — R? telle que f(u) = %{?} () =M, If\%(lc%[ () =N.
(2,1) et f(v) =(1,-1). Déterminer f(x,y). oo (2 -4\[2 -4) |[0 0
4. Pour quelles valeurs du parametre réel a existe-t-il une application linéaire g : 1 %[ci:[(f ) =M= 1 =2/l1 =2] " |lo off
R? — R? telle que : u)=(2,1), v)=(1,-1), w) = (5,a)?
q gw)=(21), gw)=@0,-1), gw)=(5a) o, fo1\fo 1) [foo
: : Mat(e") =N"=15 o)lo o =|lo ol|
Solution (exercice 3) gpean
1. Comme on sait que dimR? = 2 et que la famille de vecteurs (u, v) a deux vec- 0 1\[2 -4 1 =2
teurs, il suffit de montrer que cette famille est libre pour qu’elle soit une base %[c?.:[(g°f ) =NM= o oJl1 =2] "o o

de R?. Comme les deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, la famille (u, v)
est libre et ainsi|c’est une base de R? |
2. On cherche (a,b) € R? tels que : w = au + bv. On doit donc résoudre le sys-

ggcan

2 -41(0 1 02
Mat(feog) = MN = (1 _2) (0 0) = ( . Ces calculs nous apprennent
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Exercice5 | SoitA =

doncque: f?=0,g>=0.

. D’apres le cours,

Im(f) = Vect(f(1,0), £(0, 1)).
Or, gcg}(f(l,o)) =M(1 0) = (i) et %g}(f(o,l)) =M(0 1) = (:g), donc
f(1,0)=(2,1)et f(0,1) = (—4,-2),dou:

Im(f) = Vect((2,1),(-4,-2)) = Vect((2,1))
puisque (—4,-2) = —-2(2,1). Comme (2,1) # (0,0),
[((2,1)) est une base de Im £ .|
OnavuqueRg =1etdapreslethéoréme durang, onadimKerf =2-1=1=

dimIm f. Ainsi, il suffit de montrer une inclusion, par exemple Im f < Ker f.
Pour cela, montrons que (2,1) € Ker f, c’est-a-dire f(2,1) = (0,0). Or,

Mat(f(2,1)) = M(f) - (g) = f(21)=(00).

Donc, on a bien montré que : |Ker( ) =Im(f) |

. Sans calcul, on voit que g est de rang 1 puisque g l'est. De plus,

Img = {g(x,y)| (x,y) e R?}.

Or, pour tout (x, y) € R?, %Ig}(g) = N(;) = (i)/) Donc:

Img = {(y,0)| (x,y) € R*} = Vect((1,0)).
Ainsi, [((1,0)) est une base de Img|.

. Onpose h=f+g.Alors:

@can 0 1

IdRZ .
Donc|f + g estinversible d’inverse f + g|.

2 1
Mat(hoh):(%%[(f+g)) =(M+N)2:( 0).Onenconclutquehoh:

11
1 1).Ondéﬁnitupar:

YMeM, (R), u(M)=AM.

1. Montrer que u est un endomorphisme de 91, (R).
2. Déterminer la matrice de u dans la base canonique de 91, (R).
3. Déterminer le rang, le noyau et I'image de u.

Solution (exercice 5)
1. Soient M,M' € M, (R), et A, \’ deux réels. Alors

u(AM + uM') = A(AM + uM’) = AAM + pAM' = Au(M) + pu(M'),

3. Déterminer une forme éc

donc |u est un endomorphisme de M1, (R)).|

2. Rappelons que la base canonique de 91, (R) est (E; 1,E; »,E, 1, E,y»), et que

1 1\(1 0\ (10
uE)=11 1/lo o/ ={1 o
1 1\fo 1) (o1
“Er2) =1 1/lo 0] = o
1 1\{0o 0\ (10
u®0)=11 111 o/={1 o
1 1\{0o o\ (o0
u(Bz2) =11 1lo 1)={0 1

1010
donc: |Mat(u) = (‘1’ 3o (1)) .

i 0101
helonnée-réduite de la matrice précédente.

10 1010
Ly—Lz—1xL,

1
Ly—Ly—1xL,

oS O O

101
000
101

S O = O = O

O O = O - O
O O - O - O - O

0 0

Ainsi, [Rgu = 2|. On a en effet deux pivots. D’apres le théoréme du rang, le
noyau est donc de dimension 4 —2 = 2.

? Z) €M, , (R). Alors:

1 1\(a b 00 a+c =0
u(M) =04, <= (1 1)(c d):(o 0)@{b+d —0.

b 1 0
En d’autres termes: M € Keru <— M = (a ) = a( )+

® (Calculons le noyau. Soit M = (

-a -b -10

0 1 1 0} (0 1
b(o _1).Donc. Keru:Vect((_1 0),(0 _1)).

® D’apreés le cours,
Imu = Vect(u(E, ), u(E; ), u(Ey,), u(Ey,))
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w3 s ) o} 1)

Puisqu’il n’'y a que deux matrices distinctes, on obtient alors :

141

Comme les deux matrices sont clairement non colinéaires, elles forment

une base de Im u.

. R) — R 1 2
Exercice 6 | SOit(p‘mzl'\z/I( ) . Ai)ﬁzfl(v[i OHA:(—z 1)'

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de 9, , (R).

2. 21) Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de 21, , (R).
2.2) Déterminer le noyau de ¢ en utilisant la matrice B.

3. Soit ¥ (A) I'ensemble des matrices qui commutent avec A.
31) Montrer que % (A) est un espace vectoriel.

3.2) En utilisant les questions précédentes, déterminer une base de € (A).

Solution (exercice 6)

1. On a clairement (M) € 9, , (R). Soient M}, M, € M, , (R) et A, p € R. Alors :

¢(AM; + uM,) = A(AM; + pM,) — (AM; + pM,)A
= Ap(M;) + pp(M,).
Donc: [¢ estun endomorphisme de 9, , (R).|
2. 21) Rappelons que la base canonique de 91, , (R) est :

10 01 00 00
Eiir=lo of B12=o of P21 (1 o) F22= 0 1]

On calcule ensuite les matrices :

s L o2) Loy _(ro)f12)_(o -2
eE)=1_5 1/lo o] {0 o]l-2 1]=| =2 o)
(E)_IZOI 011 2) (2 o0
PEL2)=1 o q11lo o] {0 o]|-2 1/ T |0 -2/
o1 2)fo0)_(oo)f1 2)_(2 0
®E0)={_5 1)1 o] {1 of|=2 1|0 -2/
o[ 2)fo0)_[oo)f1 2)_(o 2
$E2)=| 5 1)lo 1|70 1/l=2 1/=|2 of

Q linéarité du produit matriciel

2.2)

On déduit alors la matrice ci-aprés dans la base (E; ;,E; 5,Ey1,E; ) :

02 % % g
Mat = (: ) .
gBcan ((p) 02 _02 _02 %

a b
OnaM= (c d) € M, , (R) est un élément du noyau Ker ¢ si, et seule-

ment si, :

@bl _g Mat () x Mat|{? 2|| = Mat(0,,)
®ll, g|| =022 = Mat() xMat}{ = | = Mat(0,,).

Ou encore :

0 2 2 Ov/ay (0
2 0 o 2|lp| |o
20 0 2|lc|T|o|=Pb=-c a=d
0o -2 -2 0)\d) \o

Ainsi. M=% ?]ek M=% Plcan+0/® Yop
nsi, —CdE er(p<:) —_ba—a2+ _10. onc

0 1
Ker(p:Vect(Iz,(_1 0))

3. Soit ¥(A) 'ensemble des matrices qui commutent avec A.

31)

3.2)

La matrice nulle commute avec A, et 6 (A) < 9, , (R). Soient mainte-
nant M;,M, € €(A), A,n € R, alors:
A(AM; + uM,) = AAM; + HAM,

=AM, A + UM,A = (AM; + UM, )A.
Ainsi, AM; + uM, € €(A).
Donc: |%(A) est un espace vectoriel.|
Par définition, Ker¢p = % (A). Donc en utilisant une question précé-
dente, on obtient immédiatement :

¢ (A) = Vect (Iz, (_01 (1))) .

Q M,;,M, € €(A)

Les matrices I, et étant clairement non-colinéaires, elles

0 1
-10
forment une base de € (A).

1
Donc: (12, (_01 0)) est une base de € (A)|.

Polynomes
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Exercice7 | Soit f Ry[X] — R* 2. Prenons a nouveau P = aX® + bX? + cX +d. Alors @(P) = 0 si, et seulement si, :
P — (P(l),P’(l)) a+ b =0
3a+ b+2c =0
1. Montrer que f est linéaire. <~—d=-c=a,c=b=-a,c=-a,b=-a.

2b+ c+3d=0
c+ d=0
Les éléments du noyau sont donc les polynémes P = aX® — aX? —aX +a =
. ) a(X® -X?-X+1). Ainsi,
Solution (exercice 7) [Ker @ = Vect(X* —X2 —X + 1))
1. SoientA,p e RetP,,P, € Ry[X]. Alors:
F(APy +uP;) = (AP +pQ)(1), (AP + pP,) (1))
= (AP(1) + pQ(1), AP'(1) + pQ’(1))

2. Déterminer une base de Ker(f).
3. Montrer que f est surjective.

Donc dimKerg = 1 et d’'apres le théoréme du rang, Rgp =4-1=3 <4 =
dimR;[X] donc ¢ n'est pas surjectif].

Q linéarité de l'éval. et dérivation

=Af(P)+uf(Q). Exercice 9 | @ Soient n =3 et b € R. On considére I'application
Donc|f est bien linéaire|. R,[X] — R[X],
2. PeKerf < f(P)=(0,0) < P(1) =P'(1) = 0. La derniére condition signi- P — (X=Db)(P +P'(b))-2(P-P(b)).

fie que 1 est une racine de multiplicité au moins 2 de P. Ainsi, _ )
PeKerf < 3a,beR, P=(X-1)2(aX+b)=aX(X-1)%+b(X-1)% 1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
_ — 5 2. SoitF={PeR,[X], IQeR,[X], P=(X-b)*Q}.
Donc: ‘Kerf_Vect(X(X—l),(X—l) )‘- 21) Justifierque F= [PeR,[X], 3IQeR, 5[X], P=(X-b)Q).

. 2 . . . )
3. La famille (X(X — 1), (X — 1)) est libre car échelonnée, c’est donc une base 22) Déterminer une base puis la dimension de F. En utilisant ¢(P)”, démontrer
de Ker f. Ainsi, dimKer f = 2 et par théoreme du rang, Rgf = dimR4[X] — que Imo c F
. _ _ _ . 2 . . *
dimKer f =4 -2 =2 = dimR". Donc|f est surjective| 2.3) En utilisant & nouveau ¢(P)”, démontrer que Ker ¢ c R, [X].
2.4) Déterminer noyau et image de ¢.
Exercice 8 | On définit @ par: VPeRs[X], ¢(P)=(1 —XZ)P/ +(3X+1)P. Solution (exercice 9)
1. SoientP,Q e R,[X], et A, u € R. Alors
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R;[X]. @(AP+pQ)
2. Donner son noyau. Lapplication ¢ est-elle surjective de R;[X] dans R4[X]? = (X=Db)((AP+ uQ)’ + (AP + uQ)' (b)) - 2((AP + pQ) — (AP + pQ) (b))
=AX=Db)(P"+P'(b)) - 2(P-P(b)) + u(X - b)(Q"+Q'(P)) -2(Q-Q(b)),
Solution (exercice 8) par linéarité de la dérivation, et de l'évaluation en b. De plus,
1. Soient P,Q € Ry[X], et A, p € R. Alors par linéarité de la dérivation, on a: deg((X~-b)(P'+P'(b))) = degP < n et deg(P-P(b)) = degP < n. Donc
@(AP+ Q) = (1 =X*)(AP +pQ)' + (3X + 1) (AP + 1Q) ®(P) € R,[X] en tant que somme de polynomes de degré au plus 7.

En conclusion, |® est un endomorphisme de R, [X].|
2. 21) Condition de degré, avec les notations de I'énoncé, si P € F alors on a

=A1-X3P' +pu(1-X*)Q +A(3X+1)P+ u(3X +1)Q

= Ap(P) + ne(Q)- degQ +3 = degP doncdegQ < n-3.
Donc ¢ est linéaire. Reste a établir que si P = aX® + bX? + cX +d € R;[X], alors 22) Soit P € F, alors il existe Q € R,,_;[X] tel que P = (X — b)*Q. Il existe
(P) € Ry [X]. Apres calculs, on trouve ; Xoy .o Ay _s € R tels que Q = Ag + A X + -+ A,_sX"%. Donc
@e(P)=(a+b)xX3+(Ba+b+2c)xX?+(2b+3d+c)X+c+deRs[X]. P=A(X—=b)®+A;(X= D)X+ +A,_s(X — b)3X"3.
Donc: |¢ est un endomorphisme de Ry[X]]. Autrement dit, la famille & = (X - b)?,X(X - b)3, ..., X" 3(X - b)?) est
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une famille génératrice de F. Elle est de plus libre car échelonnée. Donc
|Z est une base de F.|Elle est de cardinal n — 2, donc dimF = n — 2.
Calculons @(P)":

@(P) =P +P'(b)+(X-Db)P"-2PF

@e(P)" =P"+P"+(X-b)P"-2P" =(X-b)P".
Constatons que @(P)(b) = @(P)'(b) = ¢(P)"(b) donc b est une ra-
cine de multiplicité au moins trois de ¢(P), c’est exactement dire que

23) Recyclons une nouvelle fois le calcul précédent. Si P € Ker¢, alors

¢(P) = 0 donc @(P)" = 0 = (X — b)P". Par propriété du cours, comme

X—b # Og [x), nous avons P” = 0, i.e.|P € R,[X]|en primitivant deux fois
I’égalité P"” = 0.

2.4) Appliquons le théoreme du rang a ¢ puisque R,,[X] est de dimension

finie n + 1. Nous avons: dimKer¢@+Rgp=n+1.

Or, d’apres les questions précédentes, dimKergp < 3 = dimR,[X] et
Rgp <sdimF=n-3+1=n-2. Donccomme3+n—-1=n+1,on
a nécessairement dimKer ¢ = 3 et Rggp = n — 2. Par égalité des dimen-
sions, les inclusions deviennent alors des égalités :

|Ker(p =R, [X]|, |Im(cp) = F|.

Exercice 10 | @ Endomorphisme aux différences finies de C,[X]. Soient 7z € N*
et A, I'application :

. SoientP,Qe C,[X], etA,peC.Alors:

Ap(AP +1Q) = (AP +pQ)(X +1) — (AP + nQ)(X)
=AP(X+1)-P(X)) +Vv(QX+1) - QX))
=AA,(P)+VvA,(Q).
De plus, si degP < n alors degA,(P) < n puisque cest une différence
de polynémes de degré au plus n. Finalement, on a bien montré que
|A,, est un endomorphisme de C,, [X]].

. Soit P € KerA,,. Alors pour tout x € R, P(x + 1) = P(x). En particulier, P(n) =

P(0) pour tout n € N. Ainsi, P—P(0) possede une infinité de racines, doncil est
nul, et P = P(0) estle polyndme constant. Donc Ker A,,  C,[X]. Inversement,
montrons que C,[X] < KerA,,. Soit P = C € C un polynéme constant, alors
A(P)=C-C=0.Enconclusion: [KerA, =Cy[X]|

. D’apres le théoréme du rang, dimKerA,, + RgA,, = dimC, [X] = n+ 1, donc

comme dimKer A, = 1d’apresla question précédente, il vient RgA,, = n+1—
1 = n. 1l suffit alors de montrer que ImA,,  C,,_,[X]. Si tel que le cas, puisque
dimImA, = dimC,,_,[X] = n, on aura I'égalité ImA, = C,_,[X] par égalité
des dimensions.

SoitP =) a,X* e C,[X], alors par linéarité de A,, et d’apres le formule du

A k=0
binéme,

n n k k
Au(P)= Y apd,(XF) = X ak(Z[ )X’—Xk)~
k=0 =0 \i=o\¢
On constate que les termes d’ordre ¢ = k dans la somme interne sont nuls

CulX] — CulX], pour tout k, donc
nl P — P(X+1)-PX). nok-1(k
AP =Y a Y (g)xf.

1. Calculer A(1),A(X), A(X?). k=0  ¢=0

2. Montrer que A, est un endomorphisme de C,,[X] Sous cette forme, on voit alors degA,(P) = n — 1. On a bien montré que
3. Soit P e KerA, tel que deg(P) = 1. Montrer que P — P(0) a une infinité de racines. ImA, =C,,[X]. Etdonc par égalité des deux dimensions :

En déduire que Ker A, = Cy[X]. [Im(A,) = C,,[X]].

4, En déduire queIm(A,) =C,,_;[X]. . Soit Q € C[X], alors notons g = degQ. Nous avons donc Q € C,[X], alors
5. On définit dans cette question une application A comme puisque A, est surjective d’apres le début de I'exercice (et que A, est a

CX] — ClXx]

Al P — PX+1)-PX).

valeurs dans C,[X]), il existe P € C,, [X] tel que A, (P) = Q = A(P). Donc:
|A est surjective].
Enrevanche, A n'est pas injective puisque le noyau est encore une fois consti-

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Alaide des questions précédentes, déterminer Ker A, et montrer que A est sur-

jective 4 Faide de la définition de la surjectivité, Commenter. tué des polyndmes constants. Puisque C[X] n’est pas de dimension finie, cela

n'est pas étonnant, I'injectivité n’est dans ce cadre pas nécessairement équi-

. . valente a la surjectivité.
Solution (exercice 10) )

1. A()=1-1=0,AX)=X+1-X=1,A(X?*) = (X+1)*-X?=2X +1. Le degré
semble chuter de un.
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Exercice 11 |

Suites et fonctions

Sur E = €*°(R,R), on définit @ : f — f” +2f" + f. Montrer que

® € Z(E) et déterminer une base de Ker(®).

Exercice 12

Solution (exercice 11) Soit f € E. Alors :

feKer® < f"+2f'+f=0

< festsolutionde y" +2y' +y =0.

Résolvons cette équation différentielle. L'équation caractéristique est r” + 2r' +
1=(r+1)? =0, de racine double —1. Donc:
Ker® = {x eR— (Ax+b)e™ | (A,B) eR*} = {x e R— Axe ™ +Be | (A,B) e R*}.
En d’autres termes: Ker® = Vect(f : x — xe™*, g : x — e *). Montrons que
(f,g) estlibre. Soient A, 1 € R tels que :

VxeR, Ae™*+uxe™*=0,
en multipliant par e*, on déduit :

polynéme A + pX est alors nul).
Donc: |[(f,g) est une base de Ker ®|.

Vx € R,A+px =0,donc A = u =0 (carle

Dans le R-espace vectoriel E = & (R, R) des fonctions définies sur

R et a valeurs réelles, on considere les fonctions

X

firx—e™ |, fiix—xe™* , fix— x%7%,

et on note F = Vect(f}, 5, fz)-

1.

Montrer que la famille (f;, f5, f3) est une base de F. On la notera 3.

2. Onconsidere l'application ®@: f € F— f’. Montrer que ® est un endomorphisme

de F, puis écrire A = l\/glt (®).
Calculer A" en écrivant A sous la forme -1, + N, avec N,, une matrice de format
nxn.

Solution (exercice 12)
1. la famille 98 est par construction une famille génératrice de F. Soient A, p, v
trois réels tels que
VxeR, Ae™™+pxe™+vxie™* =0,
en multipliant par e, on déduit :
VxeR, A+px+vx?=0.
Cela signifie que le polynéme A + uX + vX? est nul, donc A = p = v =0, la
famille|(f,, 5, f3) est donc une base de F.|
2. On considere I'application @ : f € F — f'. Lapplication ® est bien linéaire,

par linéarité de la dérivation. Soit maintenant g = Af; + uf, + vf; un élément
de F avec A, y, v trois réels. Alors pour tout x € R,

g'(x) =Af(x)+pfy(x)+vfi(x)
=-Ae * +pule™ —xe™) +v(2xe™ — x%e™)
= (L=AN)fi(x)+ 2v - fa(x) - vfi(x).

Donc D(g) e Fet |D est bien un endomorphisme de F.| On a par ailleurs :

D(f)=-f, Dh)=-f, D(B)=2fL~f.
-1 1 0
Dol : hgt(@):(l -1 2).
0 0 -1
010
3. PosonsN,, = (0 0 2) desortequeA = -1, +N,,. Alors -1, et N,, commutent,
000
002
et N2 = (O 0 0), N3 = 0. On peut donc utiliser la formule du binéme
000
o SR of [ S
i=o\k k=o\k
Alors,
(=1)", + n(~=1)""'N,, + 22U (1)"2N2  sin>2,
A'=<A sin=1,
I, sin=0.
Les trois formules se réunissent en une seule :
Vn=0, A"=(-1)"I,+n(-1)""'N,+ —”(”2_ Dyrene
d’ou
(D" n(-1)"" n(n-1)(-1)"
A"=[l 0 (-1)" 2n(-1)"1 ||
0 0 ="

car (=1)"2 = (=1)" car les entiers n, n — 2 ont méme parité.

Exercice 13 | Etude d’une récurrence linéaire d’ordre 2 Soit E I'ensemble :

B={ (e

1 1
VneN un+3:un+2+zun+1_zun}'

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.
E — R,

2. Soit :
! (Up)nen — (Ug, Uy, uy).

Montrer que f est un isomorphisme. En
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déduire la dimension de E.
3. Donner trois suites géométriques de E.
4. En déduire E.

Solution (exercice 13)
1. La suite nulle vérifie la relation de récurrence. Soient (u,,), (v,,) deux suites
deE, et A, pu € R. Alors pour tout n € N :

()\un + pvn)n+3 = )\un+3 + HUp+3 EZ;;;S:S;
1 1 1 1 suites de
:)\ un+2+Zun+1_Zun +U vn+2+Zvn+l_Zvn E

1 1
= ()\un+2 + HVn+2) + Z()\urﬁl + PUn+1) - Z()\un + HVn)

Donc: ‘()\u,, + uv,) € E et E est un sous-espace vectoriel de RN.‘

2. Soit
E — R3,

| e — (g1, 5).
Montrons que f est un isomorphisme. Soient donc (u«,,),(v,) €E, et A\, p € R.
Alors :
FAAu+pv) = (Aug + Py, Ay + Py, Auy + 1y),
= Mug, Uy, uy) + 1(vp, 1y, 1),
= Mf(w) + uf (v).
Donc | f estune application linéaire.| De plus, soit (u,) € Kerf, alors u, =
u; = u, puis par récurrence immédiate u,, = 0 pour tout n = 3. Ainsi (u,,) =
(0). Enfin si (x,y,z) € R3, on peut construire une suite (u,) € E telle que
Uy = X,u; =Yy, u, = z. Donc f est finalement une bijection linéaire et c’est
un |isomorphisme.| D’apres le cours, E est alors de dimension finie et

[dimE = dimR® = 3.]
3. On cherche une suite de la forme (g") qui soit dans E avec g € R* (la suite
nulle est bien entendu une solution). Alors

n+3 n+2

(g"),€eE <= VneN, gq""7=gq
1

4

+lqn+1_lqny
4 4 ino
3 2 1
— q =(q +Zq_
>lest racine évidente

= (q—l)(q2+q—i):0.

1++/2 —1-V2

]_ —
Les deux racines de X% + X — 7 sont — Notons g, =1,q, = ——— et

2
_-1+v/2
2

qs . Alors ‘ (a1 (g2),(g3'),, sont trois suites géométriques de E‘

4, On montre alors que ces trois suites forment une famille libre de E. Puisque

(@), (@)1, (@3)),,) sera alors une famille de cardinal 3 et que dimE = 3, ce
sera une base de E et on aura

[ = Vect (1), (). (d3)-)
Reste a montrer la liberté. Soient A, y, v tels que pour tout n € N :

Agy" + gy +va' = 0.
On constate que |g,| > |q;| > |g5|. Alors, puisque ¢, # 0, 'hypotheése est équi-
valente a

)\(ﬁ) +p(@) +ul=0.

9> 9>

q qs

q> q>
(propriété sur les suites géométriques), donc en faisant n — oo, on obtient

i = 0. On fait ensuite de-méme en mettant cette fois-ci g, en facteur, on ob-
tient A = 0 puis vient alors v = 0. En conclusion, (4,") ,en (95 ) nen €t (95') nen
forment une famille libre de E.

Puisque <let < 1, les deux suites précédentes tendent vers zéro

Généralités & Abstraits

Exercice 14 | Soit E un espace vectoriel.

1. Soit f € Z(E)telque: f3-3f—-2Id; =0 < (r)- Prouver que f estun automorphisme
de E et exprimer f ! en fonction de f.

2. Soit g un endomorphisme de E telque: g* - g% =0 <« ettel que g # Idg. Montrer
que g n’est pas bijectif.

Solution (exercice 14)
1. Ona:

1
fs_gf_ZIdE:OE(E) — f3_3f:21dE <~ E(fZ_SIdE)Of:IdE

@fo(%(fz—?ﬁIdE)):IdE.

On a donc trouvé une application g vérifiant go f =Idg et fo g =1Idg : f est

1
un automorphisme de E, etona:|f ™ = E(f2 -31dg)|

. Ona:g®—g%=0gy < g°o(g—1dg) = 0y . Raisonnons par 'absurde :

supposons que g est bijective. On a alors g7 o g7' 0 g% o (g —Idg) = Og(g),
soit g = Idg. Ceci n'est pas possible d’apres 'énoncé. On a donc montré que
|g n'est pas bijectif]|.
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Exercice 15 |

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et 2 = (¢, e,, e;) une

base de E. Soit f € Z(E) tel que :

f(e))=e —2e +e,

1. Ecrire la matrice de f relativement a la base %.
2. Déterminer le rang de f, une base et la dimension de son noyau et de son image.

Solution (exercice 15)
1. Par définition d’'une matrice, on a:

2. On échelonne et on réduit la matrice : (0

1 -2 0
Mat(f) =1-2 3 -2]|
% (1 1 6)

104
1 2) Notez qu’il n'est pas forcé-
000

ment utile d’aller jusqu’al’échelonnée-réduite. On déduit alors Rg f =. Déter-
miner le rang de f, une base et la dimension de son noyau et de son image.

Exercice 16 |

Soient p = 3 et

0100
= 0 EDﬁP,p(C)
0...... 0
1 0...... 0

1. On souhaite étudier dans cette question I'inversibilité de D,,.

11)
1.2)

Inverser les matrices D4 et D,.
Prouver que D, estinversible et donner son inverse. On émettra une conjec-
ture que 'on cherchera a démontrer.

2. Onsouhaite dans cette question retrouver le résultat précédent dans le cas p = 4.
Soit 2 = (e, e,, €3, €,) une base d'un espace vectoriel E. On définit f € £(E) par
fle;))=e;,,pourl<i<3etf(e)=e.

21)
2.2)
2.3)
2.4)

Justifier, sans calcul, que f est un automorphisme.

Déterminer la matrice de f dans 98 que I'on notera A.

Déterminer I'application réciproque de f, et en déduire D} .

Comment pourrait-on généraliser ce qui précede a D,,, en utilisant un en-
domorphisme?

Solution (exercice 16)
1. Onsoubhaite étudier dans cette question 'inversibilité de D,,. Avec laméthode

du miroir on trouve sans difficulté que

00 1 1000
-1 _ -1 _
Ds—(;gg), D' =g 1 0 of
0010
On conjecture alors que D,, est inversible, et d'inverse :
0.0 1
1. 0
“-1_|pn- ", :
D, =10"
0....170

Pour justifier cela, on effectue simplement le produit matriciel D, x D;l =
D;l x D, on constate qu'ils sont égauxal,,.

. Soit & = (e, e,, €3, ;) une base d’'un espace vectoriel E. On définit f € Z(E)

par f(e;) =e;,, pourl<i<3etf(e)=e.

21) Par définition, f envoie la base 2 sur f(e,, e;, €, €;) qui est encore une
base, donc |f est un isomorphisme.|

2.2) On obtient immédiatement

0001
1000
Mé‘t(f)_01oo
0010

2.3) On constate facilement que f~! définie par
vie[2,4], f(e)=e 1, [le)=¢
définie une application linéaire qui estla réciproque de f. En effet, pour
toutie[1,4],
fen)=e

_10 . =
fef(e) {f_l(el):e4

Donc f~' o f(e;) = e; = Id(e;) pour tout i € [1, 4]. De-méme on vérifie

que fof'(e;)=e; =1d(e;)sii€ [1,4]. On déduit alors que fo ™! =

f~'o f =1d: soit donc x € E, il existe A;,A,, A3, A, trois réels tels que
4

siie[1,3],
sii=4.

x =) A;e; et par linéarité
i=1

4 4
Flof(x)=Y Niftef(e) =) Aey=x=1d(x),
i=1 i=1

et de-méme f o f~!(x) = x pour tout x.
Donc ‘ f estinversible d’inverse f ‘1.|
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D’apres le cours, A est alors inversible d’inverse

l\/glt(f‘l) = =D,/

— o O O

0
0
1
0

o O = O

1
0
0
0

On déduit alors en conséquence que D, est inversible d’inverse
(A7) =A.

2.4) Pourgénéraliser, il suffiraitalors de considérer 8 = (ey, ..., e,) une base
d’un espace vectoriel E. On définit f € £(E) par f(e;) = e;,; pour 1 <
isp-1letf(e,)=e.

Exercice 17 | & Base cyclique Soient E un espace vectoriel de dimension 3, et
f un endomorphisme de E. On suppose que f3 =0 () €t f2#0 2(E)-

Montrer qu'il existe x € E tel que la famille (x, f (x), f%(x)) soit une base de E. Donner
alors la matrice de f dans cette base.

Solution (exercice 17) Comme f? est non nul, il existe x € E tel que
f?(x) # 0. Montrons que pour ce x, (x, f(x), f?(x)) est bien une base de E.
Soient A, W, v € R tels que Ax + pf(x) +vf2(x) = 0. Montrons que A = u = v = 0.
En composant une fois par f, on obtient :
FAx+pf(x) + V(%)) = Af (x) + uf2(x) +vf2(x) = f(0) =0
en exploitant la linéarité de f. En utilisant ensuite les hypotheses, on déduit :
Af(x) +pf?(x) = 0.
On réapplique encore une fois f : on obtient dés lors Af?(x) + uf(x) = 0. Donc
Af?(x) = 0, mais comme f?(x) # 0 par hypothese, il vient A = 0.
On obtient alors : uf?(x) = 0, puis p = 0 par le méme argument. Enfin, d’aprés
I'hypothése de départ, Ax = 0 et comme x # 0 (sinon on aurait f%(x) = 0), on
déduit A = 0. Ainsi, la famille (x, f(x), f2(x)) est libre.
De plus, elle est de cardinal 3, donc c’est une [base de E|.
Comme :

f(x)=0.x+1.f(x)+0.f%(x)
f(f(x))=0.x+0.f(x) + 1.f%(x)
F(f?(x)) =0.x +0.f(x) +0.f%(x),

000
il vient alors: | Mat(f) :(1 0 O).
# 010

Exercice 18 |

2(F,G).

1. 11)

Soient E, F et G des espaces vectoriels. Soient f € Z(E,F) et g €

Montrer que Ker(f) < Ker(g o f) et que Im(g o f) = Im(g).

1.2) En déduire que si g o f est un isomorphisme alors f est injective et g est

surjective.

2. Montrerque: gof =04(E,F) < Im(f) cKer(g).

Solution (exercice 18)

1. 11)

1.2)

Soit x € Ker(f). Alors f(x) = 0, donc g o f(x) = g(0) = 0, donc x €
Ker(g o f).

Soit y € Im(g » f). Alors il existe x € E tel que y = g o f(x) = g(f(x)).
Donc y s’écrit comme une image par g, ety € Img.

En conclusion: [Ker(f) cKer(gef), Im(gof)cIm(g).
Supposons que g o f est un isomorphisme. Alors g o f est injective et
surjective. Donc Ker(gof) = {03}. Or, Ker(f) < Ker(gof), doncKer(f) =
{0} et f est bien injective.

On a également par surjectivité de g o f: Im(g o f) = G. Or G =Im(g
f) € Img < G donc l'inclusion est une égalité et Ing = G, ainsi g est
surjective.

En conclusion: |[f estinjective et g est surjective.]

2. Montrerque: gof =04(E,F) < Im(f) cKer(g).
Supposons que g o f = 04,(E,F). Soit y € Im(f), alors montrons que
y € Kerg. Comme y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Donc g(y) =
g o f(x) = 0 par hypothése donc y € Kerg.
Supposons que Im f < Ker g. Soit x € E, on calcule :

gof()=g( {(x) )=0.

€lm fcKerg

Ceci étant vrai pour tout x, nous avons bien montré: go f =04(E,F).
En conclusion: |gof=04(E,F) < Im(f)cKer(g).|
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