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o ET17-M (')Al Compléments d’intégration

n Généralités : rappels & compléments

Intégrale sur un segment....... Résumé & Plan
2 Aire sous une courbe & Inté- Ce chapitre compléte celui d’inté-

gration Numérique ............. gration vu en début d’année (le — Définition/Proposition 1| Intégrale d'une fonction continue sur un segment —
Intégrales remarquables. . ... . Chapitre (AN)2), en ajoutant no- Soit f : [a,b] — R une fonctloI; continue sur [a, E]' On appelle intégralede f sur
Exercices tamment 1'étude des intégrales a le segment [a, b] le réel noté f f ( ou encore f f(x)dx, f f(x)dx ) défini

bornes variables, et les méthodes par: 4 “ La.b]

numériques pour approcher des in- fb b

B (x)dx = |F(x) = F(b)—-F(a),
tégrales. a f (déﬁ.)[ ]“ (défi.)
(ou F désigne une primitive de f).
Lannée sacheve apres ce chapitre. b
On appelle intégrande de f f la fonction f.
— Le saviez-vous? a

® Remarquez que si a = b, alors avec les notations de la définition précédente, on

a
® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un L 4 a: f f =[F]% =F(a)-F(a) =0.
® [es énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront a b
indiqués par le logo [H.P] . Si vous souhaitez les utiliser a4 un concours, il faut donc ® Rappelons que la quantité f f(x)dx ne dépend pas de la primitive choisie. La
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme a

un exercice important. définition de l'intégrale est donc bien posée (nous I'avions montré dans le Cha-

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en pitre (AN) 2).
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours. — Proposition 1| Propriétés de I'intégrale O—

Soient I un intervalle, (a, b) e I? et (f,g) € (€°(I,R))?. Alors :
1. [Linéarité] Pour tout (A,pu) € R?, ona:

, [[or+ugr=r ["r+u [ s
n INTEGRALE SUR UN SEGMENT a a a

b
2. [Positivité] Sias<b,alors: f=z0—= f f=0.

“ b b
3. [Croissance] Si a<b,alors: fsg:ffsf g.

Cadre a a
. . L. . 4, [Stricte positivité] Si a < b, ets’il existe x, € [a, b] tel que f(x,) > 0, alors:
Dans toute cette section, la notation [a, b] désignera toujours un segment, [ bp ] o € [a, b] tel que f(x)
avec a,b e R. f f(t)de>o.
a
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5. [Nullité] Si a <b, alors:
@i f=0
) fbf(t)dtzo

6. [Relation de CHASLES] Soient f € 6°(I,R) et ¢ € I. Alors :
c. [P c Citons également deux propriétés parfois utiles dans les calculs, qui concernent le
Lf-Lf*‘fbf- crochet.

= f=0.

. 0 .
7. [Ordre desbornes] Sif €€ (LR), alors: Proposition 2 | Propriétés du crochet

b a . .
f f= _f f. Soient I un intervalle et (a, b) € I2.
a b 1. [Linéarité] SoientF,G:1— R deux fonctions, et (A, ) € R?, ona:
[AF +uGl) = A[F]} + u[G],.
2. [Ordre des bornes] SiF:I— R estune fonction, alors : [F]Z =—[Fl};.

La propriété de croissance permet donc d’intégrer des inégalités, et plus générale-
ment tout encadrement.

Exemple1 Montrer que:

1 ox" 1
VnenN, Osf dx .
o x+1 n+1

o’ Théoréme 1| Inégalité triangulaire
Soit (a, b) e R* tel que a < b et f € €°([a, b],R). Alors :

b b
[1]< [
a a
Preuve Ona-—|f| < f <|f|. Doncen intégrant entre a et b, on déduit :

[ [r< [ = [ 1< [0

1
Exemple3 Montrerque: -m< f arctan(2x) x sin? xdx < m.

1
7

Remarque1 Lapplication qui associe a une fonction son crochet entre a et b est
donc une forme linéaire sur les fonctions de I dans R.

Laparité d'une fonction peut aussi étre utilisée pour calculer une intégrale. Revoyons
comment.

Exemple 2 Calculer fz |tan (x)|dx.

]

4

COMPARAISON SOMME—INTEGRALE. Nous voyons une technique qui permet
souvent d’étudier la nature de certaines suites, plus précisément des suites du type

n
( Y f (k)) ol f est une fonction monotone, a I'aide d'une intégrale. En effet,
k=0 neN
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® il arrive trés souvent que l'intégrale de f soit calculable, alors que

n
® ) f(k) nelest pas. La somme l'est finalement pour trés peu de fonctions f : la
k=0
fonction carré, cube, I'identité qui fournissent des sommes usuelles.

Méthode (AN) 71 (Comparaison série-intégrale pour (f(n)), ., f mono-
tone) Soit f : R — R ou définie au moins sur un intervalle du type [n,, oo avec
ny € N. La méthode consiste a (par exemple dans le cas ol f est croissante) :

® Ecrire: VkeN, Veel[kk+1], f(k)<f(t)<f(k+1).

® Enintégrant entre k et k + 1, on déduit :

k+1
Vk €N, f(lc)sfk F(0)de < f(k+1).

® Sil'on préfere, on peut aussi placer f(k) au milieu, puis éventuellement ap-
pliquer le théoréeme d’encadrement pour obtenir klim fk):
—00

Vk e N*, fk:f(t)dt sf(k)sfkk“f(t)dt.

Si le calcul de l'intégrale est possible, cela permet donc de régler celui de
klim f (k). Lencadrement permet aussi de trouver des équivalents.
—00

Exemple 4

® Utiliser la technique précédente pour montrer le résultat déja établi dans le
1
Chapitre (AN)4: lim H,=occol H, = Z 7 n =1. (Oncommencerapar
n—oo k=1

encadrer la suite apparaissant dans la somme)

4

® Utiliser 'encadrement précédent pour montrer que: H, ~ Inn.
7

m Lien entre primitive et intégrale (rappel)

Par définition de I'intégrale, il est nécessaire de connaitre une primitive pour la cal-
culer, il existe donc un fort lien entre les deux notions. Voyons lequel.

Théoréme 2 | Relation fondamentale de 'analyse
SoientIunintervalle, a e I et f : I — R une fonction continue. Alorsla fonction:

I — R
X — fxf(t)dr

est Punique primitive de f sur I qui s’annule en q, elle est de classe €.

F:

Remarque 2

® (Cette égalité est appelée assez pompeusement « relation fondamentale de
I'analyse ». Pour notre définition de l'intégrale, elle est évidente. Mais pour
d’autres définitions, il faut travailler pour I’établir.

® Rappelons que ce théoréeme permet notamment de calculer des primitives
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en passant par une intégrale (puis en utilisant les techniques de calculs qui
leurs sont propres : intégration par parties et changement de variable).

Théoréme 3 | Intégrale de la dérivée
Soient I un intervalle, (a,b) € I? et f :1— R une fonction €*. Alors :

b
F(b)-fla) = f F(0)dr.

Preuve

7

Ecrire une fonction comme intégrale de sa dérivée peut donner de précieux rensei-
gnements sur f si on en connait certains sur f' : voyons un exemple.

Exemple5 (Inégalité des accroissements finis) Soit f € €' ([a, b],R) aveca <
b et telle que f’ soit bornée par M € R*.
1. Montrer, en écrivant f comme intégrale de sa dérivée, que :

|f(b) - fla)l<MIb—-al.

7

2. Retrouver ce résultat en utilisant cette fois 1'égalité des accroissements finis.

n AIRE SOUS UNE COURBE & INTEGRATION NUMERIQUE

Lamotivation premiere de I'introduction du calcul intégral fut celle du calcul d’aires,
etde volumes (pour les intégrales doubles). Pour le moment nous n'avons pas encore
réalisé cette interprétation (qui ne saute pas aux yeux avec notre définition faisant
intervenir des primitives), c’est I'objectif de cette sous-section.

m Sommes de RIEMANN

Commencons avec un premier exemple : celui d'une fonction constante. Si f :

b
[a,b] — R est une fonction constante égale a a € R, alors : f f=(b-a)a.
a

Maintenant, dans le cas général, nous avons le théoreme suivant.

— Définition/Proposition 2 | Convergence des sommes de RIEMANN
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Pour tout n € N*, on appelle somme

de RIEMANN gauche (resp. droite) ou somme des rectangles gauche (resp. droite)
les quantités :

g _b-a
$5(1) ==

b-a
n

b—a)
— -

T flask?9), sin=
k=0 n
Alors: S§(f) =—= f:f, sA(f) —= fabf-

if(a+k
k=1

En général, quand on parle de « somme de RIEMANN » tout court, on fait

Not Lrr N
ote référence a S (f)

Remarque 3
® Si on suppose en outre que la fonction f est de classe €' (ce qui sera le cas
dans la démonstration qui va suivre), alors on a la majoration de I'erreur sui-



vante : Par ailleurs, connaissant une expression de f, il est alors tres facile d’en déduire une
valeur approchée de son intégrale sur [a, b] a 'aide d'un outil informatique.

(b-a)’
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sup [f'],

[[7-5.) 7 sup

oi1 S,,(f) désigne I'une ou l'autre des sommes S (f), S4(f).
Les quantités S& (f) (resp. S4(f)) correspondent 4 la somme des aires des rec-
tangles verts (resp. bleus). Les points a = x,, ..., x,, = b sont espacés d'un pas

Preuve (Point clef— Relation de CHASLES, majoration d’intégrales, inégalité des accrois-
sements finis)

La convergence dans le cas ot f est de classe €° est admise. Nous allons montrer la majo-
ration de l'erreur dans le cas 6" et, par exemple, pour la somme des rectangles a gauche, ce

b—a . N A s , .
£ ’e . A qui suffira a prouver la convergence par théoréme d’encadrement : en effet,
p et « découpent » donc l'intervalle [a, b] en sous-intervalles de méme (b—a)?
lim sup|f’'| =0.
largeur. e fl

Le cas [a, b] = [0,1] est le plus classique. On a alors :
1 n-l n—aoo 1 n—oo 1

SY r(n) == [ (i) == [ o
I peut étre utile de savoir relier les deux sommes; en effet, on observe gra-
phiquement qu’elles ne différent « que d'un rectangle ». On a la relation :

st(f) =i+ L0,

Sa(f) Su(f)

4

METHODE DES RECTANGLES A GAUCHE ET A DROITE

a . .
pour k € [0, r], et M = sup|f’|. Cette borne supérieure existe
[a,b]
puisque f' est continue sur le segment [a, b], elle est donc bornée. On a alors :

['7-s50)|

b—
Ennotant x;, =a+k

0<

Z "”(f(t)—f(xk)) de

n—-1

)3

k=0

Z A - Flx)] de

> inégalités triangulaires pour les sommes
Xk+1

N

f()- f(xk)dt‘

inégalités triangulaires pour les intégrales

/A

Lhe+1 (b a)z

N t—x;)?
sz “M|t x”dt—ZM[m .

k=0

Xk
Donc par theoreme d’encadrement, nous obtenons :

b b
[[1-sin|=0 = jim sin=["r.

La méme convergence a lieu pour la somme a droite en changeant les bornes de la somme.

lim
n—oo

Preuve (Dans le cas monotone et [a,b] = [0,1]) (Point clef — Comparaison série-
intégrale)

On propose une preuve dans un contexte simplifié, en supposant que f est monotone sur
I'intervalle [0, 1]. On souhaite établir que :

i =7 2 1(5) == [\ sin=1 5 r(5) == [rwa

La preuve qui va suivre fonctionne de la méme fagon sur n'importe
quel intervalle [a, b]!

Note

Supposons par exemple que f est croissante, et soit k € [0, n—1].Ona:

[ croissante

e[ B Eerebit Lt crrer().
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Dans la fin de la preuve précédente, on a aussi finalement montré que si f est crois-
sante; les rectangles a gauche sont « en-dessous » des rectangles a droite, ce qui se
constate aisément sur un dessin.

Exemple 6 (Sommes de RiEMANN) Identifier les sommes ci-dessous comme
des sommes de RIEMANN, et en déduire les valeurs données des limites.
L 1 —
Z 270, In2.
=1 n+ k

R4

n-1 2 2
n“—k* p— ™ o
2. ) T, . Indication : On pourra effectuer le changement de
= n 4
variable x = sin t dans une intégrale
7

INTEGRATION NUMERIQUE. Lorsque I'on ne sait pas calculer explicitement une

intégrale, nous pouvons 'approcher al’aide d'une somme de RIEMANN comme nous

venons le voir. Avec les notations de Définition/Proposition 2, la quantité S,,(f) pour
b

n assez grand peut donc servir d’approximation de f f-On en déduit alors le script

a
Python suivant.

>_® (Méthode des rectangles (gauche))

def rectangle RG(f, a, b, n):

Calcule la somme des rectangles gauche associée a f
S=0
h (b-a)/n
for k in range(n):
S += f(a+h*k)
return S*h

_® (Méthode des rectangles (droite))

def rectangle RD(f, a, b, n):

Calcule la somme des rectangles droite associée a f
S =20
h = (b-a)/n
for k in range(1, n+1):
S += f(a+h*k)
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return S*h

Par exemple,
def f(x):
return x**2

>>> rectangle RG(f, 0, 1, 10**3)
0.33283349999999995
>>> rectangle RD(f, 0, 1, 10**3)
0.33383349999999995

Ce que l'on peut retrouver par le calcul.
1 1
f r?dr = -.
0 3

Remarque 4 Il existe beaucoup d’autres méthodes : celle du point milieu (mé-
thode des rectangles ol1 'on choisit le milieu des intervalles comme hauteur),
celle des trapezes (les rectangles sont remplacés par des trapezes), de Simp-
soN (les rectangles sont des branches de paraboles). Une méthode sera d’autant
meilleure qu’elle converge rapidement vers la bonne valeur théorique inconnue.

n INTEGRALES REMARQUABLES

Dans cette section, on se focalise sur I’étude de certaines intégrales particulieres. Les
deux premieres sont des grands classiques.

m Suites d’intégrales & Intégrales a paramétres

Mméthode (AN) 7.2 (Etude d’une suite d’intégrales) Considérons une suite (,,)
définie par:
b
vneN, u, =f f,(x)dx, f,:[a,b] — R continue pour tout 7.
a

En regle générale, dans ces exercices, il est bien stir impossible de calculer expli-
citement l'intégrale pour étudier (u,,), on passe donc par le théoreme de conver-
gence monotone.

1 VneN, u,. - f(fn+1(t) f,(£))dt. Ainsi, lamonotonie de (f,(x)),,

pour tout x € [a b] donne la monotonie de (u,,) (c'est-a-dire le signe de

Upt1 — un)
2. Il reste ensuite a montrer que (u,) est majorée ou minorée. Cela se fait en
encadrant f, (x).
Les résultats précédents s'appliquent aussi a des intégrales a « parametre
continu », c’'est-a-dire

b
I:AeR —»f Ax)dx, fi:[a,b] — R continue pour tout A.

Exemple 7 (Suite d’intégrales bornées) Montrer que les suites (I,,),(J,,) défi-
nies ci-dessous sont bornées. On rappelle que cela revient a trouver un réel M
indépendantde ntelque: VmneN, |I,|<M, |],|<M

1 x"
1. VneN, In:f —dx.
0o 1+x2
5’

1
2. VneN, J,= f x"arctan(1 — nx)dx.
0

Exemple 8 (Suite d’intégrales) Pour tout n € N, on pose :
1
I, :f In(1+x")dx.
0
1. Vérifierque pourtouty e R,, In(1+y)<y.

4
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2. En déduire un encadrement de I,,.

3. Etudier la nature de la suite (I,,) ,c-

Exemple 9 (Intégrale a parametre) Soit A € R*. On note I(A) = f
1

1. Montrer que I est bien définie sur R, et est décroissante.

4

2 Int
——dt
t+A

2. Enencadrantl’intégrale, montrer que : Alim I(A) =0.
—00

4

Remarque5 (Tracédel) >_® On peut aussi écrire une fonction Python d’en-
téte trace I(a, b) tracant la fonction I sur [a,b], a,b = 0. On utilise par
exemple une méthode des rectangles.
def trace I(a, b):

X = np.linspace(a, b, 10**3)

Y =[]
n = 10**3 # nombre de points de la méthode des rectangles
for x in X:

# éval de I(x)

S=0

h = (2-1)/n

for i in range(n):
S += ma.log(1+i/n)/(1+i/n+x)
Y.append(S*h)
plt.plot(X, Y)
trace I(0, 10)
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m Intégrales a borne(s) variable(s)

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux intégrales de fonctions dont une ou
plusieurs bornes de I'intégrales dépendant d’'une variable. Le théoréme ci-dessous
est clairement hors-programme, il faut donc uniquement en connaitre la démarche
de la preuve associée qui se retient en une phrase : introduire une primitive de I'in-
tégrande.

— Théoréme 4 | Intégrale a deux bornes variables [H.P]
Soient I un intervalle, a € T et f : | — R une fonction continue. Soient par
ailleurs u, v : ] — I deux fonctions dérivables sur J ol J est un intervalle réel.

Alors la fonctio(n
v(x

® gix— f estdérivable sur] et sa dérivée est donnée par :
u(x)

o vxe, g'(x)=d%( [ ';:’f)=f(v(x))~v'(x)—f(u(x))-u’(x).

Preuve  (Point clef — Introduire une primitive de lintégrande)

Puisque f est continue, choisissons une primitive de f notée F.
4

2

Mméthode (AN) 7.3 (Etude d’une intégrale a bornes variables) Soient I un inter-
valle, a un point de I et f : I — R une fonction continue. Soient par ailleurs

u, v :J] — I deux fonctions définies sur J ot1 J est un intervalle réel. Pour étudier
v(x)
la dérivabilité de x e ] — f,on:
u(x)
1. introduit une primitive de f, notée F.

U(x)f =Fouv(x)—Fou(x).

2. Alors:
u(x)
3. Justifier la dérivabilité et dériver a ’aide la formule de dérivation d’'une com-
posée.

4, Onobtientinfine: —
L dx | Jux)

mule ne doit pas étre apprise par coeur, il faut savoir la retrouver en dérivant

; (fuv(x)f) = fov(x)v'(x) - fou(x)u'(x) — cette for-

une composée.

Un point important est que le résultat ne dépend pas de F; inutile donc de cher-
cher a calculer F explicitement.

Exemple 10 (Fonction d’une variable dépendant d’une intégrale) Justifier
que f, g sont dérivables, ou f, g sont définies ci-dessous, puis calculer leur dé-
rivée. .

1. fi1xeR— fo V' 1+ t?dt. En déduire les variations de f.

4

2
X

2. g:xeR— f arctan(t?)dt. En déduire les variations de g sur R*.
—-X

3. 2@ On peut aussi écrire une fonction Python d’en-téte trace g(a, b),
utilisant 'une des fonctions Python rectangle RG ou rectangle RD, et tra-
cant la fonction g sur [a, b].

def trace g(a, b):

X = np.linspace(a, b, 10%*3)
def g(x):
return ma.atan(x**2)
Y = [rectangle RG(g, x, x**2, 10**3) for x in X]
plt.plot(X, Y)
trace g(0, 10)
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FICHE METHODES

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section, elles sont parfois com-
plétées par un nouvel exemple.

(Comparaison série-intégrale pour (f(n)),.y, f/ mono-
tone) Soit f : R — R ou définie au moins sur un intervalle du type [n,, oo avec
n, € N. La méthode consiste a (par exemple dans le cas ol f est croissante) :
® Lcrire: VkeN, Vee[k,k+1], f(k)<f(r)<f(k+1).
® Enintégrant entre k et k + 1, on déduit :

k+1
Vk €N, f(k)sfk F(6)de < f(k+1).

® Sil'on préfere, on peut aussi placer f(k) au milieu, puis éventuellement ap-
pliquer le théoréme d’encadrement pour obtenir klim flk):
—00

vk e N, fk'ilf(t)drsf(k)sfkk“f(t)dt.

Si le calcul de l'intégrale est possible, cela permet donc de régler celui de
klim f (k). Lencadrement permet aussi de trouver des équivalents.

(Etude d’une suite d’intégrales) Considérons une suite (,,)
définie par :

b
vneN, u, =f f,(x)dx, f,:[a,b] — R continue pour tout 7.
a

Enregle générale, dans ces exercices, il est bien stir impossible de calculer expli-
citement l'intégrale pour étudier (u,,), on passe donc par le théoréme de conver-
gence monotone.

1. VneN, u,. - f (f1(2) = f,,(¥)) dt. Ainsi, la monotonie de (f,,(x)),,

pour tout x € [a b] donne la monotonie de (u,) (c'est-a-dire le signe de
Upt1 — n)
2. Il reste ensuite a montrer que (u,) est majorée ou minorée. Cela se fait en
encadrant f, (x).
Les résultats précédents s’appliquent aussi a des intégrales a « parametre
continu », c’est-a-dire

b
[:AeR— f fAlx)dx, fi:[a,b] — R continue pour tout A.

(Etude d’une intégrale a bornes variables) Soient I un inter-
valle, a un point de I et f : I — R une fonction continue. Soient par ailleurs
u, v :J — I deux fonctions définies sur J ou J est un intervalle réel. Pour étudier
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v(x)
la dérivabilité de x € ] — f,on:

1.
2,
3.

u(x)
introduit une primitive de f, notée F.
v(x)
Alors : f=Fouv(x)—Fou(x).

u(x)
Justifier la dérivabilité et dériver a I'aide la formule de dérivation d’'une com-

posée.
. . d v(x) . .
On obtient in fine: x f fl=fov(x)v'(x)-fou(x)u'(x)— cette for-
X u(x)
mule ne doit pas étre apprise par coeur, il faut savoir la retrouver en dérivant
une composée.

Un point important est que le résultat ne dépend pas de F; inutile donc de cher-
cher a calculer F explicitement.

QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO

Question

Définition et convergence de
la somme de RIEMANN d’'une
fonction f continue sur [0, 1]

Réponse

1 n-1

S, = 5 f
. k=0
fo F(0)de

[0+

k(1-0)
n

n—oo
B ——

Commentaire

Bien mentionner
que f est continue
si ce nest pas
précisé. Saider
d’'un dessin en cas
de besoin. La
somme converge
encore avec pour
bornes 1 et n.
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EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,

il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
1. Connaitre la notion d’intégrale et les différentes propriétés de 'intégrale :
® définitiondel'intégrale ...t e O
® linéarité et relationde Chasles .......... ... .o, O
® savoir encadrer des intégrales ....... ...t a
® positivité et croissance del'intégrale ............ ... ... il ([
® fonction positive etintégralenulle ......... ... ... ... i ([
2. Savoir reconnaitre utiliser les sommes de RIEMANN pour calculer des sommes ... [J
3. Savoir implémenter la méthode desrectangles ....................cooiiiiii O
4. Savoir étudier les familles d’intégrales, et les intégrales a bornes variables ....... O
Etudes de fonctions définies par des intégrales
Exercice 1 | Soitla fonction f définie sur R par:

25,
Vx €R, f(x):f e ' drt.

Montrer que f est de classe € sur R, calculer f’ et étudier les variations de f.

Solution (exercice 1)

Montrons que f est définie sur R :

o Les fonctions x — x et x — 2x sont bien définies et continues sur R.

o Lafonctiong:t — e~ est continue sur R comme composée de fonctions
continues. Ainsi il existe une primitive G de g sur R.

o Pour tout x € R, on a bien que: [x,2x] cRou [2x,x] < R.

Montrons que la fonction f est de classe € sur R : on a pour tout x € R,

f(x) =G(2x) — G(x) avec G une primitive de g sur R.

o La fonction g est de classe € sur R comme composée de fonctions de
classe €. Ainsi sa primitive G est elle aussi de classe € sur R.

o Les fonctions x — x et x — 2x sont de classe € sur R.

Ainsi par composée et somme de fonctions de classe €°°, la fonction f est

bien de classe € sur R.

Calcul de sa dérivée : 1a fonction f est donc en particulier dérivable sur R et on

apourtoutx e R: f'(x) =2G'(2x) -G/ (x) =2g(2x) — g(x) = 2e~4 e =

e (2e73% - 1).

® Variations de la fonction f : comme une exponentielle est toujours stricte-

—-3x2 —3x2

ment positive, la dérivée est du signede 2e ™™ —1.0rona:2e™>* —-1<0 <

In2
x2= 5 On obtient ainsi le tableau des variations suivant :

X —o0 _,/In2 In2 o0
3 3
f'(x) + 0 + 0 -
0
f
0

® Limitesen +o00:

¢ Limite en +oo : comme on peut supposer x > 0 car on regarde la limite en
+oo,0na:

x<t<2x = x2<i<dx? = —Axl< i<t = e e e
par composition par les fonctions carrée et inverse respectivement stric-
tement croissante et décroissante sur R** et par multiplication par —1 < 0.
On adonc

— Les fonctions ¢ — e~

[x,2x].

— x<2xcarx>0.

— Pourtoutt e [x,2x]:e ™ <e ™ <e ™.
Ainsi d’aprés le théoreme de croissance de 'intégrale, on obtient que :

2x 2 2x 2
f e 4 dtsf(x)sf e dt

X

4x? —1? —x? :
, I — e ettr — e sont continues sur

—4x2 2
= xe ™ < f(x) < xe ™.
1
. —4x? . 2 .
Onremarque alorsque: lim xe = lim = 0 par croissance com-
X
X—+00 X—+o02e
1
) 2 2 A . —x2 . Xz
parée et en ayant posé X = 4x“. Deméme,ona: lim xe™ = lim — =
X—>+00 X—+00 eX

0 par croissance comparée et en ayant posé X = x*. Ainsion a:

) Cax? ) 2
— lim xe™* =0= lim xe™
X—+00 X—+00

— xe < f(x) < xe . Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on
obtient que : xirrioo f(x) = 0. Etla courbe 6 admet une asymptote ho-
rizontale d’équation y = 0 au voisinage de +oo.

¢ Limite en —oo:
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Comme on a: x < 0 car on regarde la limite en —oco, on a:

_ 2 _42 2
2x<t<xe= x’<t?’<4x’ = -4x’<-t’<-x* = e ¥ el e

par composition par les fonctions carrée et inverse toutes les deux stricte-
ment décroissantes sur R™* et par multiplication par —1 < 0. On a donc

. p— 2 — — .
— Les fonctions t — e ™", t — e et t — e™* sont continues sur
[2x, x].
— 2x<xcarx<0.
2
X

a2
— Pourtoutte[2x,x]:e”* <e ' <e
Ainsi d’aprés le théoreme de croissance de 'intégrale, on obtient que

fxe“‘xzdt <-f(x) < fxe‘xz dr
2x 2x

— —xe ' < —f(x) < _xe ™ —= xe ¥ < f(x) < xe ™,

2
4x?

Onremarquealorsque: lim xe™ = lim = 0 par croissance com-
X——00 X—+002eX
1
2 P 2 ~ _x2 Xz
parée et en ayant posé X = 4x“. De méme, on a: 11m xe* = lim —=
—00 X—+00 eX
0 par croissance comparée et en ayant posé X = x 2 Ainsiona:
. — 2 . p—
— lim xe™* =0= lim xe™

X—>—00 X—>—00
2 2
— xe™ < f(x) < xe™*". Ainsi d’apres le théoréme d’encadrement, on
obtientque: lim f(x) = 0.Etla courbe 6, admet une asymptote ho-
X—>—00
rizontale d’équation y = 0 au voisinage de —oo.

. 2x dt

Exercice 2 | Soit flafonction définie par: f(x) = f —_—
oyt +1

1. Déterminer le domaine de définition de f, et étudier sa parité.

2. Etudier les variations de f.

3. ATlaide d'un encadrement, déterminer la limite de f en +oo.

Solution (exercice 2)
1. ® Lesfonctions x — x et ic — 2x sont définies et continues sur R.

Vit+1
tient de fonctions continues car 1 + t* > 0 comme somme de deux termes
positifs dont I'un est strictement positif.

® Pour tout x € R, on a bien que : [x,2x] cRou [2x,x] cR.

Ainsiona:

® Le domaine de définition est2 bien centré en 0.
—2X
® SoitxeR,ona: f(-x)=

® Lafonctiong:t— est continue sur R comme composée et quo-

- th+1

On pose alors le changement de variable suivant :

de —du
Vit+rl Vur+l
Onat=-x = u=xett=-2x = u=2x.Deplus:
o :t— —testbien de classe €' sur [-x,-2x].

u=-t, du=-dt,

¢ u— ———— est bien continue sur [2x, x].
ut+1
Ainsi d’apres le théoréme de changement de variable, on a : f(-x) =
fo —du fo
* oyut+l Vut+1

muette.

= —f(x) car la variable d’intégration est

Donc|la fonction f est impaire] et il suffit donc de I'étudier sur R*.

1
2. ® Sion note G la primitive de la fonction g : ¥ — ———— qui existe bien

tt+1
sur R car g est continue sur R, on obtient alors pour tout x € R: f(x) =
G(2x) - G(x).

® De plus la fonction g est continue sur R donc sa primitive G est de classe

" sur R et ainsi elle est en particulier dérivable sur R. Ainsi f est dérivable
sur R comme composée et somme de fonctions dérivables.

® De plus, pour tout x e R, ona: f'(x) = 2G'(2x) - G'(x) =2g(2x) —g(x) =
2 1

- . On met alors tout au méme dénominateur puis
V1ext+1  Vxt+1
on utilise la quantité conjuguée et on obtient alors que pour tout x € R :
, 3(1-2x%)(1+2x?)

(%) =

V16xt +1vV x4 +1(V16x4 + 1+ Vxt +1)
du signe de 1-2x? car tous les autres termes sont positifs. Ainsi on obtient
le tableau des variations suivants :

. Cette dérivée est alors

x —00 —% % +00
f'(x) - 0 + 0 -
0
f
0

3. ® Encadrement de la fonction f : on remarque que,six 20:x < f <2x <

1 < 1 <
V1ext+1 Vrt+1l  Vxt+1

en utilisant le fait que la fonction racine
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carrée est strictement croissante sur R* et que la fonction inverse est stric-
tement décroissante sur R**. Ainsi, on a donc :
1

1 1
o Les fonctions t — ——,t — ———=ett — ——— sont

V16x* +1 Vit+1 Vxt+1l

continues sur [x, 2x].

o x<2xcarx=0.
1 1 1

< < .
V1ext+1  Vir+1  Vxt+1
Ainsi d’apres le théoreme de croissance de I'intégrale, on obtient que :

o Pourtoutt € [x,2x]:

L <)< —
— X)Ss —.
vV 16x% +1 Vit +1
® On a ainsi
¢ Pourtoutx =0 ;<f(x)<L
16x*+1 Vxt+1
. X . X L. X
o lim ————= = lim ———— = 0 en écrivant que : —— =

Tt J16xt+1 0 PO Vxt+1 V16xt+1

X 1 . ) . .
= puis par composée, somme et quotient de li-
x2 \/ 1+ % x\/ 1+

mites.

Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on a : lirri f(x)=0] et la
X—+00

courbe € admet une asymptote horizontale au voisinage de +oo.

® Par imparité de la fonction, on obtient aussi que | lim f(x)=0]| et la
X——00

courbe € admet une asymptote horizontale au voisinage de —oo.

Exercice 3 | Onpose f(t)=te 7 sit+0et f(0) = 0. Etudier:

1 fx
lim ;fo F()dt.

x—0t

Solution (exercice 3) On pose g la fonction définie par : g(x) =
1 rx

— t)dt.

[

® Etude du domaine de définition de g.

o Lafonction f est définie sur R. Etude de la continuité de f sur R :1a fonction
f est continue sur R* comme produit et composée de fonctions continues.
Etude de la continuité a droite en 0 : On a par propriété sur les quotient,
composée et produit de limites que : th_I,I}ﬁ f(t) = 0. Ainsi f est continue
a droite en 0. En particulier, la fonction f est continue sur [0, +oo[. Ainsi
il existe bien une primitive F de f sur R* eton a: F(x) = foxf(t)dt si on

prend la primitive qui s’annule en 0.

F(x
o Ainsi, onaque g(x) = Q et ainsi la fonction g est définie sur R*.
X

® FEtude delalimite de g en 0" : on remarque que pour tout x > 0,ona: g(x) =

F(x F(x)-F(0
Q. Or F(0) = 0 et ainsi on a pour tout x > 0: g(x) = M Ainsi
b

g se met sous la forme du taux d’accroissement a droite en 0 de F. Il nous
faut donc étudier la dérivabilité a droite en 0 de F. Mais on a montré que la
fonction f est continue sur R* donc sa primitive F est de classe €' sur R* et
en particulier elle est bien dérivable a droite en 0. Ainsi la limite de g a droite
en 0 existe eton a: JCli_rn)mg(x) =F'(0). Oron a: F' = f ainsi on obtient que :

Tim g(x)=f(0)=0.

. 1 [x 2
Exercice 4 | cCalculer: lim —

—dr.
x—l1x—1J1 1+1¢2

Solution (exercice 4)

OII |)()Se X)=
° —

dz. La fonction f est bien définie sur R car les fonc-
t2

tions x — 1 et x — x sont continues sur R, la fonction ¢t — est conti-

+12
nue sur R et ainsi pour tout x € R, on a bien que la fonction f est continue sur
[1,x].
2
Cette fonction est continue sur

® On définit de plus la fonction g : t — 7
R comme somme et quotient de fonctions continues et ainsi elle admet bien
une primitive G sur R, primitive qui est alors de classe €' sur R. On a alors

pourtout x e R: f(x) = G(x) — G(1).

® On pose alors pour tout x € R~ {1} : h(x) = f(_x) On remarque alors que
x —
G(x)-G(
I'on a pour tout x € R~ {1} : h(x) = Ll() ce qui correspond au taux
x —

d’accroissement de la fonction Gen 1.

® Pour calculer lalimite de £ en 1, il faut donc étudier la dérivabilité de la fonc-
tion G en 1. Or la fonction G est de classe €' sur R comme primitive d'une
fonction continue sur R et ainsi elle est en particulier dérivable en 1. Ainsi la

1 1
limite de h en 1 existe et vaut G'(1) = g(1) = 3 Donc limlh(x) =5
X—

dz.

) Int
Exercice 5 | Soit f lafonction définie par: G(x) = flx 1 _r:tz

1. Ensemble de définition de G?
2. Montrer que G est de classe € sur son ensemble de définition.
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3. Calculer G'. Conclusion?

Solution (exercice 5)

1. On pose la fonction f : t —

Int
.Ona:
1+ ¢2

. . . 1 .
La fonction x — x est continue sur R et la fonction x — — est continue

b
sur R*. Ainsi le domaine de définition de G est déja forcément inclus dans
IR*
Lafonction f est continue sur R** comme somme et quotient de fonctions

continues. )
x,—| cR™, on

Comme on veut que pour tout x € 9 :
X

1
—,x] cR** ou
X

doit imposer que x > 0.

Ainsi, on obtient que :

2. ©

La fonction f est continue sur R™* ainsi il existe une primitive F de f sur
R**. De plus cette primitive est alors de classe €' sur R™*.

1
On a alors pour tout x > 0: G(x) =F(x) - F (;)

|La fonction G est alors de classe €' sur R** |c0mrne composée et somme

de fonctions de classe 6.

Comme la fonction G est de classe €' sur R**, elle est en particulier déri-

vable sur R**.

Et pour tout x > 0, on a: G'(x) = F/(x) + iF’(l) flx)+ 2f()l—c) =
Inx 1 -lnx Inx Inx

" L= _

1+x2 22 1+ = T14x? 1+a2

Comme la derlvee est nulle sur l'intervalle R™*, la fonction G est donc

constante sur R™™. En prenant par exemple x = 1, on a : G(1) =

1
f f(t)dt = 0. Etainsi pour tout x >0: G(x) =0
1

:|La fonction G est la fonction nulle. ]

Exercice 6 | Intégrale a parametre — Extrait Agro-Véto Soit f la fonction définie
sur R par:

VxeR f(x)= f

sm(tx)
1+ t2

Montrer que f est bien définie et calculer f(0).
—® Alaide des sommes de RIEMANN, écrire f(x) comme une limite pour tout

X, puis proposer un script permettant de retourner une valeur approchée de f(x).
Tracer alors la fonction f sur I'intervalle [0, 10].

Montrer que pour tous x,y €R, |f(x)-f(y)| < —|x vl

4. Montrer que f est continue bornée sur R.

Solution (exercice 6)

1. Puisque pour tout x € R, t —

définie. De plus,

1= [o-@

2. On peut écrire que :

1 7= 1 ln(xk)

f(x)=lim =)

n—oon 2o 1+ (& '
On déduit alors le script suivant.

def g(t, x):

sin(tx )

return ma.sin(t*x)/(1+t**2)

def f(x):

est continue, la fonction f est bien

retourne une approximation de f(x) suivant la méthode |

— des rectangles a gauche

a=0
b=1
n = 10%%*3
S=0
h = (b-a)/n

for i in range(n):

S += g(a+h*i, x)

return S*h

Ensuite, on trace.
X = np.linspace(0, 10,
= [f(x) for x in X]
plt.plot(X, Y)

10%%*3)
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05 4

04 4

03

02 q

01 A

00

3. Constatons déja que pour tout a,b € R, on a l'existence d'un ¢ €]a,b|
(puisque sin est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[) vérifiant :
|sin(a) —sin(b)| = |cos(c)||b — al,
donc finalement on a montré que :
Va,beR, |sin(a)-sin(b)|<|b-a|. (%)
Soient x, y deux réels. Alors

1
£ =FW)I < [ T lsin(rx) —sin(ey) | dr >
(x)
11
sj(; 1+t2|1fx—ty|dt

L 4 1
<|x—y|f0 s dr=lx-yl [In(+ ).

Finalement, on a établi :

In2

Vx,yeR, [f(x)-f(¥)l< - lx =yl
4, Vérifions par exemple la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit a €
Ret (x,) telle que x, —— a. Montrons que f(x,) —— f(a). D’apreés la

question précédente, on a :

In2
VneN, Oslf(xn)_f(a)lsTlxn_a|’

. n—:oo 2 N
puisque |x, —a| —— 0, le théoreme d’encadrement permet alors de
n—:o0

conclure: f(x,) —— f(a). Donc f est continue en a pour tout a, donc

est[continue sur R]. De plus, pour x € R,

1. dr 1 dt o
|f(x)|<f0 sin(rx)] - sfo I

1+t2 4
Donc [F est bornée

Etudes de suites définies par des intégrales

Exercice 7 | Intégrales de WALLIS Soit 72 un entier naturel, on pose alors :

I,= fi sin”?(¢)dr.
0

1. 11) Calculer,, I, L,.

1.2) Montrer que la suite (I,,),cn €st décroissante. Est-elle convergente ?
2. 21) ATlaide d’une intégration par parties, montrer que

vreN, (n+2),,,=Mm+1)I,.

2.2) Endéduire que, pour p e N*, ona
3 1><3><5><---><(2p—1) bl
P 2x4x6xx(2p) XE
I B 2><4><6><---><(2p)

LT 1 x3x5x - x (2p+1)

23) Calculer nl,I,_; pour n € N*.

I

I

n

<

3. 31) Montrer que, pour tout n € N*,

I I

n-2 n-1

. I,
3.2) Montrer que: lim
n—-+oo 1

ne
3.3) Utiliser le résultat de la question 2.2) pour en déduire un équivalent de la
suite (1,,) ;en-

=1eten déduire quel, ~1,_,.

Solution (exercice 7)
I
1. Comme, pour tout n € N, la fonction t — sin”(¢) est continue sur IO, 5], I,

existe bien. .
I T I I

1) [,= fz 1dr = > etl, = fz sin(¢)dzt = [-cos(t)]; =1.Pourl,:
0 0

I, = f? sin?(¢)dt
0

= fog %(1 —cos(2t))dt

n
2

1 sin(2t)
2 2 0
1(m B

=—(—-0)= |
2\2 4

12) FEtude de la convergence de la suite (I,,) ,c. Soit 2 € N fixé. On a

I,.,-I, =Fsin"“(t)dt—ffsm"(t)dt:Fsm"(t)(sin(t)—l)dt.
0 0 0

On utilise alors le théoréme de positivité de I'intégrale pour conclure.
On a en effet :
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2. 21)

T
® — sin”(t)(sin(¢) — 1) continue sur [0, E]

T
® 0<—
2

® Pour tout t € ,ona:sin"(t) =0 et sin(¢) < 1. Ainsi, pour tout

U
0, -
2

sin”?(¢)(sin(¢) —1) <0.

Ainsi, d’apres le théoreme de positivité de I'intégrale, on obtient :

n
re [0,—],ona:
2

[,g,-1,s0 <=1, <I,.
Ainsila suite (I,,) ey €st décroissante. Montrons que la suite (1,,) ,,en €St
minorée par 0 : soit n € N, on utilise encore le théoréme de positivité

de l'intégrale :

n . n
® t— sin”(t) continue sur 0,5
® 0<-—

|

® Pour tout f € |0, El, ona:sin”"(t)=0.

Ainsi, d’apres le théoréme de positivité de I'intégrale, on obtient: 1, = 0.
Ainsi, on vient bien de montrer que la suite (I,,),cy €St minorée par
0. La suite (I,,),en €st ainsi décroissante et minorée par 0, d’apres le
théoréme sur les suites monotones, elle est donc convergente. On peut
aussi remarquer que le théoreme de séparation permet aussi de mon-
trer que : pour tout n € N, on a méme : I,, > 0. Vérifions cela :

b
® f : t— sin"(¢) continue sur |0, E]

e0< ® Pour tout ¢t €

A

B
0,—(, on a :
2

sin”(¢) = 0.
o, %0.

Ainsi, d’apres le théoreme de séparation de I'intégrale, on obtient :

. Ceci servira dans la suite.

Dés que l'on veut une relation de récurrence sur une suite définie par
une intégrale, il faut penser a utiliser une intégration par parties. Soit
neN,onaici:

I.,= ff sin"™*2(1) dr = fi sin™(£)(1 - cos?(1)) dt
0 0

=1, —fi sin”(t) cos?(t)dt.
0

On fait alors une intégration par parties sur le deuxieme terme

2.2)

LS

fé sin”(t) cos?(t) dt en essayant de faire apparaitre I, ,.
0
fé sin”(¢) cos?(t)dt

0

=f2 (costsin™(t)) cos(t)dt
0 "
=v/(t) =u(t) sin"”,cos
. b <g1
1 2 sin ! (t 3 sont
= f2 sin”*1(¢)(-sint)dt + sin®" (£)
n+1Jo +1

1
= —m1n+2 +0.

Ainsi, on obtient au final :

x cos(t)

1 n+2
P g mlmz =1, = |(n+2)l,,, = (n+1)L,}

In+2 = In -

A faire par récurrence. Il faut aussi savoir retrouver ces formules tout
seul, sans qu’elles soient données, par itération de la formule de récur-
rence démontrée ci-dessus. De plus, il faut aussi savoir obtenir ces for-
mules sous forme factorielle. On le fait pour I,,. L'idée est toujours la
méme : on multiplie les nombres impairs par tous les nombres pairs
manquant afin de faire apparaitre une factorielle :

1x3x5x-x(2p-1)

2x4x6x-x(2p)
_1x2x3x4x5x6x--x(2p-2)x(2p—1) x(2p)
B 2x4x6xx(2p)x2x4x6x-x(2p)
(2p)!
(2x4x6x - x (2p))?

Ensuite, il reste a faire apparaitre des factorielles au dénominateur
aussi. Ici, I'idée est d’utiliser le fait que tous les termes sont pairs :

2x4x6x--x(2p) = (2.1)x(2.2)x(2.3)x-=-x(2.p) = 2P x(1x2x3x---xp) = 2P x(p)\.

2.3)

Ainsi, au final, on obtient :

Ix3x5x-x(2p-1)  (2p)!
2x4x6x-x(2p) 227 x(p!)?’
2p)!
Puis, on obtient alors : Iy, = l x E.
22 x (p1)? 2

Ici il faut utiliser les deux formules démontrées précédemment en dis-
tinguant deux cas : n pair et n impair :
® (Cas n pair n = 2p, on obtient :

nInIn—l

= (ZP)IZpIZp—l
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3. 31)

3.2)

) 1x3x5x-x(2p—1) W 2x4x6x--x(2p-2)
= X X —X
p 2x4x6x-%x(2p) 2 1x3x5x--x(2p-1)

1 =
=(2p)x — x —.
(2p) 22
— n .
Ainsi,ona:nl,I,_, = 2 dans le cas n pair.
® Casnimpairn=2p+1:
nl, 1,
=(2p+ 1,41,

2X4x6x---x(2 1x3x5x--x(2p—-1 oL
_(2p+1)x 2p) @p-1) =
1x3x5x-x(2p+1) 2x4x6x--x(2p) 2
@p+1)x— x L
= X — X —,
P 2p+1° 2
n
Ainsi,ona:nl,I,_, = 2 dans le cas n impair.
. . T
Ainsi, dans tous les cas, on obtient que :|nl,I,_, = ot

On peut tout de suite commencer par remarquer que 'on peut bien

diviser parI,,_, etI,_; car on a démontré que, pour tout n e N: I, > 0.

On sait de plus que la suite (I,,),,cn €St décroissante, ainsi, on a:
I,<I, <I,,.

La premiere inégalité donne, en divisant des deux co6tés parI,_, > 0:

n

I,<1,,, = < 1. La deuxiéme inégalité donne en passant a I'in-
n-1

. Puis en

. .. 1
verse, les deux termes étant strictement positifs : <
n-2 n—-1

n

< . On a bien ob-

n-2 n-1

multipliant par I,, > 0, on obtient bien que :

tenu I'inégalité voulue, a savoir :
I

n
< <1

Lo

I

n-2

n

On connait la valeur de car la relation de récurrence obtenue a la

n-2
question 2 donne le lien entre I,, et I,,_,. On obtient ainsi : nl,, = (n —
T n—-1
1)1,,_, et ainsi : =
n-2

. On obtient donc :

n
n—l< I,

~ s 1-
n Ly

Ainsi, on a, en utilisant le théoréme des mondmes de plus haut degré :

In

Le théoréme d’encadrement assure alors que : lim
n—+oo

= 1. Ce qui
n-1
est équivalent au fait que: I, ~1,_;.

3.3) Onpeut toujours multiplier des équivalents. Ainsi, comme on sait que :

I, ~1,_;,onobtient: nl% ~ nl,_,1,.On peut alors utiliser la relation :

T 1 n . ..
nl,l,_ ;= 7 On en déduit que : nl% ~ 7 Puis, en divisant par n et en
n—oo
passant a la racine carrée (pour rappel : on ne peut pas composer des
équivalents sauf pour des puissances, donc on peut passer a la racine

carrée), on obtient :

' IEG
"o\ 210

. 1
Exercice 8 | OndéfinitpourtoutneN: 1I,= f x"sin (mx)dx.
0
1. Montrer que la suite (I,,),,cn converge quand n tend vers l'infini et calculer sa li-

2. Calculer]jetl;.
3. Trouver une formule de récurrence.

Solution (exercice 8)
1. ® Montrons que la suite est bien définie. Soit n € N. La fonction x —

x"sin (nx) est continue sur [0, 1] donc I'intégrale I,, existe. Ainsi la suite
est bien définie.

Encadrement de I,, pour tout n € N. Pour tout x e R: —1 < sin(mx) < 1et
comme x € [0,1],ona:x" = 0etainsi, on obtient que: —x" < x" sin (11x) <
x".

® Les fonctions x — —x", x — x"sin(mnx) et x — x" sont continues

sur [0,1].

L XIE ® Pour tout x € [0,1], —x" <

x"sin(nx) < x".

On a ainsi, d’aprés le théoreme de croissance de 'intégrale :

1 1 xn+1 xn+1

f —x”dxslnsfx"dx@ - <I,s< |-
0 0 n+1 n+1

1 1
= - <I,< .
n+1 n+1
. 1 N PN
Comme lim - = lim = 0, d’apres le théoreme d’encadre-
n—+o0 p+1 n—toop+1

ment, on obtient que la suite converge et que : lin}r I,=0.
n—+oo
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1
2. Iozf sin(mx)dx =
0

b2

p1

—cos(mx)

0

1
eI = f xsin(nix) dx. Pour effectuer le calcul, on effectue une intégration
0
par parties.
1
I, = f x sin(mx)dx
0 :=u(x)ﬁ’_‘

Py 1
=v(x) X — X,x — —— cos(nx) sont €'
b1

1
1 X cos(mx

:—f cos(mx)dx + —¥
1t Jo 0

_ 1 |sin(mx) ! xcos (mx) 1_
| | 0 T o LT

3. Deés que 'on veut une relation de récurrence pour une suite définie par une

intégrale, on fait une intégration par parties. Soitn =2:

1
I, :j(; x" sin(mx)dx )
=u(x) =0/ (x) x — x",x — —— cos(nx) sont

11 x"cos(nx)|' /€
—f nx" ! cos(nx)dx + X" cos (nx)

pLs

1 Jo

nrtr 1
—f x" Ycos(nmx)dx + —.
1 Jo B
Pour retomber sur 'intégrale de I'énoncé, nous devons alors refaire une in-
tégration par parties.

1 1
f x" 1 cos(mx)dx :f x"1 cos(mx)dx S
0 — X , X
=u(x) =0 (x) 1 .
1 ;sm(n
1 1 . x" Lsin (mx) sont
= ——f (n—1)x"2sin(nx)dx + | ———M—= !
1 Jo
0
n—1
= — In_2 + 0.
b
En combinant les deux égalités, on trouve alors :
[ - 1 n(n- 1)I
n T n_g n-2|

Ainsi on a bien trouvé une relation de récurrence qui nous permettrait de
calculer I,, en fonction de I, si n impair ou I, si n pair.

. 1
Exercice 9 | PourtoutneN,onnote: J,= f x"e *dx.

0

2. Trouver une relation de récurrence entre J,, et],,, ;.
3. En déduire que:
1 1
- < .
(n+l)e (n+1)(n+2)
Trouver un équivalent simple de J,, quand 7 tend vers I'infini.

VneN, 0<]J,

Solution (exercice 9)

1. ® Montrons que la suite est bien définie : soit n € N fixé. La fonction f,, :
x — x"e™” est continue sur [0,1] comme composée et produit de fonc-
tions continues. Donc J,, existe et ceci pour tout n € N donc la suite est
bien définie.

® Pour montrer en méme temps que la suite est convergente et trouver sa
limite, on utilise le théoreme d’encadrement. Ainsi on commence par en-
cadrer I'intégrale, et pour cela, on trouve un encadrement de la fonction a
I'intérieure de I'intégrale. On a:

0sx<l<e -l<s-x<0<<el<e <l x"e!<f,(x)<x"
Ici on a utilisé le fait que la fonction exponentielle est strictement crois-

sante sur R et le fait que x” > 0. D’apres le théoreme de croissance de I'in-
tégrale, on a donc:

1 ) 1 e} 1
f x"e” dxs]nsf x"dx < <J, < .
0 0 n+1 n+1
et . 1 L : :
Or lim = lim = 0 par propritété sur les quotients de li-

n—+oop+1 n—+oop+1

mites. Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, ona:| lim J, =0|
n—+oo

2. Dés que l'on cherche une relation de récurrence avec une suite définie par
une intégrale, il faut penser a faire une ou plusieurs intégrations par partie.

1
Onalj,,, 2[ x"*e > dx. Alors :
0
1
) =f X"+l e=% dx
=u(x) =v'(x) n

) x— x™ x — —e7* sont €'
- —f (n+1)x"(—e*) dx + [x"1(—e™)]L
0

= (n+1)]n—l.
e

1
Dongc, pourtout n e N,ona:|J,,.; =(n+1)J,——|
e

S : ‘o ) L Jan
3. D’apres la question précédente, on a, pour tout n e N:J, —

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

1. Montrer que la suite (J,,),cn converge quand n tend vers I'infini et calculer sa li- - , R e(n+1) n+l
mite On peut alors utiliser 'encadrement obtenu dans la premiere question et on
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o1
a iy S

-1
€ <In+1 < 1
n+2 n+l1 n+2

1
<J. . < -t Comme n + 1 > 0, on obtient alors que :
n

_1 J
——,onadoncbien: 0 < “ntl o ——, soiten
n+2 n+1 n+2

1 1
- <
e(n+1) n+2
demandé. L'inégalité démontrée ci-dessus est équivalente a :

L ! L 1< In <1+

—<]J, < + — 1
(n+l)e (n+1)(l’l+2) (n+l)e (n+1)e

Comme de plus,ona: 0 <

remplacant avec ], : [0<],

, ce qui est bien le résultat

e
n+2

e
Or lim 1= lim (1 + ?) = 1 par propriété sur les quotients de limites.
n

n—+oo n—+oo

Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on obtient que : lim

1
Jp ~ —|

1 .
Onadonc:J, ~ ———,soit |J,
n—oo €N

n—oe(n+1)

Exercice 10 | Intégrale au service d’un équivalent

n n+1
1. Montrerque: VneN-", f ln(x)dxsln(n!)s[ In(x)dx.
1

2. En déduire que: In(n!) ~ nin(n).

Solution (exercice 10)
1. Soit k e N*. Alors :

Vxelk k+1], In(k)<In(x)<In(k+1).
Donc en intégrantentre k et k + 1 :
k+1
In(k) s[ In(x)dx <In(k +1).
k
Sommonsentre k=1letk=n:
n n k+1 n
Y In(k)< ) In(x)dx < ) In(k +1).
k=1 k=17k k=1
Puis par propriété du logarithme et relation de CHASLES,
+1
In(n!) < f In(x)dx < In((r + 1)Y).
1

On peut ensuite remettre le terme souhaité au milieu :

n n+1
f In(x)dx < In(n!) < f In(x) dx.
1 1

. le
Exercice 11 | On considere la suite d’intégrales J,, = f
0

1
. CalculerI = f

2. On sait qu'une primitive du logarithme est x — xIn(x) — x sur R**. Donc
[xIn(x) — x] <In(n!) < [xIn(x) —x]7*.
D’oty, apres calculs :
nln(n)-n+l1<ln(n)<(n+Dn(n+1)-(n+1)+1.
Et enfin, en mettant nlnn en facteur :

1_L+ 1 Sln(n!)s(n+1)ln(n+l)_i. (%)
Inn nlnn nlnn ninn Inn
Mais
(n+DIn(n+1)  In(n+1) W(n)+In(1+1) +ln(1+%) oo o

nlnn o In(n) Inn - Inn
Le théoreme d’encadrement dans (*) permet alors de conclure :

‘ln(n!) ~ nln(n)‘.

—nx

dx avec n e N.

e’ +1

X

1 dx. Exprimer J, en fonction de I et en déduire la valeur de
0 e

Jo-

. Montrer que la suite (J,,) ,eny converge quand n tend vers U'infini et calculer sa li-

mite.

. Montrer que la suite (J,,) ,en €st décroissante. En déduire sans calcul supplémen-

1 1
taire que : EU" +Jp) ST, S E(]n +Jpo1)-

. Calculer la valeur de ], +]J,,,; en fonction de n.
. En déduire la limite de la suite (n]J,,),,cn. En déduire un équivalent de J,, quand n

tend vers l'infini.

Solution (exercice 11)

1. ® Lafonction x —

1 est continue sur [0, 1] comme somme et quotient

e

de fonctions continues. Ainsi 'intégrale I existe. De méme, la fonction
1

e’ +1
tions continues. Ainsi I'intégrale J existe.

X —

est continue sur [0, 1] comme somme et quotient de fonc-

1 e +1 e’
® On remarque que pour tout x € [0,1] : = -
o Tk coooer+l et+l o er4l
intégrant cette égalité, les 3 fonctions étant bien continues et en utilisant

. Ainsi en

1
la linéarité de I'intégrale, on obtient que : J, = / dx -1
0
!
® (alcul deI: on reconnait une primitive usuelle de la forme — et ainsi on

obtient que : T=[In|1+€*|]; =[In2-1In(1 +e)|
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® (Calcul de ], : On obtient alors que

Jo=1-In2+In(1+e)|

2. ® Montrons que la suite est bien définie. Soit n € N fixé. La fonction f, :

—nx

X —

est continue sur [0, 1] comme composée, somme et quotient

de fonctions continues. Donc]J,, existe et ceci pour tout n € N donc la suite
est bien définie.

® Pour montrer en méme temps que la suite est convergente et trouver sa li-
mite, on utilise pour cela le théoréme d’encadrement. Ainsi on commence
par encadrer I'intégrale en utilisant le théoreme de croissance.

0sx<l<<=2<e*+1<e+1

1 1 1 e ¥ e ¥
— < <S- = —<f,(x)<
e+l e*+1 2 e+1 2
Ici on a utilisé le fait que la fonction exponentielle est strictement crois-
sante sur R, que la fonction inverse est strictement décroissante sur R**

et le fait que e™"* > 0. On a donc:
—nx —nx

etx —

o Lesfonctions f,,, x —
e
o 0<1.

1 sont continues sur [0, 1].

—nx —nx

e
o Pourtout x € [0,1] :

e
< X) < .

,\e+1f"_() 2

Ainsi d’apres le théoreme de croissance de 'intégrale, on a:

1e ¥ 1e ¥ 1-e™” 1-e™”
f dxs]nsf dx &= ——= <], < .
o e+1 o 2 n(e+1) 2n

1-e™”
Il reste a utiliser le théoréme d’encadrement : puisque lim ——— =
n—+oon(e+1)

—n
lim

e S -
=0, il vient alors| lim J, = 0|
n—+oo 2n n—+0o

3. Pour étudier la monotonie d’une suite définie par récurrence, on calcule tou-

jours],,; —J, et on étudie son signe en utilisant le théoréeme de positivité de
I'intégrale.

o e ™ (e -1) :
Ainsiona:J,. -], = f Tl dx. De plus comme une exponentielle
est toujours strictement positive, on sait que e™"* > 0 et que e*+1 > 0 comme
somme de deux termes strictement positifs. Ainsi il reste a étudier le signe de
e*—-1.0rona:e*-1<0 <= e *<1 << —-x <0< x>0enutilisantle
fait que la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R**.
Oronestsur[0,1]doncona:e™*—1<0.0nadonc:

—nx

e (e -1)
® Pourtoutx € [0,1]: i1 <0.
Ainsi d’aprés le théoreme de négativité de 'intégrale, on obtient que :
In+1 _]n <0 = ]n+1 s ]n
Ainsi |la suite est bien décroissante].
Soit n € N*. Comme la suite est décroissante, ona:J,,; <J, <]J,_,. Et ainsi,

ona:

1 1
Jan+In <2, <l +) = 5(]n+1 +]n) <Jp s E(In +In—1) -

. Soit n € N, on a par linéarité de I'intégrale que :

1 e—nx—x +e—nx 1 e—nx—x(l +ex) 1
+ = —  dx= f —— “dx= f e_("“)x dx.
Jn+Tnn1 ./(; e +1 0 e +1 0

Et on sait alors calculer cette intégrale et on obtient pour tout n € N :

1 _ e—(l’l+1)

Jn+Jna = P

. On utilise ici les deux derniéres questions. On obtient que pour tout 7 € N* :

1—e (71 1-e™" n(l—-e 1) l1-e™"
——<]J, < — <J, < ——
2(n+1) 2n 2(n+1) 2
car n > 0. On utilise alors le théoréeme d’encadrement et on a :
. n(1-e () 1-e™"
® Pourtoutn eN™: <J, <

2(n+1) 2
n(1-e (") l1-e™ 1

® Jim —— = lim = — par propriété sur les composées,
n—+co  2(n+1) n—+oo 2 2p prop P

sommes, produit et quotient de limites.
Ainsi d’apres le théoreme d’encadrement, on obtient que :

1
lim nJ,=- < lim ]—":1
n—+oo 2 n—+oo L
2n
1

n ~~ .
n—o 211

etdonc: |J

Exercice 12 | Lemme de RIEMANN-LEBESGUE Soit f:10,1] — R une fonction
de classe €' sur [0, 1]. Montrer que :

lim (flf(x)cos(m[x)dx =0.
0

n—+oo

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Indication : On pourra commencer par une intégration par parties
e ™(e™*-1)
. ex- + 1 . .
somme, produit et quotient de fonctions continues.
® 0<].

® Lafonction x — est continue sur [0, 1] comme composée,
o . 1
Solution (exercice 12) Montrons que lirrJlr (f f(x)cos(nnx)dx| =0
n—+oo 0

pour f de classe € sur [0, 1].
® Existence de l'intégrale : la fonction x — f(x)cos(nnx) est continue sur
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[0,1] comme composée et produit de fonctions continues car la fonction f
est continue sur [0, 1] par hypothese. Ainsi I'intégrale existe bien.

S : e sin(nmnx) 1
® Intégration par parties. On écrit puisque x — —— et f sont € :

nm

flf(x) cos(nnx)dx = —Lflf’(x)sin(nnx)dx+0
0 T_f/—’ nmJo

1o,
——Hfof(x)sm(nnx)dx.

® Valeur absolue et intégrale: ona 0 < 1, donc:

Uolf(x)cos(nnx)dx‘ = —%folf’(x)sin(nnx)dx <

par inégalité triangulaire. On a donc puisque |sin| <1

1 IS n
fo f(x)cos(nnx)dx s—nfo |f'(x)|dx
hm (f f(x)cos(nnx)dx)

0<

Donc par théoréme d’encadrement :

Sommes de RIEMANN

1, ,
_nfo |f'(x)||sin(nnx)|dx

Exercice 13 | Calculer linl S,, quand :
n—-+oo

nopn+k 1 2
S, = 2. — k
" chz:lnz"'kz n%ICX::I\/_
n k2 nok km
SR o 5= K ()
kX::l n2v/ nd + k3 kgl n? n
1 1
(2n)! \" n n
S, = 6 = +k .
. (n,n [[(n+8)

Solution (exercice 13) On rappelle l'objectif principal de la méthode :

k -a
faire apparaitre « du — » (99 % des cas) ou plus généralement «du a + k »
n
(1 % des cas).
" n+k 12 1+ k
1. ® PourtoutneN*,ona: = =—
; 2+k? n ; +( )
n
[0,1].

Ainsi d’apres le théoreme de RIEMANN, on a :
1
nli)n}roosn = fo f(x)dx.

Pour calculer I'intégrale, on utilise la méthode lorsque 'on a un polynéme
de degré sur un polynéme de degré 2 qui est ici de discriminant stricte-

n—-+oo

nle

ment négatif et on obtient que :| lim S, =In (\/E) + g .

Pourtoutn e N*,ona:

® On pose alors f: x — \/_ x. Cette fonction est bien continue sur [0, 1].

Ainsi d’aprés le théoréeme de RIEMANN, on a :

. 1 2
nan}rooS" —[0 f(x)dx = 3

k)2
1 n =

Pourtoutn € N*,ona: S,==) Ls x ——. On pose alors pour
miE e (B VR

1 n
tout n e N* : T”:;Z

Onposealors f : x — . Cette fonction est bien continue sur [0, 1].

V1+x3

Ainsi d’aprés le théoreme de RIEMANN, on a:

Pour calculer I'intégrale, on reconnait une primitive usuelle et ainsi on ob-
. . 2
tientque: lim T, = —(\/5— 1).
n—+oo 3

Comme pour tout n e N* : S, =

limite que : .

Pourtoutn eN*,ona:

T
—, on a par propriété sur le quotient de
n

1 &k kn
S,=—) —sin (—)
" n ; n n
On pose alors f : x — xsin(mx). Cette fonction est bien continue sur
[0, 1]. Ainsi d’apres le théoréeme de RIEMANN, on a :

1
nli)n}roosn :fo f(x)dx.

Pour calculer'intégrale, on utilise une intégration par parties et on obtient

que:| lim Sn=;.

On commence par transformer I'expression. Il faut donc transformer un
produit en somme et ainsi une idée assez classique est de poser pour tout
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neN*:T, =In(S,) : le passage au logarithme népérien permet de trans-
former un produit en somme. On obtient alors pour tout n € N* :

Tn:lln((zn)!)=lln( il E):l 5 1n(5).

n nln" n k=n+1 1 N k=n+1 n
On fait alors un changement de variable pour se ramener a une somme de
1 a n qui va nous permettre ainsi d’appliquer le théoreme de RIEMANN a
la suite (T,,) ,,cn+- On pose ainsi j = k — n et on obtient que :

n 7 n
Tn:lZm(””) -1 Zln(uf).

ni3 n n o n
Onposealors f : x — In (1 + x). Cette fonction est bien continue sur [0, 1].
Ainsi d’apres le théoreme de RIEMANN, on a:

1
lirrl Tn:f f(x)dx=2In2-1.
n—+oo 0

Comme on sait que pour tout n € N*, on a : T, = In(S,) <

S, = el», on obtient par propriété sur la composition de limite que :
lim §,=e?2! =2

n—+oco el

On commence par transformer I'expression. Il faut donc transformer un
produit en somme et ainsi une idée assez classique est de poser pour tout
neN*:T, =In(S,) : le passage au logarithme népérien permet de trans-
former un produit en somme. On obtient alors pour tout n € N* :

LT 1 1 ky 1 &
T,=—1 k =— ) In(k =— ) In|1+—]+—) 1
" o2n n(klzll( +n)) 2nk§1n( e 2”1;1n( +n)+2nk§1n(n)

Inn 1 2 11’1(1+§)

2 nfg 2

"= et on a alors pour

|
S|~
M=

On pose alors pour tout n € N* : 'V, =

Inn . P
tout n e N: T, = — +V,,. On peut alors appliquer le théoreme de RIE-

MANN a la suite (V,,),;en*-

In(1+x) ) i .
On pose alors f : x — ————. Cette fonction est bien continue sur

[0,1]. Ainsi d’apres le théoréme de RIEMANN, on a :
1 1
lim V :f x)dx =In2- -
Jim v, = | () :
en utilisant la primitive de la fonction logarithme népérien.
. Inn )
Comme on sait que pour toutn e N*,ona: T, = - +V,, on obtient que
lim T, = 4+oo par propriété sur les sommes et composée de limites. Puis

n—+oo
comme on a aussi que pour tout n € N* : T, =In(S,) < S, = e!», on

obtient par propriété sur la composée de limite que lin}r S,, = +o0|.
n—+oo
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