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(o TN ([ Trigonomeétrie

1 Généralités......covvvevennnnn.. Résumeé & Plan

2 Formules trigonométriques..... Ce chapitre consiste a revoir les élé-

3 Equations trigonométriques.... ments de trigonométrie des années

4 Inéquations trigonomé- antérieures, et a les compléter.

triques...cooervreiereniennnnnns La mathématique est une
. science dangereuse : elle

5 EXErCiICeS cvvveveverecececacconne L. .
dévoile les supercheries et
les erreurs de calcul.

— GALILEE

® Les énoncés importants (hors définitions) sont indiqués par un | 4

® Les énoncés et faits a la limite du programme, mais trés classiques parfois, seront
indiqués par le logo [H.P]. Si vous souhaitez les utiliser a un concours, il faut donc
en connaitre la preuve ou la méthode mise en jeu. Ils doivent étre considérés comme
un exercice important.

® Les preuves déja tapées sont généralement des démonstrations non exigibles en
BCPST, qui peuvent étre lues uniquement par les curieuses et curieux. Nous n’en par-
lerons pas en cours.

n GENERALITES

On rappelle dans cette section la définition géométrique du cosinus, sinus et de la
tangente. Leur étude en tant que fonction sera faite dans le Chapitre (AN) 1.

n Définitions

— Définition 1| Cercle trigonométrique

® Le cercle trigonométrique est le cercle du plan de rayon 1 et de centre O.
® Plus précisément, il s’agit de :
{(x,y) eR?*|x*+y* =1}

— Définition 2 | Cosinus, sinus et tangente
Soit (O, ;,}) un repére orthonormé du plan. Soit € le cercle trigonométrique. Soit
x un réel et M(x) le point de ¥ tel que x soit une mesure de 'angle (7, OM).

® On appelle cosinus de x, noté cos x, I'abscisse du point M(x).
® On appelle sinus de x, noté sin x, 'ordonnée du point M(x).

m .
® Lorsque x ¢ {5 +kn ‘ ke Z} , on appelle tangente de x, notée tan x, la quan-

sinx

tité: tanx =

cosx’

. b
Dans la suite, on notera 9,,, = R~ {5 + km (cela correspondra au « do-

keZ}.

maine de définition de la fonction tan », que nous étudierons dans un futur chapitre)

b
Remarque 1 Pour la tangente, la condition x ¢ {5 + km ‘ ke Z} garantit que

cosx ne s'annule pas, donc que la fraction est bien définie. Nous le reconsta-
terons lors de la résolution d’équations trigonométriques.

— Proposition 1| Conséquences directes de la définition

® [Théoréme de PYTHAGORE] VxeR, cos?x+sin?x=1.
—_—— Y
=(cosx)? =(sinx)?
® [Inégalités fondamentales]
—1<cosx<l1 |cos(x)| <1,
Vx eR, . = .
—-1<sinx<1 |sin(x)| < 1.
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Pourquoi indiquer tanx a cet
endroit? Ceci est une simple
conséquence du théoreme de

THALES. En effet, il donne
tanx 1

sinx cosx’

CERCLE TRIGONOMETRIQUE ET DEFINITION DE COS, Sin, tan

® [Périodicité] Pourtoutxe R, k€ Z,

cos(x +2km) =cosx, sin(x+2km)=sinx, tan(x+ kmn)=tanx.

Preuve

® Conséquence immédiate du théoréme de Pythagore.

®

® Conséquence immédiate de 1'égalité M(x + 2km) = M(x), en considérant abscisse et or-

donnée.

Remarque 2 (Et le college?) Ces définitions sont tout a fait cohérentes avec
celles qui ont été vues au college et au lycée. Dans votre enfance, on vous avait
expliqué qu’en considérant un angle x d’un triangle rectangle, on avait :

coté adjacent

COSX = -
hypoténuse

Ici, le triangle rectangle sous-jacent est celui dessiné sur le cercle trigono-
métrique précédent, avec la longueur de I'hypoténuse qui vaut 1 (la distance

OM(x)). Pour retrouver la formule du college avec une longueur d’hypoténuse
quelconque, on applique le théoréme de THALES. Il en est de méme pour le si-

nus.

m Valeurs remarquables

On rappelle également ici un certain nombre de valeurs
démonstration.

remarquables utiles sans
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Proposition 3 | Formules d’addition
Soient x,y € R.

® cos(x +y) = cos(x)cos(y) Fsin(x)sin(y),
® sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x).

Remarque 3 (Comment retenir?)
® Pour le cosinus, le signe est inversé dans le résultat. «+ — F», et on ne
mélange pas les fonctions.

| 1 ® Pour le sinus, le signe est préservé, et on mélange les fonctions.
tanx | 0 5 1 V3 & P 8
Proposition 2 | Multiples de I?ogr le.s formules d’angles associés qui vont suivre, commencons par un dessin pré-
Soitn e Z.Alors: cos(nn)=(-1)", sin(nmt)=0. ’ liminaire.
Preuve . ;
[ I 4 J J
|
|
|
/\
\/T[
° \

n FORMULES TRIGONOMETRIQUES

I existe de nombreuses formules en trigonométrie, seules quelques unes sont a
notre programme, ce sont celles figurant dans les énoncés ci-apres. Toutes les
autres sont hors-programme, certaines d’entre elles seront vues néanmoins dans des
exemples.

m Formules d’addition & Angles associés

On commence par les plus importantes : les formules d’addition, qui seront admises
(voir vos cours de lycée sur le produit scalaire pour une démonstration).

— Corollaire 1| Formules de transformation d’angles associés

En prenant différentes valeurs de x,y dans les formules d’addition et en utilisant
les valeurs remarquables, ou en s’appuyant sur les dessins précédents, on déduit les
formules ci-apres.

Soit x € R.

® cos(—x) = cos(x), ® sin(—x) = —sin(x), ® cos(m—x)=—cos(x),
® sin(m— x) = sin(x), ® cos(m+x)=—cos(x), ® sin(m+x)=-sin(x),
® cos (g - x) = sin(x), ® sin (g - x) =cos(x), ® Cos (g + x) = —sin(x),
® sin (g + x) = cos(x).
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Preuve Intéressons-nous par exemple aux formules ci-apres.
b
(1) cos(m—x)=-cos(x), (2) sin(m+x)=-sin(x), (3) cos(E +x) = —sin(x).

® [Méthode 1 : cercle trigonométrique] Démontrons (1), (2) et (3) en revenant a la
définition a I'aide du cercle trigonométrique.

.

T T

/ D\ e

N4

® @ [Méthode 2 : formules d’addition] Démontrons (1) et (2) a l'aide des formules
d’addition. (méthode a éviter en pratique, privilégiez la premiere bien plus rapide en cas
doubli...)

7

Exemple 1 ATlaide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, déter-
miner les valeurs ci-apres.

. (37 3
® sm(—) ® Ccos (——)
4 4
e »’
. LS . T
o sm(——) ° sm(——)
6 3
o’ »’
Remarque 4

® [es égalités précédentes peuvent aussi se lire directement sur le cercle trigo-
nométrique.

/ N

N /

® Naturellement, des formules similaires peuvent s'obtenir pour la tangente.
Mais on les retrouve facilement a ’aide de celles énoncées précédemment.

~_ |
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® Ne pas apprendre 'énoncé précédent par coeur : utiliser en priorité la mé-
thode 1 de la preuve précédente.

m Formules de duplication/anti-linéarisation & Linéarisation

Les cas particuliers x = y dans les formules d’addition fournissent les formules dites
«de duplication ».

Corollaire 2 | Formules de duplication / anti-linéarisation
Soit x € R.

® cos(2x) = cos?(x) —sin?(x) = 1 - 2sin?(x) = 2cos?(x) — 1.
® sin(2x) =2cos(x)sin(x).

Preuve

7

Ou encore, de maniere équivalente, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3 | Formules de linéarisation
Soit x € R. Alors :

1+cos(2x 1-cos(2x
cos?(x) = 1+ cos(2x) ), sin?(x) = 1-cos(2x) ).
2 2
Remarque 5
® On parle de «linéarisation » car, par exemple pour la premiére, on transforme
cos(2x)[+]1

le produit cos(x)[x]cos(x) en somme :

2
® Ce type de formule sera trés utile tout au long de I'année; calcul d’intégrales
ou sommes faisant intervenir des puissances de fonctions trigonométriques
par exemple.

Preuve

4

Exemple2 Alaide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, déter-

miner les valeurs ci-apres.

27
® CoSs (—)

3
4

Exemple 3

5]
® Ccos|(——
3

4

pi
Calculer le cosinus, le sinus et la tangente de e
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COMPLEMENTS. Voici quelques formules additionnelles : elles ont le statut
d’exemple car leur énoncé n'est pas a connaitre, mais c’est classique dans les sujets
de devoir les retrouver.

' Exemple 4 (Autres formules de linéarisation) Soit (x,y) € R?. Al'aide des
formules d’addition, établir des formules de linéarisation pour :

® cos(x)cos(y) =

® sin(x)sin(y) =

® sin(x)cos(y) =

Lorsque x =y, les deux premiéres formules donnent les formules de
linéarisation du programme.

Indication : Remarquons que cos(x) cos(y) apparait dans les formules de cos(x +
y) etcos(x —y).

4

Note

' Exemple5 (Autresformules d’anti-linéarisation) Soit (x,y) € R*. Al'aide
des formules d’addition, établir des formules d’anti-linéarisation pour :

® cos(x)+cos(y) =
® cos(x)—cos(y) =
® sin(x) +sin(y) =
® sin(x)—sin(y) =
+ - + -
Indication : Remarquons que rry + X 5 Y x et X 5 y_x 5 Y _
7

m Transformation de FRESNEL

Une derniére conséquence des formules d’addition est la transformation d’expres-
sions trigonométriques de la forme a cos x + bsin x en p cos(x — ). Pourquoi vouloir
faire cela? Cela a un intérét en physique, et pour nous un intérét dans les résolutions
d’équations trigonométriques (voir la fin du chapitre). Commengons par énoncer la
méthode générale.

Mméthode 1 (Ecriture d’'une combinaison linéaire de fonctions trigonomé-
triques sous « forme déphasée ») Soient a, b, x € R. On souhaite transformer
I'expression :

E(x) = acosx + bsinx en pcos(x —¢) avecpeR",peR.
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On supposeraque a # 0 et b # 0 (sinon 'expression est déja de la forme voulue).
1. @ |Mettre p = V a? + b2 en facteur| (# 0 par hypothese), de sorte que :

a b .
E(x) = p(—cosx+ —smx).
p p

a.b . 2n.Q . @ 2 b 2
2. Le pomt(— E)estsurle cercle trigonométrique, pulsque(a) +(5) ===
1. Ainsi :

a b
A € [0, 27, 5 = Cos P, B = sin¢.

3. Alors: E(x) = cosxcos® +sinxsing = cos(x — ¢) d’apres la seconde for-
mule d’addition du cosinus.

La méthode s’adapte sans trop de difficultés si I'on souhaite une forme dépha-

sée de la forme psin(x + (), ou encore pcos(x + ), il suffit de choisir I'angle

différemment.

Remarque 6 Langle ¢ peut ne pas étre explicite en fonction des valeurs de a, b.
Dans les exercices, en pratique, il le sera toujours (valeurs remarquables).

Exemple 6

® [Lcrire sous forme d’un cosinus 'expression v2cosx + v/6sinx avec x € R.

4

o

me question mais avec un sinus.

v\ =Z

® Fcrire sous forme d'un cosinus puis d’'un cosinus 'expression cosx — sin x
avec x € R.

m Formulaire de trigonomeétrie

Dans les tableaux ci-dessous, x, y désignent des réels.

cos(x +y) = cos(x) cos(y) Fsin(x)sin(y)

Formules d’addition

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)

Formules de ‘ cos(2x) = cos?(x) —sin®(x) = 1 — 2sin®(x) = 2cos?(x) — 1
duplication ) ]
(anti-linéarisation) sin(2x) = 2 cos(x) sin(x)
2, _ 1+cos(2x)
Formules de cos™(x) = 2
linéarisation - 1-cos(2x)
sin“(x) = —

n EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Notation Modulo
Soient x,y € R.
® Soit de plus a € R. Alors on note x =y [a] lorsque :
Jdk ez,
Selit: «xetysontégauxa a-pres».
® En particulier, x =y [2n] lorsque :
dkezZ, x=y+2kn.

x=y+ka.
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m Equations trigonométriques fondamentales

| 4 Exemple 7 (Cas des poles du cercle trigonométrique) En vous ap-
puyant sur un cercle trigonométrique, résoudre les équations trigonométriques
ci-apres.

1. cos(x)=1 2. cos(x)=-1
e o’

3. sin(x)=1 4 sin(x)=-1
»’ Pd

5. cos(x)=0 6. sin(x)=0
o’ o’

Dans le cas général, c’est-a-dire lorsque le membre de droite n’est pas +1 ou 0, on
essaiera toujours de se ramener a une « équation trigonométrique fondamentale »,
i.e. celles du résultat ci-apres, dont 'ensemble des solutions est donné par la propo-
sition suivante.

— Proposition 4 | Equations trigonométriques fondamentales 40—
® Soit (x,a) € R.
cos(x)=cos(a) < JkeZ, x=a+2knou x=-a+2kn
< x=a [2n] ou x =—a [2m].
Autrement dit, I'équation cos(x) = cos(a) a pour ensemble de solutions :

& = Jla+2km;—a+2kn}.
kez

® Soit (x,a) € R%.
sin(x) =sin(a) <= 3ke€Z, x=a+2knou x=mn—a+2kn

<~ x=a [2n]oux =n—-a [27].

Autrement dit, I'équation sin(x) = sin(a) a pour ensemble de solutions :
& = Jla+2km;n—a+2kn}.
kez
® Soit (x,a) € 2%,

tan(x)=tan(a) < 3dke”Z, x=a+kmn
< x=a [n].
Autrement dit, '’équation tan(x) = tan(a) a pour ensemble de solutions :

& =UJla+kn}.
kez

— Définition 3 | Equation trigonométrique fondamentale
On appelle équation trigonométrique fondamentale 'une des équations de la

proposition précédente.

Remarque7 (Retenir les solutions d’équations trigonométriques de maniére

géométrique)
ANGLES AYANT LE MEME COSINUS ANGLES AYANT LE MEME SINUS
(a2m-pres) (a2mn-pres)
J j

M(x) M(m—

ANIAN

AN

Remarque 8
® Pourrésoudre cosx = 1, on peut (mais peu efficace contrairement a un simple dessin)
utiliser le résultat précédent. En effet, 1 = cos(0), donc:

cosx =1 < cosx =cos0
< 3dkeZ, x=2kmnou x=2kn
«— JkeZ, x=2km.

On retrouve le résultat de I'Exemple 7 obtenu avec un simple dessin.
® Pour résoudre sinx = 0, on peut (mais peu efficace la aussi!) utiliser le résultat



précédent. En effet, 0 = sin (0), donc:
sinx =0 < sinx =sin0
< 3dkeZ, x=0+4+2kmoux=n-0+2kn=2k+1)n
<~ dkeZ, x=kmn.

On retrouve le résultat de I'Exemple 7 obtenu avec un simple dessin.
® [e méme constat vaut pour toutes les autres équations traitées dans

BCPST1 €9 2024-2025

I’Exemple 7.
Preuve 5
[ ] i . .
Lecture graphique. ® Résoudre cosx = ——— sur R puis [—, 1[.
® ]ecture graphique. 2
® Résolvons tan(x) = tan(a) de maniere calculatoire. (une démonstration géométrique est ’[
aussi possible, en utilisant l'interprétation graphique de la tangente)
7
(@)Y
Exemple 8 . .
° R,p d . 2 R ® Résoudre sinx = cosx sur R.
esoudre Sin x = 2 Sur Ix. .
’ o [Méthode 1 : angles associés]
2 ¢
L)

1
® Résoudre sinx = > sur R puis ]-2m,0].

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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o [Méthode 2 : transformation de FRESNEL]

. b 1
® Résoudre tan(g) =——.

V3
¢ [Domaine de résolution]

R4

¢ [Résolution]

o [Vérification] Les solutions trouvées sont dans le domaine de défini-
tion.

R4

m Autres équations trigonométriques

A L'AIDE D'UNE TRANSFORMATION DE FRESNEL. Lorsque I'équation donnée
n'est pas de la forme « fondamentale », on peut parfois s’y ramener, par exemple en
utilisant une transformation de FRESNEL.

Exemple 9 Résoudre \/gcosx —sinx = \/5 sur R.

4
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A L’AIDE D'UN CHANGEMENT DE VARIABLE TRIGONOMETRIQUE. Il s’agitd’'une
résolution classique par changement de variable ou I'on peut poser X = cos(x) ou
X =sin(x) ouX = tan(x).

Exemple 10 Résoudre sur [—m, [ 'équation 2sin?(x) + 5cos(x) = 4.

7

Exemple 11
® Cherchons a, b, c € Rtels que:
VXeR, X3—13X2-X+V3=(X-1)(aX?+bX+c).

7

® Résoudre sur [0,2n[ 'équation :

tan®(x) — v/3tan?(x) - tan(x) + /3 = 0.

7

EN FACTORISANT, A L'AIDE DE FORMULES TRIGONOMETRIQUES. Lorsqu’'on
n'est dans aucun des cas précédents, on utilise les formules trigonométriques pour
obtenir une expression factorisée et se ramener a 'un ou plusieurs des cas précé-
dents.

Exemple 12 Résoudre sur R I'équation sin(x) + sin(3x) = 0.
® [Méthode 1 : angles associés]

4
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® [Méthode 2 : duplication]

Méthode 2 (Résoudre une équation trigonométrique) Notons f €
{cos,sintan} et a € R. Pour résoudre f(x) =« :

® sia¢[—1,1],'équation n'admet pas de solution.

® Sinon, lorsque a € {+1, 0}, on conclut directement a ’aide d'un dessin.

® Sinon, on cherche a écrire a sous la forme f(a) afin de résoudre une équation
fondamentale.

Si on est dans aucun des cas précédents, on peut utiliser d’autres techniques :
transformation de FRESNEL, changement de variable ou des formules de tri-
gonométrie pour factoriser f.

Pour résoudre une équation du type f(x)(s, <,=,>)a, on raisonne graphique-
ment sur le cercle trigonométrique.

INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

IIn'y pas de résultat mentionné au programme, on procede alors a la résolution avec
I'aide d'un dessin.

Méthode 3 (Résoudre
f €{cos,sintan} et a € R.
Pour résoudre une inéquation du type f(x)(<,<,=,>)qa, on raisonne graphi-
quement sur le cercle trigonométrique.

une inéquation trigonométrique) Notons

Voyons plusieurs exemples.

Exemple 13 Résoudre les inéquations ci-apres sur R puis donner les solutions
sur [0,2n[, et [—m, 7[.
1. 2sinx-1<0.

s’ On seramene i une inéquation fondamentale :

1
2sinx—1<0 < sinx<§.

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

7=U

77 o
- +2kn,g +2km||

keZ
Ainsi,
b 5n P 57T
A O 0 R e
'75
e
o 1N\ x
6 ~ 6 ) 6
-T=n [ZH]( o j; 0=2n[2n]

N4

2. 2cos(2x) > \/5

o’ On se ramene a une inéquation fondamentale :

V3

2cos(2x) > V3 <> cos (2x) > - (%).

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

L n
(x) < 3Jkez —g+2kn<2x<g+2kn

T T
— JdkeZ, ——+kn<x<—+km.
12 12
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/

\

N\

el

On obtient donc :

s=U

kez

12

——+kn —+kn

On peut faire un second dessm pour pouvoir en déduire les solutions sur les

intervalles demandés. On a :

SE

1111 1371 2371
S 27 |
[0.2m] — [ 12[ ] I l 12 ]
Et finalement :
11w m T 11m
7o) = {_n’ [ ] 12’ 12[ ] 12 ’n]'
11 7~ PN
TN
—-MT=T7 [27[]1 a T;{) =21 [27]
1n _ 13X fouiyt —
- = BN A o

. —1<tan(x) < 2.

Exemple 14 Résoudre sur [0;2n[ I'inéquation 2 cos®(x) + cos(x) > 1.
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FICHE METHODES

QUESTIONS DE COURS POSEES AU CONCOURS AGRO—VETO

Les méthodes du cours sont toutes reprises dans cette section, elles sont parfois com-
plétées par un nouvel exemple.

(Ecriture d’une combinaison linéaire de fonctions trigonomé-
triques sous « forme déphasée ») Soient a, b, x € R. On souhaite transformer
I'expression :

E(x) = acosx + bsinx en pcos(x —¢) avecpeR",peR.
On supposera que a # 0 et b + 0 (sinon I'expression est déja de la forme voulue).

1. € |Mettre p = V a? + b? en facteur| (# 0 par hypothese), de sorte que :

a b .
E(x) = p(—cosx+ —smx).
p p

9 a.b . s q 22 22_u2+b2_
2. Le p.01r.1t (5, p) est sur le cercle trigonométrique, puisque (p) +(p) =45 =
1. Ainsi :
a
dp€[0,2n], — =cosp, — =sinQ.
p p
3. Alors: E(x) = cosxcos® +sinxsing = cos(x — ¢) d’apres la seconde for-

mule d’addition du cosinus.
La méthode s’adapte sans trop de difficultés si I'on souhaite une forme dépha-
sée de la forme psin(x + ¢), ou encore pcos(x + ), il suffit de choisir I'angle
différemment.

(Résoudre une équation trigonométrique) Notons f €

{cos,sintan} et a € R. Pour résoudre f(x) =« :

® sia¢[—1,1],'équation n'admet pas de solution.

® Sinon, lorsque a € {+1, 0}, on conclut directement a ’aide d'un dessin.

® Sinon, on cherche a écrire a sous la forme f(a) afin de résoudre une équation
fondamentale.

® Sion estdans aucun des cas précédents, on peut utiliser d’autres techniques :
transformation de FRESNEL, changement de variable ou des formules de tri-
gonométrie pour factoriser f.

Pour résoudre une équation du type f(x)(s, <, =,>)a, on raisonne graphique-

ment sur le cercle trigonométrique.

(Résoudre une trigonométrique) Notons
f €{cos,sintan} et o € R.
Pour résoudre une inéquation du type f(x)(<,<,=,>)a, on raisonne graphi-

quement sur le cercle trigonométrique.

inéquation

Question

Pour 0 € R, exprimer cos(28),

sin(20) en fonction de cos(0)
et sin(0)

Réponse

»? cos(20) =
2cos?(0) —1,sin(20) = 2sinBcosO

Commentaire ‘

Pour 0 € R, exprimer
T\ . T
cos (9 — 5), sin (6 — —) en

fonction de cos(0) et sin(0)

s’ cos (6 - g) =sin0,

sin(@— E) =—cos6
2

Sia € R, rappeler les solutions
de I'’équation cos(x) = cos(a)
enx R

o’ x=zxa+2knpourkez

Faire un dessin de
cercle
trigonométrique
pour le retrouver
(et lexpliquer se
besoin)

Sia € R, rappeler les solutions
de I'’équation sin(x) = sin(a)
enx eR

o’ x=a+2kmoux=mn—o+2kn
pourk ez

Faire un dessin de
cercle
trigonométrique
pour le retrouver
(et lexpliquer se
besoin)

Si a € R, rappeler les solutions
de I'’équation tan(x) = tan(a)

enxeR\{g+kn,k€Z}

o x=a+knpourkez

Faire un dessin de
cercle
trigonométrique
pour le retrouver
(et lexpliquer se
besoin)
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n EXERCICES

La liste ci-dessous représente les éléments a maitriser absolument. Pour les travailler,
il sagit de refaire les exemples du cours et les exercices associés a chaque item.

Savoir-faire
1. connaitre la définition géométrique decosetsin .................ooiiiiiii.... O
2. connaitre les formules d’angles associés (a retrouver sur le cercle trigonométrique)
O
3. connaitre les valeurs remarquables (a retrouver sur le cercle trigonométrique) ... O
4. connaitre les formules d’addition et leur conséquence (duplication)............. O
5. savoir résoudre des équations & inéquations trigonométriques ................. O
Signalétique du TD
® Lelogo @ désigne les exercices a regarder a la maison, avant le prochain TD (passage
au tableau possible).
® Lelogo @ désigne les exercices un peu plus difficiles; a aborder une fois le reste du
TD bien maitrisé.

m Valeurs remarquables
Exercice1 | ®

%)
1. cos|—
6

Solution Sans utiliser la calculatrice, donner les valeurs suivantes :
277 . (—3m
2. cos|— 3. sin|—|.
3 4

Exercice 2 | Quelques calculs de cosinus et de sinus Solution

1. Sans utiliser la calculatrice, donner les valeurs suivantes :

() ol ()
cos|—|, sin[{—], cos|—|.
12 12 12

I
Indication : Par exemple, pour le calcul de cos (E)’ on pourra commencer par

T T 7
remarquer que 372 = —
2. En utilisant cette fois une formule de duplication, calculer :

5) (3]
cos|—|, sin|—=].
8 8
. v T[ T[ . . 2
Exercice 3 | @ Calcul de tan 3 et de tan - solution Soient (a, b) € R°. On sup-

pose que tana, tan b et tan(a + b) sont bien définis.

1. Rappeler les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b).

2. En déduire une expression de tan(a + b) en fonction de tana et tan b, puis une
expression de
3. [Application : calcul de tan(m/8)]
31) Montrer que le nombre x = tan(1/8) est solution de I’équation :
x*+2x-1=0.
3.2) Endéduire que x = \/5 —1.
3.3) Déterminer avec la méme méthode la valeur de tan(m/12).

m Equations & Inéquations

Exercice 4 | @ solution Résoudre sur R les équations suivantes et représenter les
solutions sur le cercle trigonométrique :

V3 1
1. S9X)=—— 2. in(4x)=--
cos(5x) 5 sin (4x) 5
X
3. tan(z) =-1 4, tan(2x) = —\/5.

Exercice 5 | @ solution Résoudre sur R les équations suivantes :

cos(x) + \/gsin(x) + \/5 =0,

2cos3(x) —sin?(x) —2cos(x) = 0.

1. cos(x)+ \/gsin(x) =0, 2.
3. 3tan®(x)-4v/3tan(x)+3=0, 4,

Exercice 6 | @ Angle moitié solution

X
1. Soit x € R\ {m +2km, k € Z}. On pose : u = tan (E)’ établir les relations suivantes,

et indiquer pour quelles valeurs de x elles sont valides :

1-u? .
coOsx = ——, sinx = ——, tanx = ——.
+u?’ +u?’ 1—u?
2. En utilisant ces relations, résoudre sur R I’équation :

X
cosx—3sinx+2tan(§)—1 =0.

Exercice7 | @ solution Résoudre les inéquations suivantes dans R, puis dans [0, 27|

et[-m,mn[:
1 3
1 7 tan(3x) > 1 2. sin(3x)= —\/7_
3
3. v2cos Bx)=<1 4 tan(x)<1
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution (exercice1) [Enoncé

1. cos(%)zcos(n—%):—cos(g)z —\§§3.
2, sin(%)zsin(—n+g)=—sin(n—g)=—sin(g): —Q.

2771
3. cos (T) = cos(97m) = cos(8m + ) = cos(m) =[=1].

Solution (exercice2) |[Enoncé
T T T

1. ® Ona— - — =—, donc:
3 4 12

os{ ) o33l (33

(
) (1+f).

soit apres smlpllﬁcatlon COoS (

® De-méme, on a

] o0 (3 2) s ZJ[2) e )

V2(y/3-1)
e

. N . . N L
soit apres simplification : |sin (E)

® A partir du calcul précédent, on a:

()=l 2)=nliz)-
cos|—|=cos|—+ =] =-sin
12 12 2 12

n w1 L
2. Il suffit de remarquer que : 3-1 X 7 On pose alors 8 = — et on obtient par

V2(1-V/3)
; .

la formule de duplication des angles : cos (20) = 2 cos? (0) — 1. Ainsi,

Z(E) _ cos(7)+1 _ \/§+2.
8

cos =
2 4

X ) . . .
Le réel 3 est dans I'intervalle [0, — | etle cosinus est positif sur cet intervalle,

V2+2
VB
Une fois le cosinus connu, le sinus se déduit par la formule cos®(x) +

sin? (x) = 1. On obtient ainsi,
2-4/2

- LS
ainsi : |cos 3 =

V2+2

(5]
sin“|—|=1- =
8 4 4

La encore, le sinus étant positif sur 'intervalle |0

2\/5-

m(5)=V"
sin|—| =
8 4

Solution (exercice3) [Enoncé

, on obtient :

cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
1. Ona: . . .
sin(a + b) = cosasinb + sinacos b.
2. Ainsi:
cosasinb +sinacosb
tan(a + b) = : :
cosacosb —sinasinb
sinb sina
cosacos b (222 4 snd)

1— sinasinb )

cosacos b( cosacosb

tana +tanb
l1-tanatanb |

3. 31) Ennotant x = tan(m/8), la formule donne poura =b =1/8:
1=tan(n/4) = t (“+”) al
=tan(n/4)=tan|—+ - | = ——

8 8 1-—x2

ce qui équivaut apres simplification a .

3.2) Onrésoutl’équation polynomiale de degré 2. On trouve :

_2 * \/_ =-1+ \/_
Mais puisqu onsaitquex =0ona m

3.3) De méme sion pose y =tan(m/12) ona
2y
1-y?
d'ot1 y? +2\/§y —1=0.Ainsiy = — \/§J_r 2. Mais puisqu’on saitque y =0

Solution (exercice 4) fnonce Il s’agit dans cet exercice d’égalités trigonomé-
triques fondamentales que 'on résout donc en appliquant la méthode du cours.
1. Légalité est de type équation fondamentale.

V3 =tan(m/6) =

cos(5x) = \/75 < cos(5x) =cos (g)

T n
4:EIkeZ,5x:g+2kng3kez,5x:—g+2kn.
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On obtient donc : 5”={T[ ZkT[‘kEZ} {_£+2k_n‘k Z}
30 30

T 47
__+_
30 /

_T
&
n+47r s
30 5 30
\ 0 /Z -
T 6T -—
-t — 30
30 5

R 4.
5 >~ | 730 35

n 8mn

——+
30 5

X

Pour savoir combien de points tracer sur le cercle pour chaque ensemble de
solutions, on cherche la premiére valeur de k pour laquelle on retombe sur la
solution de départ modulo 27t. Par exemple, pour le premier ensemble de so-

2km
lution, on cherche k tel que - = 2m, soit k = 5: on doit donc tracer 5 points

sur le cercle trigonométrique. Méme chose pour le deuxieme ensemble de
solutions.

. L'égalité est de type équation fondamentale.

. 1 . ) |
sin(4x) = - < sin(4x) = s1n(—g)
T T
= HkEZ,4x:—E+2kng3kez,4x:n+g+2kn.

y:{—£+k—n kez}u{7—n+—’kez}
24 2 24

n
77 JT/ N4
24 9 \
— 4T 0 / i

24

Onremarqueiciqu’il faut tracer 4 points pour chaque ensemble de solutions :

T
en effet, on doit chercher k tel que — = 27, soit k = 4.

. L'égalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-

cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de
X m
définition de la tangente, que: — # —+km, k€ Z < x #n+2km, k€ Z.On

résout ensuite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions
trouvées n'appartiennent pas a I'ensemble {nt + 2kn | k € Z}.

ol 2] = ] -l

«~— dkeZ, f:—E+ka'r
2 4

U
— 3k€Z,x=—§+2kn.

Donc: [|&¥ = {—g-i-zkn

keZ}.

. L'égalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par cher-

cher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de
kn

définition de la tangente, que : 2x # — Tt knm,keZ < x +— T ,keZ.On

résout ensuite I'équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions

|
trouvées n‘appartiennent pas a I’ensemble {Z +— ke Z}.
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a:
T
_ — _ 2 T
tan (2x) = \/5 tan(2x)—tan( 3) cos(x)+\/gsin(x)+\/§:2005(x—§).
«— JdkeZ 2x= —g + k. On écrit alors :
T
cos(x)+ v/3sin(x) + 2:04:»2cos(x——):— 2
<:>EIk€Z,x:—2+2k7r. () \/_ () \/_ 3 \/_
k — om_ V2
Donc:y:{—g+—n‘kez}. cos(x 3)_ 2
6 2 T T T T
«— JdkeZ x——=—+2knoux——=——+2km
- 3 4 - 3
7
] <:>EIk€Z,x:—T[+2knoux:1+2kn.
b1 77
Ainsi : y:U{—+2kn;—+2kn}.
571 vy 112 12

3. Onrésoutl’équation sur 9,,,.Ona:
3tan?(x) - 4V/3tan(x) +3 =0
<> X =tan(x) et 3X2 —4/3X +3=0.

[
-

~.

Résolvons I'équation 3X? — 4\/§X + 3 = 0. Un calcul de discriminant fournit

NI

i
\ 6 les deux solutions : \/Lg et \/g Ainsi :
2 — =
Pl 3tan“(x) 4\/§tan(x) +3=0
EY — tan(x) = \/ig =tan(%) ou tan(x) = V3= tan (%)
— JdkeZ x=%+knoux=g+km
Ainsi : .?szEJZ{§+kn;§+kn}.
fOIXt;?r"d (z)fercic: 5) fE”O”Cét. o F 4, Ona: sin?(x)=1-cos®*(x), donc
- Aldide dune tahsiotmation e RE;NEL’ ona: 2cos3(x) —sin?(x) —2cos(x) =0 < 2cos3(x) + cos?(x) —2cos(x)—1=0
cos(x) + \/§sm(x) = 2cos(x - §) <« X =cos(x)et2X3+X2-2X-1=0
On écrit alors: Résolvons 1'équation 2X3 + X? — 2X — 1 = 0. Le réel 1 est racine évidente et
cos(x) + V/3sin(x) = 0 apres identification on obtient que 2X® + X* —2X -1 = (X —1) (2X* +3X + 1)
7 donc (apres résolution de I'équation 2X* + 3X + 1 = 0 ), on obtient que :
@Zcos(x——):o 1
3 2X3+X2-2X-1=0 <= X=1louX=-louX=——.
mTom ou ou 2
«— Jkez, x—§_§+kn On a alors que :
5 3 —sin?(x) - =
— Jkez x= —n+kn. 2cos’(x)—sin“(x)—2cos(x)=0
1
BT < cos(x)=1ou cos(x) =—1o0u cos(x)=——
Ainsi : .V:U{—+kn} 2
kez

27 21
3 s ; : . . — dkeZ x=kmoux=—+2knoux=—-——+2km.
2. Al’aide d’une transformation de FRESNEL (la méme que précédemment), on - 3 - 3
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2 2
Ainsi: | = {kn;?nw%kn;—?JT +2kn}.

kezZ

Solution (exercice 6) [Enoncé

1.

Tout d’abord, u = tan (g) est bien défini pour x € R\ {m + 2km, k € Z}.

) 1-u?
® Onal+u” >0donc
1+ u?

est bien défini. De plus, on a

)—sin®(

)+ sin? (

»
=
=

N

—

o]

—

1-u? cos? (

_ ( ) _ CosXx
1+u? sin?(

-

est bien défini. De plus, on a

= COSX.

o1 [ o=
— |

~ cos? (

N= N
NIs [No]=

Q

(=}

@
N
—
(S
~—

. 2 2u
® Deméme, 1+ u” > 0donc 5
1+u

2u cos(3)

x
2

2 in2(£) 2(x 2
L+u?  q, s%(3)  cos?(%)+sin?(

X x
® Onal-u? # 0sietseulementsi tan? (5) # 1, c’est-a-dire tan(z) ¢{-1,1}.

On doit donc avoir x € R\ ({n +2km, keZ}u {g +km ke Z}) Onaalors:

sin(%)

2u cos(3) __2cos(3)sin(3) _ sinx
1—u2 = sinz(ﬁ) = 2(x a2 (X = =tanx
- S(3)  cos?(3)-sin®(3) cosx
cos?(¥)

x I
L'équation est définie pour > € R\ {E +kmn ke Z}. Le domaine de définition
estdonc|2 =R\ {n+2kmn, k € Z}|

On pose alors u = tan (g , et on utilise les formules de la question précé-
dentes pour transformer I’équation. On est ramenés a résoudre
1-u? 2u
1+u2 1+u2
1—-u?—6u+2u+2u®—1-u?
1+u?
2u(u? —u-2)

1+u?
On doit donc trouver les u tels que le numérateur s’annule. On obtient u €

{0,—1,2}. On doit ensuite revenir a la variable x, on résout donc
X X
° tan(z):o — Ezkn,kez — x=2kn,keZ

+2u—-1=0

=0

=0.

T b1
Otan( E:—Z+kn,k€Z<=>x:—5+2kn,k€Z

X
)—14:»

X
) 2 = 5= arctan(2)+ km, k € Z < x = arctan(2) +2kn, k € Z.

N =N &

® tan(

={2kn,keZ}u I +2kmn, ke Zyu{2arctan2+2km, k € 7}
2

Ici, arctan2 désigne 'unique réel tel que tan(arctan2) = 2. Nous verrons et
comprendrons mieux cette notation plus tard.

Solution (exercice7) [Enoncé
1. On se rameéne a une inéquation fondamentale :

%tan (3x)>1 < tan(3x) > V3 (x)

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :

T |

(x) < 3Fk ez, §+kn<3x<§+kn

T n kn

— dkeZ, +—<xXx<—=—+—

6 3
. T km
Onobtient: |¥ = U —+—
kez 3’6 3

AN

N
N
\ /

N~

On refait alors un autre cercle trigonométrique (a faire) afin de placer les
angles solutions et on obtient, en prenant k € [0, 5] :

L 102n =[5 51015 510 [ FI0 11 B0 [1 FI0 ], B2

Enfin,ona:

nat = -5 - [U]-% -3[u]-5 -5[u [ 5]u]T 3IV]T 2]

. Larésolution graphique sur le cercle trigonométrique donne :

V3

sin(3x) = ———
(B3x) >~
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b 47
—3JkeZ, —§+2kn<3x<?+2kn

n 2km 4 2km
(:)ElkEZ —t—=< X< —+—.
9 9 3

On obtient donc :
- U T[ 2km 4n  2kn

—+—
ol 9739 "3

/

\ 9

2N« ¥

On fait un cercle trigonométrique pour placer les solutions, et on obtient, en
prenant k € [0, 2] :

y[O,ZII]: [O 47(] ISn lOn] [lln 167[] Il?n ]

/

NN

L

wl 9
=

Et finalement :
8n m T 47 511
I R DR e
. Ona:v2cos (3x) €1 < cos(3x) < —. La résolution sur le cercle trigo-
2

nométrique donne :

1 T 7T
cos(3x)s — <— Ikez, Z+2kns3xsz+2kn

V2

. 2km 7 2km
«— JdkeZ, —+—<3x<—+—
12 3 12 3
On obtient donc :

ks an 7T 2kn
S = U ——
Pt 3127 3

X

\ [0 \sz/i7
|

~ |

Afin de donner les solutions dans [0,27n[ et dans [—m, 7], on représente les
solutions sur un cercle trigonométrique en prenant k =0, k =l et k =2.On
obtient alors :

m7mn 9n 15n 17t 237w
y[()Zn]: TA? 1A TA? 1A TA? 1A
’ 1212 12" 12 12 " 12
Et finalement :
n7n
y["""]:[ ™ ] [__ B ] 12’ 12] [

4. Larésolution graphlque sur le cercle trlgonometrlque donne:

T T
tan(x) <1 <=>EIkEZ,—§+kn<x<Z+kn.

On obtient: | = |
kez

——+kn +kn].

]

T N

/
[

AN

\_ /

Attention, les solutions pour la tangente sont définies modulo &, et non 2.
Il y a donc deux intervalles solutions a tracer sur le cercle trigonométrique.
] ] T ST

Onadonc: | ¥ gy =

REE

2 ] Et finalement :

_E’Z]U]E’“]'
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