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(o ETICN ) E: 38 Développements limités

Résume de cours

Cadre

Dans tout le chapitre, et sauf mention contraire :

® ] désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.

® Pour x, € RU{+oo}, 7, désignera « un voisinage de x,, » (donc un intervalle
delaforme]a—e,a+e[six, €R,]A, ool (resp.]—oo,Al) six, = co (resp. —c0).

n NOTION DE NEGLIGEABILITE

Avant d’étudier les développements limités, on doit compléter notre étude des rela-

tions de comparaison (dont les équivalents en font partie) avec celle des «petit 0 ».

n Définition

— Définition 1| Relation de négligeabilité
® [Fonctions] Soient f,g :1— Ret x, €I (ou au bord de I). On dit que f est
négligeable devant g en x, , et onnote f(x) = .0 (g(x)), ouencore f = o (8),

—Xo 0

s'il existe une fonction € définie au voisinage de x, telle que :
f(x)=¢e(x)g(x) auvoisinagedex, et: €(x) =5, .
Autrement dit, si g ne s’annule pas au voisinage de x,, la relation signifie :

L f)
g

® [Transitivité] {

® [Multiplication] {

® [Exposant]
o SikeN*: f(x)=

L0, (8() = f(x)f =
o Sia€]0,00[ et siles fonctions sont > 0 au voisinage de x, :
Fx)= o (g(x)) = f(x)*= o (g(x)").
xX—Xg X—Xo

® [Suites] Soient (u,),(v,)deuxsuites. Ondit que (u,,) est négligeable devant

— Proposition 3 | Petit o et opérations usuelles pour les fonctions
Soient f,g,h,a,b:1— R avec x, € I (ou au bord de I), et Ax, € R*.
® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors:

L0, Axg(x))= o (g(x)), Ax o (g(x))= o (g(x)).

Une constante X est donc «absorbée » a Uintérieur ou a l'extérieur du

Note petito
f(x) = o (h(x))
® [Somme] 2(x) ZXOXO(I’I(X)) =>f(x)+g(x):x_9xu(h(x)).

Note ‘ 1l est tres important que ce soit la méme fonction h a droite
f(x) = o (g(x))
xX—Xg
gx) = o (h(x))

= f(0)=_o_(h(x)).

—Xq

® [Valeurabsolue] f(x)= o (g(x)) = If(x)I= o (Ig(x)D).
fx) = o (a(x))
gx) = o (b(x)

— f(x)g(0) = o_(al0).b(x).

(g(x)*).

o
—Xxg

et Ax, € R*.

Note

® [Somme] {

Note
Up
® [Transitivité] { _
=
® [Valeur absolue] u, =
un
® [Multiplication] v
n

— Proposition 4 | Petit o et opérations usuelles pour les suites ——
Soient (u,), (v,), (w,),(a,), (b,) des suites non nulles a partir d'un certain rang

® [Absorbance] Soit Ax, € R*. Alors :
o (Axu,)= o0 (), Ax o (g(x))= o (v,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

Une constante \ est donc « absorbée » a Uintérieur ou a lextérieur du

petit o

un = O (wn)
n—oo

Vo = 0 (W)

= u,+v,= ngoo(wn).

Il est tres important que ce soit la méme suite v a droite

=,0 (v)
o (w,) :un—ngoo(wn).
n—oo
ngoo(yn) = Iunl :ngm(lvn|)~
= o (a,)
:"0 (b,) :u,,.v,,—ngoo(an.b,,).

(v,), etonnote u,, = ngm(v,,), s'il existe une suite (g,,) telle que :

n—oo
u,=¢€,v, pournassezgrand, et: g, —— 0.

Autrement dit, si (v,) ne s'annule pas a partir d’'un certain rang, la relation
signifie :

m Propriétés

Cadre
Dans cette sous-section, x, désignera un élément de R U {+oco}.

— Proposition 1| Petit o et limite
® [Fonctions] Soient f,g:1— Ret x, €I (ou au bord de I). Alors :

fx)= o (1) = lim f(x)=0.

® [Suites] Soit (u,) unesuite. Alors:  u,= o (1) < lim u, =0.
n—oo n—oo

— Proposition 2 | Petit o et équivalent o—
® [Fonctions] Soient f,g:1— Retx, €I (ouaubord deI). Alors :

fx)=g(x)+ o (g(x)) = f(x) ~ 8(x).

® [Suites] Soient (u,,),(v,) deux suites. Alors :

U, =v,+ o (v,) < u, ~u,.
n—oo n—oo

PETIT O ET OPERATIONS. Voyons maintenant les principales propriétés de ce
nouveau symbole.

® [Exposant]
o SikeN*: u,= o (v,)=ub= o (vf)
n—oo n—oo
o Sia€]0,00[ et siles suites sont > 0 au voisinage a partir d’'un certain rang :

U, = ngoo(v") d ut,x! = ngoo(v;:).

Nous avons vu notamment qu'on ne peut faire de quotients de petit o, en regle gé-
nérale. Cela est en revanche possible pour des mondmes.

— Proposition 5| Regles spécifiques aux monomes de fonctions
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :

x"x o (xP) = o (x"P),
® [Multiplication] 0 <0 -
o = 0 (")
® [Addition] o (x")+ o (xP)= o (xmin(n,p]).
x—0 x—0 X—Xq

— Proposition 6 | Regles spécifiques aux monomes de suites
Soient p et g deux entiers naturels. Alors :

1
1 1 1 0—00 \ 57 1
® [Multiplication] — x o (—) = 0 (—), L("p) = 0 ( )
nP n—oo\nd n—oo\ nP+4 1 n—oo\ pP—4q
. 1 1 1
® [Addition] o (—)+ o (—) =0 (7)
n—oo\ pP n—oo\ nd n—oo \ pmin(p,q)
Le résultat de changement de variable pour les limites et équivalents reste valable
pour les petit o.

— Proposition 7| Changement de variable dans un équivalent
® [Fonctions] Soient[,] deux intervalles et x,, € I (ou au bord de I) ainsi que
¥ €] (ou au bord de J). On consideére trois fonctions f : ] — R, g :]— R et
@:1—R.Alors:
(0] ¢(x) Yo
) fO)=0y_y, ()
® [Suites] Soient (u,),(v,) deux suites, et (a, ) une suite a valeurs entiéres
telle que a,, —— oo. Alors :

Un = ngoo(v") = ua” = ngm(va")'

x—xg

= flo()= o (s(p(x)).

On peut retenir que 1'on peut faire des « changements de variable » dans des petits
0:ici, poser «y = ¢(x) », ou dans les suites remplacer « n» par n'importe quelle suite
(a,) tendant vers +oo. Ce résultat de changement de variable permet d’étendre les
regles des petit o (Proposition 5).
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Corollaire 1| Regles spécifiques aux mondmes de fonctions (en un point quel-
~— conque)
Soient n et p deux entiers naturels. Alors :
(x—x0)" x o ((x=x)")
xX—Xg
Ox—qo((x_xo)")
(x=xq)?

L0, (r=x)"")
L0, (r=x0)" 7).

((X _ xo)min(n,p]).

® [Multiplication] {

® [Addition] o ((x-x¢)")+ o ((x-x)")= o

n DEVELOPPEMENTS LIMITES

m Définitions

— Définition 2 | Développement limité au voisinagede 0 e R —————
Soient f : 1 — R et 0 € I (ou au bord de I). On dit que f admet un développe-
ment limité a l'ordre n au voisinage de 0, ce que l'on note en abrégé « f admet un

n

DL, (0) », s'il existe un polynéme P = Y a, X* e R, [X] tel quxe :
k=0
f(x)=P(x)+ o (x)
x—0

=ay+a;X+...+a,x"+ oO(x”).
X
=P(x)
On dit que:
® P=qgy+a;X+...+a,X" est la partie réguliere du développement limité,

® J'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

Plus généralement, on définit la notion de développement limité en n'importe quel
point.

— Définition 3 | Développement limité au voisinage de x) e R ———————
Soient f : 1 — Ret x, € I (ouaubord deI). On dit que f admet un développement
limité a l'ordre n au voisinage de x,, ce que I'on note en abrégé « f admet un

n

DL, (x,) », 'il existe un polyndome P = Z a,X* e R, [X] tel que :
=0
F(x)=Plx=x0)+ o0 ((x—x)" )

=a0+a1(x—x0)+...+a,,(x X0)"+ o ((x—x9)").
xX—Xg

=P(x—xq)
On dit que :
® PX—-xp)=ag+a;(X—xg)+...

+a, (X —xy)" est la partie réguliére du déve-

Corollaire 3 | Développement limité géométrique
Soit n € N. Alors

Z( x)"+ o (x")—l x+x?-x3+- +(—x)"+x90(x")

1+x ,F0
- 1x2: Y x+ oo(xz”):1+x2+x4+x6+~~-+x2"+ oo(xz")
- k=0 = X
1 — - _+2\k 2n) _ 1 _ 42 4_ .6 .. _2\n 2n
T gﬂ( x%) +x30(x J=1-x?+x*—x8+ -+ (-x%) +x90(x )

AUTOUR DU DEVELOPPEMENT LIMITE EXPONENTIEL : FORMULE DE TAYLOR.
Le deuxiéme outil principal est une formule générale du développement limité dans
le cas de fonctions €".

(— Théoréme 2 | Formule de TAYLOR-YOUNG

Soit n € N et soit f une fonction de classe €” sur un voisinage de x,. Alors f
admet un DL, (x,) donné par la formule :
_ ’ f(")(xo) n
FO)=f0x0) +f1 (o) (x =) oot T = (= x%0)" + 0 (= x0)")
f[k)(x )
Z — e (x- X)k+0((x x)").
Corollaire 4 | Développement limité obtenus par TAYLOR-YOUNG o
n Xk
X _ el n
e' = Z % (x™)
2 x"
Sltxt ettt 0 (x™)
2! n!  x-0
, 12
cosx = 1 + o (x2n*1
P C I RN e
2 4 2n
:1,i+i+...+(,1)n * Lo (x2™1)
21 4l 2n)! " x=o
KX 2n+2
sinx = 1 o (x®"+
Z( ) (2k+1)! x~0( )
3 5 2n+1
- 1 o (x2*2)
31" 5l @n+1) " x=o
-1 —1)-(a-n+1
(1+x)":1+o(x+a(a2' )x2+ +cx(cx ) ('0( " )x"+ oo(x").
: n: x—

loppement limité,
® Jentier n est appelé I'ordre du développement limité.

— Définition 4 | Développement limité au voisinage de too ————————————
Soient f : I — R définie au voisinage de +oo, et n € N. On dit que f admet un

développement limité a l'ordre n en +oo, ce que 'on note en abrégé « f admet un
n
DL, (+00) », 8'il existe un polynéme P = ¥ a,X* € R,,[X], une fonction ¢ définie

k=0
au voisinage de +oo tels que :
( 1 )
o |—]|.
x—oo\ x"

1 1 a a
f(x):P(;)+x9m(—xn) =a0+;1+...+x—:’l+
_x X
=#(z)
On dit que :

1
® x—P (7) est la partie réguliere du développement limité,

® J'entier n est appelé I'ordre du développement limité.

m Unicité du développement limité

— Proposition 8 | Unicité ?
Soit xy € RU {+o0}, n € N et f une fonction admettant un DL,,(x,). Alors, ce dé-
veloppement limité est unique.

— Corollaire 2| DL, (0) et parité G
Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL,,(0).
® Si f est paire, la partie réguliere de son DL, (0) n'admet que des termes

d’ordres pairs.

® Si f est impaire, la partie réguliére de son DL, (0) n'admet que des termes
d’ordres impairs.

Développements limités usuels (en x, = 0)

AUTOUR DU DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE. La formule de somma-
tion de termes géométriques est le premier outil nous permettant d’obtenir des dé-
veloppements limités, comme déja vu en introduction de chapitre.

1
Soit n € N. Alors : - Zx + 0 (x")—1+x+x +-
—_ X—

~+x"+ o (x™).
x—0

Théoréme 1| Développement limité géométrique
( k=0

PRIMITIVATION ET CONSEQUENCES.
suit.

On admet le théoreme de primitivation qui

— Théoréme 3 | Primitivation de développement limité
Soit f une fonction de classe €' au voisinage de x,. On suppose que f’ admet
un DL,,(x,) de la forme:
n
)= Y a(x—x)+ o ((x—xp)")
k=0 X—Xq

=ag+ay (X —Xxp) + - +a,(x—xy)" +X9x0((x—x0)”).

Alors f admet un DLn 1 (xo) donné par:

F(x) = f(x) + Z

(JC xo)k+l

Bx ((x _xo)n+l)

n n+
- f(x()) +a0(x X0)+ (x x0)2 -t — ) 1

+ 0 ((x = xp)").

X —X
L=

Le théoreme précédent permet d’obtenir de nouveaux développements limités.

— Proposition 9 | Développements limités obtenus par primitivation —o—
Soit n € N.

n k lxk
In(1+x)=Y (-1)"*!'=—+ o (x"
(+0)= ¥+ 0 ()
2 .3 .4 n
x* x X
=X+ -+ (- 4 0 (x™)
2 3 n x—0
n k 2k+1
arctanx = -1 + o (x?"*?
L0 e )
3 45 2n+1
:x7f+f+...+(,1)ﬂ + 0 (x2n+2).
3 5 2n+1 x—0
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n OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

m Troncature, Combinaison linéaire & Produit

— Proposition 10 | Troncature
Soit n € N et soit f une fonction admettant un DL, (0) de la forme :

f(xX)=ay+a,x+...+a,x" + oO(x”),
Pt
Alors pour tout p vérifiant 0 < p < n, f admet un DL, (0) donné par :
f(x)=ay+ax+...+a,x’ +x20(x”).

— Proposition 11| Combinaison linéaire
Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL,,(0) de la forme :

FO)=P,(0)+ 0 ("), g¥)=Qux)+ 0 (+"), P,.Q, € R,IX].
Alors pour tous (A, p) € B2, Af + ug admet un DL,,(0) donné par :
M)+ g () = AP, (x) +1Q, () + o (x).

— Proposition 12 | Produit
Soit n € N et soient f et g deux fonctions admettant un DL,,(0) de la forme :

FER=P,(x)+ 0 ("), g()=Qu(0)+ 0 (x"), P, Q,eR,X].
Alors f x g admet un DL,,(0) donné par :

fx)xg(x) =R, (x) + o (x"),
oli: R, estle polynome P, x Q,, ou1'on a gardé que les termes de degré < n.

Méthode (AN) 81 (Faire apparaitre une expression dont on connait le DL)

® Poura # 0 (et a + 1), comment obtenir un DL(0) de 2 On connait celui

a+x
de % Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise le dénominateur par a :
1 11
T
® Poura >0 (et a + 1), comment obtenir un DL(0) deIn(a + x) ? On connait

celui de In(1 + x). Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans le lo-
garithme puis on applique la formule : «In(ab) = In(a) +In(b) » :

In(a+x) = ln(a(1+ %)) :ln(a)+1n(1+ i]

® Poura >0 (eta + 1), commentobtenir un DL(0) de/a + x 2 On connait celui
de /1 + x = (1+x)'/2. Pour faire apparaitre le « 1 », on factorise par a dans la

m Changement de point

Dans cette sous-section, on explique comment passer d'un développement limité
au voisinage de zéro a un développement limité en un point quelconque.

PASSER D'UN POINT FINI A ZERO. On raménera les développements limités au
voisinage de x, € R a des développements limités au voisinage de 0 avec le change-
ment de variable h = x — x; :

f(x)=ag+a,(x—xp) +... + a,(x —x)"
+ .0 ((x=x)")

\)h:x—xo 5x:x0+}z

> g(h):=f(xo+h) :ao+a1h+...+anh"+h00(h").

1 1
. . h=— i

PASSER D'UN POINT INFINIAZERO. Onrameénerales développe entslimités au

voisinage de +oo a des développements limités au voisinage de 0 ave¢'le changement

1
de variable h = - :
x

a ap 1
=qy+—+..+—+ —
fe)=do X x" x—qw(x”)

1
— g(h) ::f(ﬁ) =ay+ah+..+a,h" +} o (h™).
0+
En résumé, voici la méthode générale.

Méthode (AN) 8.4 (Se ramener a zéro a partir de x, € RU {+oo})
® Si x, # 0 et xy ¢ {+o0}, alors la recherche d'un DL, (x,) pour une fonction
f se fera en se ramenant au voisinage de 0 par le changement de variable
«h = x — x; ». Plus précisément,
1. considérer g: h— f(x,+ h),
2. faireun DL, (0) de g : on obtient une expression du type
g =Ry()+ o (h")
avec R, fonction polynomiale de degré n définie au voisinage de zéro.
3. UnDL,(x,)de festalors: f(x) = R,(x—xy)+o0((x—xy)").
xxp

® Si x, = +o0, alors on fait comme précédemment mais pour la fonction g :

A

racine carrée :
X
Va+x=+/a\/1+=.
a
® Pour a # 0, comment obtenir un DL(0) de e*** 2 On connait celui de e*. On
applique la formule «e%*? = ee? » :
a+x

etr =gefet.

m Composée & Quotient

Méthode (AN) 8.2 (Développement limité d’'une composée) Pour obtenir un

développement limité de g = f o u au voisinage de zéro, on :

1. cherche généralement un développement limité de f au voisinage de zéro a
l'ordre n, sous laforme: f(x)="P,(x)+ xgo(x"), P, eR,[X].

2. Onjustifie que u(x) i) (Attention a ne pas négliger cette étape! comme pour les
équivalents)

3. Par composition des limites, on a alors :  g(x) = f(u(x)) = P,(u(x)) +
K (u(x)"), puis en exploitant le développement limité de g on simplifie I'ex-
pression précédente jusqu’a obtenir un DL, (0) de g = f o u.

Méthode (AN) 8.3  (Développement limité d’'un quotient) Le point le plus im-

portant a retenir est le suivant : pour obtenir le développement limité d’'un quo-

tient, il faut utiliser la composition avec le développement limité en 0 de x —
1

——. Plus précisément :

l+x

® pour obtenir le développement limité en 0 d’'une fonction de la forme x —

1 1
—— il faut via des factorisations obtenir une écriture de la forme ———
gx 1+ f(x)
avec lim0 f(x) = 0.1l reste alors a composer le développement limité en 0 de

x—

1
f avec celuide x — ——.
l+x

® Pour obtenir le développement limité en 0 d’une fonction de la forme x —
h h 1
ﬂ, on écrit (x) = h(x) x —— et on fait le produit du DL en 0 de & avec
g(x) . g(x) 8(x)
celui de —.
4

APPLICATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Limites et équivalents

Soit x, € RU {+o0} et f admettant un développement limité au voisinage de x,.

Proposition 13 | « D.L. = équivalent »
(Alors [ est équivalente en x, au premier terme non nul de son DL, (x,).

Remarque 1

® Utiliser les développements limités permet donc de trouver des équivalents
de fonctions, et donc de déterminer des limites, que 'on ne pouvait pas trai-
ter jusqu’a présent : si 'on ne peut pas additionner ou composer des équiva-
lents, on peut désormais additionner et composer des développements limi-
tés pour ensuite en déduire des équivalents.

® ]| faut toutefois prendre garde a I'ordre du développement limité : un ordre
trop petit risque de ne donner que des termes nuls, un ordre trop grand
conduit a des calculs inutiles.

m Etude locale d’une fonction

Les développements limités vont nous permettre d’étudier localement une fonc-
tion : savoir si elle est continue, dérivable, voire méme a prolonger des fonctions en
un point ot1 elle n'est pas définie, et savoir sile prolongement est continue, dérivable
etc..

— Proposition 14 | Développement limité, continuité & dérivabilité —oﬁ
Soient f : 1 — R et x, € I (f est donc définie en x,).
f admet un DLy(x,), c’est-a-dire :

® festcontinue en x, < { Ja,€R, f(x)=a,+ o (1).
X—Xg

Danscecas: ag= f(xg).
. f admet un DL, (x,), c’est-a-dire :
® f estdérivable en x) < Jay,a; €R, f(x) = ag+a,(x—x)+ 0 (x—xp).
xX—Xg
Danscecas: ay=f(x), a; =f"(xg)-
Attention

Cet énoncé ne se généralise pas pour des valeurs supérieures de 7.
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La proposition précédente permet d’étudier l'existence d'une tangente, mais en
poussant le développement limité un peu plus loin on peut méme obtenir la po-

sition relative.

— Proposition 15 | Position relative de la tangente
Soit f une fonction admettant un DL, (x,), p =2 et a, #0 :
fxX)=ag+a,(x—x0)+ a,(x—xp)? +x90((x = xo)P).

Donne I'équation de
la tangente en x,

Donne la position par
rapport a la tangente

a,, désigne donc le premier coefficient non nul du développement limité

apres lordre 2

Alors, f est continue et dérivable en x, (ona f (x,) = aq et ' (x,) = a, ) et € ad-

met une tangente T, en son point d’abscisse x, d’équation y = a, + a; (x — x)-

De plus,

® Sipestpair: f(x)-[ag+a,(x—x)] ale signe de a, au voisinage de x,,
donc <gf est située au-dessus de Txu si a, > 0, et en-dessous si a, < 0.

® Sipestimpair: f(x)—[a,+ a; (x —x,)] change de signe au voisinage de x,,

donc 6 traverse T, eton dit que (x,, f (xo)) est un point d'inflexion de €.

Note

Les propositions précédentes sont utiles, mais exigent que la fonction soit définie
au point ou1 I'on effectue le développement limité, mais les développements limités
peuvent aussi servir a prolonger des fonctions comme nous allons le voir.

Proposition 16 | Développement limité et prolongement
Soit x4 €1, et f : I~ {x} — R (f est donc non définie en x,). Alors :
® si f admet un DL, (x,), c'est-a-dire :

f(x):a+b(x—x0)+xox (x—x,), aveca,beR,
—Xo

alors la fonction f se prolonge par continuité en x,, en posant f(x,) = a.
® De plus, la fonction ainsi prolongée est dérivable en x,, de dérivée f'(x,) = b

Si on souhaite savoir si la fonction ainsi prolongée est de classe 6", il faut ensuite
réaliser par exemple un développement limité de f’.

Méthode (AN) 8.5 (Prolongement a l'aide d’'un développement limité) Soit f

une fonction définie au voisinage de x, mais non définie en x,.

® Si f admet un DLj(x,) : f(x) = ay +x90(1), alors xliﬂr&lﬂf(x) = qa, et on peut
donc prolonger f par continuité en x, en posant f(x,) = d.

® Si f admet un DL, (x,) : f(x) = ao + a;(x — xo) + o (x —x;), alors on peut
donc prolonger f par continuité en x, en posantxf (x9) = ay et la nouvelle
fonction ainsi prolongée est dérivable en x, puisqu’elle admet un DL, (x,),
onaalors f'(x,) = a,.

BILAN DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Voici un bilan des développements limités a connaitre. On indique en en-téte de tableau la méthode pour les obte-

(s

limités indi

nir. Les déi Jués entre parenthese sont ceux pour lesquels la mémorisation est facultative. Ils

se déduisent rapidement des autres par composition.

OBTENUS PAR FORMULE DE TAYLOR

Type de
Formule développement
limité
o k! x—0
ko B2 7 . DL, (0)
X
=1l+x+—+-+ +o(x”)
2! 0
L Xk
cosx = 1 o (x**+1
L0 Gt o)
x2 x4 2n DL;,41(0)
=]l== 4= o 1 n o x2n+1
2w T Gt o)
2k+1
sinx = 1)k + o (x?*2
Z( T 2 (F*")
3 5 2n+1 DLZrHl(O)
X3 x X
:x_f+f+...+(_1)ﬂ + 0 (x2n+2)
3! 5! 2n+1)! x—o
n k
= £ T @03 0,67
k=0 \0<qg<k
ala—1
=1+ax+ %xz +
DL,,(0)
ala—1 a-n+1 n
JECEeECL 231 I :
n! (Cas a= 5)
x x> x° 5
(\/1+x—1+———+— o(x))
2 8 16 =x—0
x x> x°
( l-x=1-=-=—-— —+ o(x3))
2 8 16 x—0

DEVELOPPEMENT LIMITE GEOMETRIQUE & CONSEQUENCES

Formule

n
=Y xF+ o (x")
k=0 x—0

=l+x+x2+x3+-

T-x
+x"+x90(x")
(m‘ Z( 2+ o (")

=1-x+x>-x*++(=x)"+ o (x"))
x—0

Type de

développement
limité

e ),
DL, (0)

n . xk n
In(1+x) = ;(-1)" 17+x20(x )

k=1
2 3 4 n
X X X X
= 5= —— db c— = —— db ooo db _1n+1_+0 xn
2 3 4 -1 n xao( ) (x——x),
2 gt DL,,(0)
(n-x)=-Y 2+ o (x") "
o k 0
2 3 4 n
X X X
-y _ .. e n
N 2,6")
n x2k+1
arctan x = Z(_l)k2k+l + 00(x2"+2)
k=0 X
3 x5 2n+1 DLy,42(0)
:x_7+7+,,_+(_1)n + 0 (x2n+2)
3 5 2n+1 x—0
INCLASSABLE

Formule

Type de
développement

limité

DL;(0)
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Donner la formule de

Réponse

si f est €™ au voisinage de x,, alors

Commentaire

Ne pas oublier

Définition de la dérivée d'une
fonction f en un point a

i TG~ (@)

existe et est finie

existe et est finie

Savoir expliquer
géométriquement
ce que cela signifie

TAYLOR-YOUNG f(x) 5 I'hypothese de
n lasse 6"
5L ke o (o) |
Frr S 4 x=xp
sif est€" au voisinage de x,, alors
f(x) o
e
5L e o (-xo))
i k! x—xg
Définition de la négligeabilité | Soient deux fonctions f, g définies
d’une fonction par rapport a au voisinage de a, et telle que g ne
une autre au voisinage de co | S/e pas au voisine de +oo,
F(x)= o (g(x))signifie
lim M = 0 Soient deux fonctions
x—o0g(x)
[, g définies au voisinage de a, et telle
que g ne sannule pas au voisine de
+oo, f(x)= o (g(x)) signifie
x—c0
tim 78 _g
—=g(x)
3 5
Développement limité a sinx =x— % + % 0(x‘] Vérifier a laide de
1750 x— .
l'ordre 5 au voisinage de 0 de . X s la parité
la fonction sinus sine == 24 57,0, ()
2 4
Développement limité d'ordre | cosx=1- STha % 00( °) Vérifier a laide de
1 .
5 au voisinage de 0 de la . . la parité
fonction cosinus cosx= 1 a2 =
Donner le développement 1% = Vérifier a laide de
X

limité au voisinage de 0, a
T'ordre 4xde la fonction

—_—

1+x

x(l—x+x2—x3+x20(x3))

=0

x-x*+x—xt+ o (x*) ——=
x—0 1+x
x[l—x+x2—x3+ 00(x3) =
2
x-x*+x*—x"+ oo(x")
o

la parité

Développement limité a
T'ordre 4 de x — In(1 + x)
lorsque x est au voisinage de 0

x* x!

2
e o F 4
In(1+x)=x %+3; 44+tho(x)
x* 1 x
In(l+x)=x->+—=-—+ o (x*)
2 3 4  x—0
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