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Devoir surveille n°1
Le 03/10/2025 - Durée : 3 heures

Consignes

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements, entreront pour une part im-
portante dans I'appréciation de la copie. Les abréviations, sigles ou phrases nominales sont a pros-
crire.

La numérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre encadrés proprement.

Il estimportant de numéroter correctement les pages des copies qui seront données a la correction.
Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et impression
de chaque page.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il convient
de le signaler sur la copie et de poursuivre la composition en expliquant les raisons des initiatives
qui ont été prises.

Les candidats ne doivent avoir aucune communication entre eux ou avec l'extérieur durant
I'épreuve. Aussi, l'utilisation des téléphones portables et, plus largement, de tout appareil permet-
tant des échanges ou la consultation d’informations, est interdite.

Les téléphones sont éteints rangés dans les sacs mis a 'avant ou a I'ar-
riere de la salle. Les trousses sont interdites. Les copies sont fournies,
ainsi que les brouillons.

Alissue de la durée prévue pour cette épreuve, les candidats doivent déposer le stylo et ne sont
plus autorisés a écrire quoi que ce soit sur leur copie. Tout retard donne lieu a une pénalité sur la
note finale.

La numérotation des exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résul-
tats doivent étre proprement, soulignés ou bien surlignés.

Le crayon a papier ne sera pas corrigé.

Les abus suivants entrainent la note de enrédaction :

o variables non quantifiées (utiliser les symboles ¥, 3, etc. appropriés.)

o confusion entre égalité = et équivalence <,

o «lafonction f(x)»,

o un exces de phrases sans sens.

Exercice 1 | Questions de cours Agro-Véto

1

Somme et produit des racines d’'une équation du second degré ax? + bx +c =0
avec (a,b,c) eR3, a 0.

Donner la définition de fla partie entiere d'un réel x.

Pour 6 € R, exprimer cos (0 — ), sin (6 — 3 ) en fonction de cos() et sin(6).

Exercice 2 | Un peude calculs Solution

1.

2,

Ecrire sous la forme 27 x 37 avec p et g deux entiers relatifs :
~ (%)4 x 27 x (=3)8 _ 7 x 318 4 320
B (9x2-3)~4 T 5x323_324"

’

21) Ecrirelenombre C=/27-2+/12++/147 souslaforme a\/E ol a est
un entier naturel et b un entier naturel le plus petit possible.
2.2) Ecrire sans racine carrée au dénominateur le nombre: D = ﬁé
2
2.3) Calculer: E:(\/6+\/11+\/6—\/11) .

Exercice 3 | Equations et inéquations solution Résoudre dans R les (in-)équa-
tions suivantes.

1 3-3x=2x+1 2. x-1=-%
—xl=2x— 2sin(3x) _
3. |1-x|=2x-3 4, NG 1
5 |[In(x-2)+In(x+2)] =0.
Exercice &4 | solution
. 1s . PP Uy =2,
1. On considere la suite (u,,) définie par: u,
VneN, Uy = m

11) Calculer u,, u, et us.
12) Montrer par récurrence que: VneN, u, =325
1.3) >_® Ecrire une fonction calcul _u(n) qui pour un entier n € N renvoie la

valeur de u,,.
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2. On considere la suite (v,,) définie par :
UO = 2,
VnenN,

Montrer par récurrence que :

Vl = 1,
Upnt2 = Uns1 +2Un'

VneN, v,=2"+(-1)".

Probleme 1 | calcul de cos(2),sin(Z)ettan(2) sowton Dans toute la suite, on

note P, = R~ {2 + kn| k € Z}. On rappelle que la tangente de x, notée tan(x), est
sin(x)

la quantité définie par tan(x) = cos(x)

pour tout x € D,,.

Le but de cet exercice est de calculer (dans cetordre) les valeurs de tan (2 ), cos(%) et

sin(%).

PARTIE | — PRELIMINAIRES

1. Justifier que: \/% =4+/5, et que
2. Résoudre dans R1'équation (E,)
3. Soitx € Dy,
31) Exprimer cos(—x) et sin(—x) en fonction de cos(x) et sin(x).
3.2) Endéduire que: tan(—x) = —tan(x).
4. Soit (a,b) € R? de sorte que tana, tan b et tan(a + b) soient bien définis, c’est-a-
diretelque: cosa#0, cosb#0, cos(a+Db)=+0.
43) Rappeler les formules d’addition cos(a + b) et sin(a + b) en fonction de
cos(a), sin(a), cos(b) et sin(b).
42) Démontrerque: tan(a+b)=

\/§>2.

t* —10t%> +5 = 0. On posera X = t2.

tan(a)+tan(b)

1-tan(a)tan(b)*

Dapns toute la suite, les résultats de la partie précédente pourront étre bien stir utilisés,
méme s’ils wont pas complétement été établis.

PARTIE Il — CALCUL DE tan (%)

5. Soit (E,) 'équation: tan(2x) + tan(3x) = 0.
51) Sur quel ensemble cette équation est-elle définie?
5.2) Larésoudre sur cet ensemble. On pourra chercher a se ramener a une équa-

tion s'écrivant sous la formetan(...) = tan(...) a l'aide de la question 3.2).

5.3) Préciser les solutions de I'équation appartenant a I'intervalle [—1t, 7t].

6. Onpose ¢t = tan(x), ol x est un réel tel que tan(x), tan(2x) et tan(3x) sont définis.
On rappelle que les résultats de la partie préliminaire peuvent étre utilisés méme
s'ils wont pas été établis.

6.1)

6.2)
6.3)

tan(2x) = 25.

2
tan(3x) = %

(E,) < t=tan(x) ett’>—10t3+5¢=0.

Vérifier que :

Montrer que :
Montrer que :

7. Onadmet que 0 < tan (%) < tan (2). Déduire des questions précédentes que :

tan(g) =15 —2\/3.

PARTIE Ill — CALcuL DE cos (7 ) eTsin (%)

8. 81)
8.2)

8.3)

8.4)

Que vaut cos®(x) + sin?(x) pour tout nombre réel x?

Montrer que: VX € Dy, cos®(x) = 1+ta112(x)'
En déduire que : cos(%) = \/6+427

\/10-21/5

4

Montrer enfin que:  sin (%)=

Fin du sujet
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Correction

Devoir surveille n° 1
Le 03/10/2025 - Durée : 3 heures

Solution (exercice 2) nonce

1. Ona:
3\4
(%)4x27x(—3)8 (2_3) x 27 x 38 912 3-12 57 g8 919 g4 —
T (9x29) Tt (3x23)4 | 3802 = g5 37 = 231
7x3843%0 38(743%) 16 __ =
B:5X323_324= 323(5—3) =3 5.?=3 5.8=.
2. 21) Ona:
C=v"27-2V12+ 147
=v9x3-2V4x3+1/49x3
=3v3-2x2V3+7V3
=3V3-4V3+73
22) D=2 - 2(5+ 3] _2(5+\/§)_5+\/§
' I R e N S B

23) Ona:

E= (\/6+ \/ﬁ+\/6—\/ﬁ)2

=6+ 30 +2\/6+ VITV6- V11 +6- A1
=12+2\/(6+ V1) (6-v11)
=12+2V/36-11

=12+2v/25

=12+2x5
=[22]

(a+b)?=a’+2ab+b?*

(a-b)(a+Db)=a?-b?

2 Relation \/x\/y = \/xy
)

Solution (exercice 3) nonce

1
Ainsi: | &£ = {—}
4

1. Notons (E;): +/3-3x=2x+1.0nrésout (E;) sur 9, avec:
2, ={x€R|3-3x =0}

={xeR|x<1}=]-00,1].
[Cas1] Si2x+1<0,ie. six < -3, 'équation n’admet pas de solution
par positivité d'une racine carrée.
[Cas 2] Soitxe [—%, 1]. Par stricte croissance de la fonction x — x? sur
R, :
(E;) &< 3-3x=(2x+1)?
< 3-3x=4x*+4x+1
— 4x*+7x-2=0.
On peut constater que —2 est racine évidente. La seconde « vérifie : 2a =
2

—2 = —2.Donca = 5. Seulelasolution ; est dans le domaine de résolution

de I’équation.

. Notons (I;): x -1 —=.Onrésout (I,) sur R~ {1}.

1
)= x-1-——=0
x-1
—_— 2_
(x-1) 120
x-1 2 2
x(x—2) car a—b”=(a—-b)(a+Db)
— ——=0.
x-1
On construit donc un tableau de signe :
X —00 0 1 2 +00
x(x-2) -0 + -0 +
x—-1 -0 - + 0 +
x(x-2) _ _
1 + 0 + 0

Dott: [& =10,1[U[2, +ool].
3. Notons (E,): |1 —x|=2x—3.Onrésout (E,) sur R.
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® [Casl] Six<lalorsl—x=0,dou: 1. 11) En utilisant la définition de la suite, on a
(E;)) = 1-x=2x-3 _ o _ 2 _|2
4 ”1_1+u0_1+2_3’
— x=-.
3
Cette valeur est incompatible avec x < 1, donc %, = @. ) ¢ 32
® [Cas2] Six>1,alorsl—x<0,dou: 27 1+ T 143 7§ T |5/
(E;)) = x-1=2x-3
— x=2. Uy = Up =i=§=g
1 Z £
Donc: %, ={2}. eI 5 7
Conclusion: [ = {2} 12) Initialisation. 2 =2=2=1u, donc2?(0)estvraie.
4. Notons (E3): ZSL\/(;”‘) =1.0nrésout (Ez) surR.Ona: Hérédite. Supposons U, = 52 vraie pour n fixé dans N, et montrons
___ 2 2
V3 qQueé Up41 = 50,171 ~ 2nr3- 0N AL
E;) < sin(3x) = — 2 2
(E3) 1()2 u:un_2n+1:m:2
< sin(3x) = sin(z) w1+ et e 2n+3
3 D’ou le résultat par le principe de récurrence :
| |
< 3keZ 3x=—+2kn ou Ik€Z, 3x=n1——+2km 2
3 — 3 vnelN, u,= 2 1t
. 2km 2n 2km nt
<=>EIk€Z,x=§+TgEIk€Z,X=?+T 13) def calcul u(n):
T 2k w2k u =2 # premier terme
Dolu: |&= {9+T k€Z}U{?+T, kEZ}- for _ in range(1l, n+l):
x—-2 >0 U = u/ (1)
5 X€9, 42 =g =X> 2.Donc 9, =]2,00[. De plus, I'équation est return u

équivalente a : >>> calcul _u(0)
2

In((x=2)(x+2))] =0 <> |In(x®>-4)|=0

[In((x - 2)(x +2))] (L) (1 : )J4 1 Swap————r

— 0<In(x“-4)<

( ) Qexp strictement croissante 0.28571428571428575

— l<x’*-4<e

>>> 2/7
— 5<x’<e+4 . . o 0.2857142857142857
Qfon-awn acine carrée strictement 2. On prouve le résultat par récurrence double
5<|x| < \/m croissante . p p .

e e . .00, (_ 110 _ _o_ , )
On déduit alors - Initialisation. Pourn =0:2"+(-1)" =141 =2 = y, d'une part. D’autre part

7 ={|VeT 3| VA Vel tzoot= [ VB VET] AT

Hérédité. Supposons que v, = 2" + (=1)" et v,,; = 2" + (=1)"*! pour un
puisque \/5 > 2.

Solution (exercice 4) tnonce
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entier n € N fixé. Montrons que v,,,, = 2"*? + (—-1)"*2 3.2) Onendéduit que:
Vo = Uyt +20, fan(=x)] = sin(—x) _ —sin(x) __ sin(x) m——c)
hypothese de ré tan(—x)|
= omtl g (C1)M 12 (27 4+ (1)) Q ypothese de recurrence - cos(—x)  cos(x) cos(x):|

4. 41) Onrappelle que

=2 (12t e 2(-1)" [cos(a + b) = cos(a) cos(b) - sin(a) sin(b)|

=2x2" 4 (—1)"((-1)+2)

— 2n+2 + (_l)n - 2n+2 + (_1)n,
puisque 7 et n + 2 ont méme parité. Par principe de récurrence double, on a
donc montré:

VneN, v,=2"+(-1)"]

et

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)|
4.2) Onaalors que

. sin(a+b)
sin(@+b)  osta)cos(v) | tan(a) +tan(b)

cos(a+b) _coslath) |1 —tan(a)tan(b)|

cos(a)cos(b)

tan(a + b) =

PARTIE Il — CALCUL DE tan (%)

Solution (probléme 1) Enonce 5. 51) Cette équation n’est définie que pour les nombres réels x vérifiant
1 b
2x¢§+kn et 3x¢§+kn, ou kez,
PARTIE | — PRELIMINAIRES a savoir
1. Ona\/80=14x20=1/42x5= \/42><\/§=.Deplus\/5> Va=2. x¢g+% et x¢%+%, ol keZ
2.0 ed h td iable :
n p;gcelg Ear; aélgeme)r; :Zvailz;z € LOX 4520 Ainsi le domaine de validité 2 de 'équation (E,) est :
-10t°+5=0<—= X=t" e - +5=0.
n knnm kn
Onrésoutl’équation du second degré X?—10X+5 = 0. Son discriminant vaut 2=R~U {Z + % + ?}
A =100-20=80 donc cette équation admet deux solutions réelles : ; kez ————
10 \/% 10—4 \/5 5.2) Surl’ensemble 2 défini précédemment,
X, = 5 = 5 =5—2\/§>0 et X2:5+2\/g>0. (E,) < tan(2x)+tan(3x) =0
On a bien 5-21/5> 0 puisque v/5 > 2 donc 24/5 > 4 d’apres la question < tan(2x) = - tan(3x)
précédente. On a alors : < tan(2x) = tan(-3x) > D
apres le cours
(E)):t*—1062+5=0 < X =1 et X=5-2v/5 ou X=5+21/5 — JkeZ, 2x=-3x+kn
— 12=5-2\/5 ou *=5+2\/5 = ez, 5x:kk“
|
— t=1/5-2v50u t=-\/5-2V/5 = 3kez, x=-
km
ou t=1/5+2V/5 ou r=-\5+2/5. Lensemble des solutions sur 9 est {? ke Z} .
Lensemble .#; des solutions de I'équation (E, ) est 5.3) Surlintervalle [-m, [, les solutions sont dans 'ensemble
4 3nm 2n wm _w 21 3m 4m
<5p1: \/5—2\/5,—\/5—2\/5,\/5+2\/§,—\/5+2\/§ 5 {_T[;__)__y__r__yoy_r_;_;_}-
5 5 5 5 55 55
3. Soit x € 2, 6. On pose ¢ = tan(x), ol1 x est un réel tel que tan(x), tan(2x) et tan(3x) sont
. an-

31) Dapresle cours (ou par lecture directe sur le cercle trigonométrique) : définis.

lcos(—x) = cos(x)| et [sin(—x)=—sin(x)|
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61) Ona:
[tan(2x)| = tan(x + x) = tan(x) +tan(x) _  2tan(x) | 2¢

1—tan(x)tan(x) 1-tan?(x) |[1—r2[

6.2) Onademéme:

=tan(2x + x)
tan(2x) + tan(x)
1o tan(2x) tan(x)
2ot 2041(1-12)

2t - _ 2 _942
1_1_tz><t 1-1¢ 2t

-*+3r _[t(3-1?)

1-3¢2 [ 1-3¢2 |

6.3) On a par changement de variable
tan(2x) +tan(3x) =0

2t t(3-1%)
1-t2 1-3¢2
— t=tan(x) et 2t(1-3t2)+t(3-t>)(1-t?) =0

< r=tan(x) et

< t=tan(x) et [P =103 +5r =0)

. Ona:

2 -10t3+5t =0 < t(t*—10t2+5)=0
< t =0out estsolution de (E,).

Par ailleurs, on a résolu précédemment I'équation (E,) donc on sait que

k
(E,) < t=tan(x) etxe{?JT | kEZ}

<~ t=tan(x)ette {tan(O),tan(g) ,tan(%) ,tan(g—n) ,tan(4—n)}.

5 5

Ainsi comme tan(0) = 0 on en déduit que les nombres

(H) (2n) (?”T) (4n)
tan|(—|,tan|—|,tan|—| et tan | —
5 5 5 5
sont solutions de (E; ).

Comme Z et 2 sont des éléments de I'intervalle [0, %],
m 27
tan(—|>0ettan|— | >0.
5 5
Comme 3* et 2 sont des éléments de I'intervalle |3, ],

3n 47
tan(?) <0Oet tan(?) <0.

Enfin, on sait que

T 27
tan(—) < tan(—).
5 5

La synthese de ces informations donne que

tan(g) = \/5—2\/3

puisque c’est la plus petite des deux solutions positives de (E; ).

PARTIE Ill — CALcuL DE cos (2 ) eTsin (%)

8. 81) D’apreésle cours: ‘cosz(x) +sin?(x) = 1| (Théoreme de Pythagore)

8.2) Pourtout x € D,,,,
sin®(x) _ cos®(x)+sin®(x) 1
cos?(x) cos2(x)

1+tan®(x) =1+ = )
() cos2(x)

1
1+tan2(x)

1
1+tan?(%) donc

Ayant 1+tan?(x) = ﬁ(x)’ onobtientbienque |cos®(x) =

8.3) Grace ala question précédente, on sait que cos® (Z) =
2 (E) - v
s 1+(5-2+/5)
_ 1
6-21/5
~ 6+2y/5
~ (6-21/5)(6+2/5)
_6+2\/5
62— (2v/5)
6+25
T 36-20
6+2/5
=—
Comme par ailleurs on sait que cos (%) >0 (comme Zelo0,3 ) :

(n) l6+2v/5 |\/6+2/5
cos|=||= = :
5 16 4

8.4) On sait d'apres le théoreme de Pythagore que sin®(2) = 1 - cos® ()
donc
_ 2(7[ 6+2y5 10-2/5
sin E) =1- = :

16 16

Multiplication par la quantité conjuguée
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Comme par ailleurs on sait que sin(%) >0 (comme 5 €[0,7] ) :

sin (

5

5

\/10—2\/5.

_J10-2y/5
=\~ =

4




