
Lycée Montaigne - 1BCPST - Mathématiques [Calculs et raisonnements] - Concours Blanc - 13 Mai 2026 - Durée 02h00

◦ La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements, entreront pour une part importante dans
l’appréciation de la copie. Les abréviations, sigles ou phrases nominales sont à proscrire.

◦ La numérotation des exercices (et des questions) doit être respectée et mise en évidence. Les résultats doivent
être encadrés proprement.

◦ Il est important de numéroter correctement les pages des copies qui seront données à la correction. Chaque
candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et impression de chaque page.

◦ Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il convient de le signaler
sur la copie et de poursuivre la composition en expliquant les raisons des initiatives qui ont été prises.

◦ Les candidats ne doivent avoir aucune communication entre eux ou avec l’extérieur durant l’épreuve. Aussi,
l’utilisation des téléphones portables et, plus largement, de tout appareil permettant des échanges ou la consultation
d’informations, est interdite.

◦ Les téléphones sont éteints rangés dans les sacs mis à l’avant ou à l’arrière de la salle. Les trousses sont
interdites. Les copies sont fournies, ainsi que les brouillons. Le crayon à papier ne sera pas corrigé.

Exercice 1.

Un péage d’autoroute comporte trois guichets numérotés 1, 2, 3. Cinq voitures franchissent le péage en choisissant chacune
un guichet indépendamment du choix des autres voitures. Xi désigne le nombre de voitures passant au guichet i (i ∈ {1, 2, 3}).
b(n, p) désigne la loi binomiale de paramètres n et p.

1. (a) Montrer que pour tout i ∈ {1, 2, 3}, Xi est distribuée selon b(5, 1/3).
Xi compte le nombre de succès dans la répétition cinq fois d’expériences de Bernoulli indépendantes où le succès (passage d’une
voiture au guichet i) survient avec probabilité 1/3. Xi est distribuée selon une loi binomiale de paramètres n = 5, p = 1/3.
Une justification plus formelle. Ii,j = 1 si la voiture j passe au guichet i ; 0 sinon. Chaque voiture choisit un des trois guichets
avec équiprobabilité et indépendamment du choix des autres voitures, donc pour i ∈ {1, 2, 3} les variables Ii,1, Ii,2, . . . , Ii,5 sont
indépendantes et distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p = 1/3 ; et Xi =

∑5
j=1 Ii,j est distribuée selon b(5, 1/3).

(b) Combien de voiture s’attend-on à voir passer au guichet 1 (en moyenne) ?
Le nombre attendu de voitures aux guichet i ∈ {1, 2, 3} est l’espérance de Xi ∼ b(5, 1/3) : 5/3.

(c) Avec quelle probabilité observe-t-on de une à trois voitures au guichet 1 ?
P(1 ≤ X1 ≤ 3) =

∑3
k=1 P(X1 = k) =

∑3
k=1

(
5
k

)
(1/3)k(2/3)5−k = 1

35

[(
5
1

)
× 24 +

(
5
2

)
× 23 +

(
5
3

)
× 22

]
= 200/35.

(d) Déterminer et interpréter la valeur en 1 de la fonction de répartition de X1.
En 1, la fonction de répartition de X1 vaut : P(X1 ≤ 1) =

∑1
k=0 P(X1 = k) =

∑1
k=0

(
5
k

)
(1/3)k(2/3)5−k = 112/35.

2. (a) Que représente la variable aléatoire Y = X2 +X3 ?
Y compte le nombre de voitures passant par les guichets 2 ou 3 (somme du nombre de voitures passant par 2 et du nombre de
celles passant par 3).

(b) Justifier : Y = 5−X1.
Le nombre de voitures passant par 2 ou 3 est aussi le nombre de celles ne passant pas par 1 : Y = X2 +X3 = 5−X1.

(c) En déduire l’espérance et la variance de Y .
Par linéarité de l’espérance : E(Y ) = E(5−X1) = 5− E(X1) = 10/3.

(d) Quelles sont les valeurs prises par Y ?
De zéro à cinq voitures peuvent ne pas passer par 1 ; ainsi : Y (Ω) = {0, . . . , 5}.

(e) Montrer :

i. si n et k sont deux entiers positifs et k ≤ n, alors :
(

n
n−k

)
=

(
n
k

)
.(

n
n−k

)
= n!

(n−k)!×(n−(n−k))!
= n!

(n−k)!×k!
=

(
n
k

)
.

ii. ∀k ∈ J0, 5K, P(Y = k) =
(
5
k

)
( 23 )

k( 13 )
5−k.

Si k est un entier entre 0 et 5 : P(Y = k) = P(5−X1 = k) = P(X1 = 5− k) =
(

5
5−k

) (
1
3

)5−k ( 2
3

)k
=

(
5
k

) (
1
3

)5−k ( 2
3

)k.
(f) En déduire la loi de probabilité de Y .

D’après 2.(d) et 2.(e), Y est distribuée selon b(5, 2/3).

3. (a) Calculer P(X2=5)(X3 = 5).
Si cinq voitures passent au guichet 2, aucune ne passe au guichet 3. Ainsi, P(X2=5)(X3 = 5) = 0.

(b) X2 et X3 sont-elles indépendantes ?
Puisque X3 est distribuée selon b(5, 1/3), elle vaut 5 avec probabilité (1/3)5. Ainsi, P(X3 = 5) ̸= P(X3 = 5|X2 = 5) ; X2 et X3

ne sont donc pas indépendantes.
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(c) Comparer : V (Y ) et V (X2) + V (X3).
Puisque Y est distribuée selon b(5, 2/3) : V (Y ) = 5× (2/3)× (1/3) = 10/9.
Puisque X2, X3 sont distribuées selon b(5, 1/3), elles ont la même variance et : V (X2) + V (X3) = 2× V (X2) = 20/9.
Ainsi V (Y ) ̸= V (X2) + V (X3).

(d) Retrouver le résultat de 3.(b).
Si X2 et X3 étaient indépendantes, la variance de leur somme serait la somme de leurs variances. Or, V (X2 +X3) ̸= V (X2) +

V (X3). Donc, par contraposition X2 et X3 ne sont pas indépendantes.

4. i, j, k sont trois entiers positifs dont la somme vaut 5.

(a) Supposons : i voitures exactement passent au guichet 1 (X1 = i).
i. Justifier que sous cette hypothèse, X2 est distribuée selon b(5− i, 1/2).

Puisque i voitures passent au guichet 1, il reste 5 − i voitures à faire passer par 2 ou 3. Or, chaque voiture choisit entre
2 et 3 de façon équiprobable indépendamment du choix des autres voitures. Ainsi, conditionnellement à l’événement :
(X1 = i), la variable X2 compte le nombre de succès (passage d’une voiture par le guichet 2) dans la répétition 5− i fois
d’une expérience de Bernoulli de paramètre 1/2 ; elle est donc distribuée selon b(5− i, 1/2).

ii. Justifier : P(X1=i)(X2 = j) =
(
5−i
j

)
1

25−i .
Quand (X1 = i) est réalisé, la variable X2 est distribuée selon b(5− i, 1/2) et comme j = 5− i− k ∈ J0, 5− iK :
P(X1=i)(X2 = j) =

(
5−i
j

) (
1
2

)j ( 1
2

)5−i−j
=

(
5−i
j

)
× 1

25−i .

(b) Montrer en utilisant la formule des probabilités composées : P(X1 = i,X2 = j,X3 = k) = 5!
i!j!k!

1
35 .

Avec les questions précédentes on vérifie que (X1 = i) ∩ (X2 = j) est de probabilité non nulle ; donc la FPC s’applique :
P(X1 = i,X2 = j,X3 = k) = P(X1 = i)× P(X1=i)(X2 = j,X3 = k)× P(X1=i,X2=j)(X3 = k).
Or, X1 +X2 +X3 = 5 ; donc : P(X1=i,X2=j)(X3 = k) = 1 et P(X1=i)(X2 = j,X3 = k) = P(X1=i)(X2 = j) =

(
5−i
j

)
1

25−i .

Ainsi : P(X1 = i,X2 = j,X3 = k) =
(
5
i

) (
1
3

)i ( 2
3

)5−i ×
(
5−i
j

)
1

25−i × 1 = 5!
i!(5−i)!

(5−i)!
j!(5−i−j)!

1
35

= 5!
i!

1
j!(5−i−j)!

1
35

= 5!
i!j!k!

1
35

.

On assimile maintenant le passage des voitures aux guichets à une 5-liste d’éléments de {1, 2, 3} : si les deux premières
voitures passent au guichet 3, les deux suivantes au guichet 1 et la dernière au guichet 2, on observe la 5-liste : (3, 3, 1, 1, 2) ; et
alors : X1 = 2, X2 = 1, X3 = 2. On note Ω = {1, 2, 3}5.

5. (a) Quel est le cardinal de Ω ?
Ω est l’ensemble des 5-listes d’éléments de {1, 2, 3}. Ainsi, Card Ω = (Card {1, 2, 3})5 = 35.

(b) Pourquoi peut-on supposer que les singletons composés d’éléments de Ω sont équiprobables ?
Un élément de Ω s’écrit : ω = (v1, v2, v3, v4, v5) et chaque élément vi a autant de chances de valoir 1, 2 ou 3 indépendamment
de la valeur des autres éléments. Ainsi, les 35 éléments de Ω peuvent être supposés équiprobables.

(c) Décrire l’événement (X1 = 2), déterminer son cardinal puis sa probabilité.
(X1 = 2) est l’ensemble des 5-listes d’éléments de {1, 2, 3} comportant exactement deux fois l’élément 1 : (X1 = 2) = {ω ∈
Ω;X1(ω) = 2}. Dénombrer les éléments ω de Ω réalisant (X1 = 2) revient à choisir :
◦ l’emplacement des deux 1 dans ω :

(
5
2

)
= 10 choix

◦ le nombre de 2 apparaissant dans ω : k ∈ {0, 1, 2, 3}
◦ l’emplacement des 2 dans ω :

(
3
k

)
choix (deux emplacements sont occupés par les 1)

Ainsi, Card (X1 = 2) =
(
5
2

)
×

∑3
k=0 k ×

(
3
k

)
= 80.

Et puisque les éléments de Ω sont équiprobables : P(X1 = 2) = Card (X1 = 2)/Card Ω = 80/35.

(d) Combien existe-t-il d’éléments de Ω conduisant comme (3, 3, 1, 1, 2) à : X1 = 2, X2 = 1 et X3 = 2 ?
Une 5-liste de Ω où 1 apparait deux fois, 2 une fois et 3 deux fois se caractérise par le choix de :

(
5
2

)
= 10 rangs possibles pour

les deux 1 et
(
3
1

)
= 3 rangs possibles pour l’unique 2 (les autre rangs sont réservés aux 3). Ainsi, il existe 30 élements de Ω

conduisant à X1 = 2, X2 = 1 et X3 = 2.

(e) Retrouver la formule de 4.(b) donnant P(X1 = i,X2 = j,X3 = k) pour (i, j, k) ∈ N3 et i+ j + k = 5.
Une 5-liste de Ω où 1 apparait i fois, 2 apparait j fois et 3 apparait k fois se caractérise par le choix de :

(
5
i

)
rangs possibles

pour les 1,
(
5−i
j

)
rangs possibles pour les 2 et

(
5−i−j

k

)
rangs possibles pour les 3. La combinaison de ces choix conduit à :

Card {ω ∈ Ω;X1(ω) = i,X2(ω) = j,X3(ω) = k} =
(
5
i

)
×

(
5−i
j

)
×

(
5−i−j

k

)
= 5!

i!(5−i)!
(5−i)!

j!(5−i−j)!
(5−i−j)!

k!(5−i−j−k)!
= 5!

i!j!k!
.

Et puisque les 35 éléments de Ω sont équiprobables :
P(X1 = i,X2 = j,X3 = k) = Card {ω ∈ Ω;X1(ω) = 2, X2(ω) = 1, X3(ω) = 2}/Card Ω = 5!

i!j!k!
1
35

.

Exercice 2
On note M3(R) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille 3× 3 à coefficients réels.
On pose

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 03 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


2



Partie A
Soit A une matrice de M3(R), on note E1(A) = {M ∈ M3(R) : AM = M} et E2(A) = {M ∈ M3(R) : A2M = AM}
1. Montrer que E1(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).On montrerait de même que E2(A) est un sous-espace vectoriel de
M3(R).
2. a) Montrer que E1(A) ⊂ E2(A).
b) On suppose que la matrice A est inversible, montrer que E1(A) = E2(A).
c) Montrer que si la matrice A− I3 est inversible alors E1(A) = {03}

Partie B
Pour tous réels a et b, on définit la matrice

P (a, b) =

a b b
b a b
b b a


On définit par ailleurs l’ensemble des matrices suivant: F = {P (a, b), (a, b) ∈ R2}.
On pose enfin

N =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


1. Démontrer que les matrices I3 et N appartiennent à F , on notera I3 = P (a0, b0), donner a0 et b0 .
2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R) et que (I3, N) est une base de F . On notera cette base B.
3. Montrer que N2 est dans F et donner la représentation matricielle de N2 dans la base B.
4. Montrer que N est inversible et que son inverse N−1 est dans F. Donner la représentation matricielle de N−1 dans la base B.
5. a) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe deux réels an+1 et bn+1 tels que Nn+1 = P (an+1, bn+1) et que ces réels
vérifient les relations de récurrence: {

an+1 = 2bn

bn+1 = an + bn

b) Quelle est la valeur de a1?
c) Montrer que la suite (an) est récurrente linéaire d’ordre 2.
d) Déterminer le terme général de la suite (an) puis celui de (bn).
e) En déduire, pour tout entier naturel n, la représentation matricielle de Nn dans la base B en fonction de n.
6. Déterminer les deux espaces vectoriels, E1(N) = {M ∈ M3(R) : NM = M} et E2(N) = {M ∈ M3(R) : N2M = NM}. On
donnera une base du sous-espace vectoriel lorsque celui-ci n’est pas restreint à {03}.

Solution de Exercice 2
Partie A

1. • 03 ∈ E1(A) car A03 = 03

• Soient M,N deux matrices de E1(A) on a donc AM = M et AN = N et soit λ un réel, A(λM +N) = λAM +AN =
λM +N , on en déduit donc que λM +N est dans E1(A) et donc que E1(A) est stable par combinaison linéaire.
On en déduit que E1(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R) .

2. a) Soit M une matrice de E1(A), on sait que AM = M , on en déduit que A2M = A(AM) = AM et donc que M ∈ E2(A).
On en déduit que E1(A) ⊂ E2(A) .
b) Supposons que A est inversible, nous avons prouvé précédemment que E1(A) ⊂ E2(A), réciproquement, soit M une
matrice de E2(A), on a donc A2M = AM et comme A est inversible, cela implique A−1A2M = A−1AM et donc AM = M

et donc M ∈ E1(A), on en déduit que E2(A) ⊂ E1(A) . Par double inclusion, on conclut alors que E1(A) = E2(A) .
c) Supposons que A− I3 est inversible, M ∈ E1(A) ⇐⇒ AM = M ⇐⇒ (A− I3)(M) = 03 ⇐⇒ (A− I3)

−1(A− I3)(M) =

(A− I3)
−1(03) ⇐⇒ M = 03. On en déduit que E1(A) = 03 .

Partie B
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1. I3 = P (1, 0) ainsi I3 ∈ F et a0 = 1, b0 = 0.

N = P (0, 1) ainsi N ∈ F .

2. F ⊂ M3(R).

F = {

a b b
b a b
b b a

 , (a, b) ∈ R2} = {aI3 + bN, (a, b) ∈ R} = vect(I3, N).

On en déduit que F est bien un sous-espace vectoriel de M3(R) .
Par ailleurs la famille (I3, N) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires. Cette famille est donc libre et génératrice,
cette famille forme donc une base de F .

3. N2 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 = P (2, 1)

On en déduit que N2 est dans F et que la représentation matricielle de N2 dans la base B est
(
2
1

)
.

4. On sait que N2 = 2I3 +N donc N2 −N = 2I3 c’est-à-dire 1
2 (N − I3)N = I3. On en déduit que N2 est inversible et que

N−1 = 1
2 (N − I3) = P (− 1

2 ,
1
2 ). La représentation matricielle de N−1 est

(
− 1

2
1
2

)
.

5. a)Montrons par récurrence sur n ∈ N la propriété P(n):

Nn+1 = P (an+1, bn+1) avec:

{
an+1 = 2bn

bn+1 = an + bn
Initialisation: Pour n = 0, N = P (0, 1) donc a1 = 2b0 et b1 = a0 + b0
Hérédité Soit n ∈ N, supposons la propriété P(n) vraie et montrons alors que P(n+ 1) est vraie:

Nn+2 = Nn+1 ×N (1)
= (an+1I + bn+1N)N(parHR) (2)

= an+1N + bn+1N
2 (3)

= an+1N + bn+1(2I3 +N)(parB.3) (4)
= (an+1 + bn+1)N + 2bn+1I3 (5)
= P (2bn+1, an+1 + bn+1) (6)

Ainsi Nn+2 = P (an+2, bn+2) avec an+2 = 2bn+1 et bn+2 = an+1 + bn+1

conclusion: La propriété est initialisée à n = 0, elle est héréditaire donc par principe de récurrence, elle est vraie pour tout
entier naturel n.
5b) a0 = 1 et d’après la question précédente a1 = 2b0 = 0

5c) ∀n ∈ N, an+2 = 2bn+1 = 2(an + bn) = 2an + an+1.

On en déduit que la suite (an)n ∈ N est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 avec: ∀n ∈ N

{
a0 = 1, a1 = 0

an+2 − an+1 − 2an = 0

d) L’équation caractéristique associée est r2 − r − 2 = 0. Les deux racines réelles sont 2 ou −1, on en déduit:
∃(a, b) ∈ R2,∀n ∈ N, an = a(−1)n + b2n. Déterminons a et b:{
a0 = 1

a1 = 0
⇐⇒

{
b = 1

3

a = 2
3

Ainsi, ∀n ∈ N, an = 2
3 (−1)n + 1

32
n.

∀n ∈ N, bn = 1
2an+1 = 1

2 (
2
3 (−1)n+1 + 1

32
n+1) = 1

3 (−1)n+1 + 1
32

n.

∀n ∈ N, bn = 1
3 (−1)n+1 + 1

32
n.

e) D’après la question précédente, pour tout entier naturel n,Nn est dans F et sa représentation matricielle dans la base

B est
(

2
3 (−1)n + 1

32
n

1
3 (−1)n+1 + 1

32
n

)

6. Nous avons démontré dans la question 4. que N est inversible donc d’après la question A2b), E1(N) = E2(N) par ailleurs,
toujours d’après cette question 4. N − I3 est également inversible, son inverse est 1

2N , on déduit alors de la question A2c)
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que E1(N) = E2(N) = {03}
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