Devoir Surveillé 0 : test de rentrée

Mathématiques Corrigé

2BC2

I Analyse-20 minutes

1 Exercice 1

1
1. On démontre par récurrence la propriété P(n) : 0 < u, < 1
n

e Initialisation : comme ug = 1, on a bien 0 < ug <

X

01 et P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N. On suppose que 0 < u, < T
n
cette inégalité, il vient :

1

T En multipliant par nt 3 > 0 dans
n+1 n+1l 1

< < = it 0< <

\n+3u”\n+3n+1 n+3 SOt S Undt S

1 L.
3 < 2 pour en déduire que 0 < up41 <

X

1
et donc que
n—+2
P(n+ 1) est vraie.

1
n—+3

Il reste & remarquer que

On a bien démontré par récurrence que

1
n+1

VneN, 0<Lu,<

1
2. Comme lim =0, on déduit du théoréme des gendarmes que
n—+oo n + 1

la suite (u converge et lim wu, =0
( ")neN & n——+o0o "

2
Remarque : en fait, pour tout n > 0, u, =

m, ce que l'on aurait pu vérifier par
n n
récurrence.

2 Exercice 2
1. On commence par rappeler le DLo(0) de exp :

t2
ett301+t+§+o(t2)

En remplacant ¢ par —x, on obtient le DLy(0) suivant :

(—a)? o
xiol_x+ 51 +o((-2)?) = 1—x+?+0(x2)

—x

e

x—0

Enfin, en multipliant par x, on gagne un ordre et on obtient le DL3(0) demandé :

3
o _ 2 T 3
f(x)—xexzzoac—x —l—?—l—o(x)

1
2. f est continue sur [0;1], donc f(t) dt et on la calcule par IPP :
0

1

t et dt:{ " (_e—t)r _ ! 1 x(=e7t) dt (u et v étant bien de
—~ ~— 2

0 0 classe C! sur [0,1])
u(t) v’ (t) u(t) () ' (t) o(t)

1 1
= e +0+ / e tdt=—et+ [— e_t} —e !
0

0 =
1
/ F(t) dt
0
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3 Exercice 3

1. Par somme on a immédiatement lir% g(z) = +oo |.
T—r

Pour la limite en +o00, on factorise pour lever la forme indéterminée :

glz) =z —In(z) =z (1 _ hl(x))

x
1 1
Or lim n(@) = (0 par croissances comparées, puis lim 1— n(z) =1.
r—+00 €T r——+o0 xT
Par produit, | lim g(z) = +oo|
r—+00

2. La fonction g est dérivable sur ]0, +o0] et

1 -1
Vo €lo,+oof, gl@)=1-- ="
X X

Pour z €]0, 400/, le signe de ¢'(x) est celui de  — 1, d’out le tableau suivant :

T 0 +o00
g (x) - 0 +
g 400 \ / +oo
1

IT Algébre-20 minutes

1 Exercice 1

1. La base canonique de R,,[X] est B = (1, X, X? ..., X") et dim(R,[X]) = Card(B) =n + 1
2. e f est bien une application de M, (R) dans M, (R).
e Soient M € M, (R), Ne M,(R) et \€ R, on a :

fOAM +N)=A(AM + N)
=AM + AN par distributivité du produit matriciel
= Af(M)+ f(N)

Ainsi f est bien linéaire.
f est donc bien un endomorphisme de M, (R).
3. e F est un sous-ensemble de R, [X].
e Le polyndme nul appartient a F.

e Soient Pe F, Q€ Fet \eR. Ona (AP+ Q) = AP+ Q' par linéarité de la dérivation et
donc (AP + Q) (1) = AP'(1) + Q'(1) =0 car P et @ sont dans F.
Ainsi AP + @Q € F et F est donc stable par combinaisons linéaires.
F est donc bien un SEV de R, [X].

2 Exercice 2

1. La base canonique de R? est B. = | (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) | et on a:
—— Y~ —

61 €1 €1
.f(€1)2(071,1):OX€1+1X€2+1X€3,
.f(gg):(27070):2X€1+0X€2+0X€3,
Of(_’g):(270,0):2X€1+0X€2+0X€3.
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On déduit alors que :

2. e Méthode 1 : en utilisant ’expression cartésienne f.

(a) Soit @@ = (x,y,2) € R, on a les équivalences suivantes :

i€ Ker(f) < f(@)=0

Ainsi, Ker(f) = {(0,—z,2), 2 € R} = Vect((0,—1,1)) et (¥) est donc une famille géné-
Hﬁ/—/

ratrice de Ker(f). Elle est de plus libre car constvituée d’un unique vecteur non-nul, c’est
donc une base de Ker(f) et dim(Ker(f)) = 1.

(b) D’aprés le théoréme du rang, dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(R?), on en déduit que
dim(Im(f)) = 2.

(c) (€1,€5,€3) est une base de R donc (f(€1), f(€), f(€3)) est une famille génératrice de
Im(f).
On({gmarque que f(€) = f(€3), donc (f(€1), f(€2)) est une autre famille génératrice de
Im(f) dont le cardinal est égal a la dimension de Im(f), c’est donc une base de Im(f).

e Méthode 2 : en utilisant ’écriture matricielle de f.

(a) (€1,€,¢3) est une base de R? donc (f(€1), f(€2), f(€3)) est une famille génératrice de
)
On remarque que f(€2) = f(€3), (f(€1), f(€2)) est donc une autre famille génératrice de
Im(f).
On remarque de plus que f(€1) et f(€>) sont non-nuls et non-colinéaires, done (f(€1), f(€2))
est une famille libre et ¢’est donc une base de Im(f) et donc dim(Im(f)) = 2.
Remarque : plutot que d’invoquer la non-colinéarité de f(€1) et f(€a), on pouvait aussi
caleuler le rang de A, qui vaut 2, qui est aussi égal o la dimension de Im(f) et conclure
comme au 3°™° point de la premiére méthode.

(b) D’aprés le théoréeme du rang, dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(R?), on en déduit que
dim(Ker(f)) = 1.

(¢) On a vu précédemment que f(é) = f(&3), soit encore que f(é;) — f(€s) = 0, soit encore
que f(& — &s) = 0 par linéarité de f. Ainsi @ € Ker(f) et (&) est donc une base de Ker(f)

—
wW=—v

puisqu’elle est libre ( # 0) est de cardinal égal & la dimension de Ker(f).
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3. (a) Onnote B=|(0,1,-1),(2,1,1),(2,-1,-1)
—— ——

U1 U U3
On a les équivalences suivantes :

A1 + Aatis + )\37._[3 = 6<:>

—~

S (2 + 223, A1 + Ao — A3, — Ay —|—)\2—>\3)= (0,0,0)
200 +2X3 =0
~ A+ A2 — A3 =0
“AM+A—A3 =0
)\1+)\2—)\3 =0 L1%L2
S —AM+X—A3 =0 Lo+« Lg
)\24’)\3 =0 Lg(*%Ll
AM+X—A3 =0
= A —2X3 =0 L2<—%(L2+L1)
A+A3 =0
AM+X—A3 =0
= A—2X3 =0
)\3 =0 Lg(*%(Lgng)

et soit trois réels Ay, Ao et As.

0, A1, = A1) + (2X2, A2, A2) + (23, — A3, —A3) =0

A1 = Ay = A3 = 0 est I"unique solution, B est donc une famille libre de R3.
De plus Card(B) = 3 = dim(R?) donc B est bien une base de R3.

f(’ljl):(0,0,0):OX’L_L'1+OX172+OX7._[3

(b) Le calcul donne

f(ﬁz):(472a2):0><61+2><ﬁ2+0><ﬁ3

f(a'g):(—4,2,2):0x171—|—0><12'2—2><173

On en déduit que :
f(

B = Matg(f) =

O O O«

III Probabilités-20 minutes

1 Exercice 1

Sy
=
~—
~
—
St
S~—"
~
—
St
S~—"

ol

0 0 — ’l_il
2 0 — 'L_ZQ
0 -2 — U3

1. L’événement A,, se réalise si et seulement si on obtient une autre face que ’6’ lors des n — 1 premiers

lancers, puis un ’6’ au lancer n :

A,=5nNn...nS,_1NS,

Les événements S; étant mutuellement indépendants, on a

P(A,)=P(SiN...N8,_1NSy) =P(S) x...

Or

P@E)=...=P ) =2

donc

X P (Su—1) P(Sy)

ot P(Sy) = é

(1 LYCEE MONTAIGNE BORDEAUX
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2. A chaque lancer, on obtient '6’ avec la probabilité p = %. On répéte n fois cette expérience de
maniére indépendante et on s’intéresse au nombre de ’6’ obtenus.

1
La variable aléatoire | X suit donc une loi binomiale de paramétres p = — et n|:

X(@Q) =[0,n] et Vke[0,n], P(X=k) = (Z) <é>k<2)nk

_5n
36
. On applique bien sir la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

([X = k])ke[[o,n]] :

P(B)=§P(X:k)P[X_k](B):§<Z) (é)k (Z)"k (;))k:é(;z) (118)k. (z)nk

On utilise alors la formule du binéme de Newton pour terminer le calcul :

TREHEE)

On rappelle que | E(X) =np = % et de V(X) =np(1 —p)

2 Exercice 2

1. On a facilement | P(R;) = % puisqu’il y a 1 jeton rouge pour 5 jetons au total. Ensuite,

1 1 1
P(leRQ):P(Rl)PRl(Rg):*Xg soit P(RlﬂRz):%

(@31

En effet, le jeton rouge étant remis, si Ry est réalisé, I'urne comporte encore 1 jeton rouge pour 5
jetons au total au moment d’effectuer le deuxiéme tirage.
Enfin,

P (BN T) = P (Ry) Py () = & =

SIS

it | P(RinT) =

]

. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Rl,E) :

1 6
X7 soit |P(Rg) = —

P(Ry) = P (R1) P, (R2) + P (R1) Py (Ro) = .

(AN

><1—|—
5

G| =

. Les événements R; et Ry ne sont pas indépendants car Pg, (Rz) # P (Rg) comme on l'a vu.
Les événements Ry et R ne sont pas incompatibles non plus car Ry N Ry # ().

. Compte-tenu des modalités de tirages, on peut piocher 0,1 ou 2 jetons rouges au cours des deux
premiers tirages : on a donc Y (2) = {0, 1,2}.
Ensuite, on remarque que

[YIO} :EQE et [Y:2] = RiNRy
On déduit de la question 1 que

P(Y:O):g ot P(Y:2):%

Enfin, comme la famille ([Y = 0],[Y = 1],[Y = 2]) est un systéme complet d’événements, on a

3 1 9
PY=1)=1-PY=0-PY=2)=1—-—— =
( ) ( 0 ( ) 5 25 25
Finalement, la loi de X est donnée par
V(Q) ={0,1,2} ot PY =0)=2, P(Y =1) = =, P(Y =2) = —
U 57 25 s
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Remarque : On aurait pu aussi calculer P(Y = 1) directement, mais c¢’était plus long :
Y =1] = (Ri N Ba) U (i N Ry)
puis, par incompatibilité des événements R1 N Ry et R1 N Ra, on a
— — — — 9
P(Y: 1) = P(Rl ORQ) +P(R1 ﬂRQ) = P(Rl)PRl (RQ) +P(R1) PRil(RQ) =...= %
IV Informatique-20 minutes
1 Exercice 1
import numpy as np # récupération de la bibliothéque numpy sous l'alias np
def somme(n):
'"'Renvoie la somme des k¥cos(k) pour k de 0 ¢ n''’'
S=0 # on initialise S a 0
for k in range(O,n+1): # pour k de 0 d n
S = S+k*np.cos (k) # on ajoute k*cos(k) a S
return S
2 [Exercice 2
1.
1 def min_list(L):
2 '"'Renvoie la valeur du plus petit élément de la liste mon vide L'''
3 n = len(L) # n est la longueur de L
4 m = L[0] # on initialise m avec le premier élément de L
5 for i in range(l,n):# on parcourt tous les indices suivants
6 if L[i]<m: # si l'élément est plus petit que m
7 m = L[i] # m prend sa valeur
8 return m
9
2.
1 |def ind_min_list(L):
2 "'"'Renvotie l'indice de la premiére occurrence du plus petit élément de la liste non
— wvide L''"'
3 n = len(L) # n est la longueur de L
4 m = L[0] # on initialise m avec le premier élément de L
5 ind = 0 # ind est l'indice de m dans L
6 for i in range(l,n):# on parcourt les indices suivants
7 if m>L[i]: # si l'élément est strictement plus petit que m
s m = L[i] # m prend sa valeur
9 ind = i # on met a jour la valeur de son indice
10 return ind

3 Exercice 3

1.

1 import numpy as np # récupération de la bibliothéque numpy sous l'alias np
2

3 def terme_u(n):

4 '"'Renvoie la valeur de u_n'''

5 u=1 # u contient la valeur de u_0

6 for i in range(il,n+1): # pour % de 1 da n

7 u = np.sin(u)/2 # on calcule u_t grdce a la relation de récurrence
8 return u

1" LYCEE MONTAIGNE BORDEAUX
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N

O

On donne également une version récursive

def terme_u_rec(n):
''"'Renvoie la valeur de u_n, version récursive''’
if n==0: # dans ce cas on renvoie directement la valeur de u_0
return 1
else: # sinon on utilise la relation de récurrence
return np.sin(terme_u_rec(n-1))/2
def liste_u(m):
"'"'Renvoie la liste [u_0,..,u_n]'"’
L = [1] # la liste L ne contient que u_0
for i in range(l,n+1): # pour % de 1 a n
u = np.sin(L[i-1]1)/2 # on calcule u_t grdce a la relation de récurrence
L.append (u) # et on l'ajoute d L
return L
def vitesse_u(e):

""'Renvoie le premier indice n pour lequel [u_n/<e'’’

u=1 # u contient la valeur de u_0

n=20 # n est l'indice courant

while np.abs(u)>=e: # tant que l'écart est supérieur ou égal a e
u = np.sin(u)/2 # on calcule le terme suivant
n = n+l # et on augmente 1l'indice

return n
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