TD 2 - Nombres N, Z, Q, R

BCPST 1 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

| Nombres Entiers |

Exercice 1 : (En I minute) Ecrire la décomposition en produit de facteur premiers des nombres suivants :
1) 123 2) 1000 3) 824 4) 1024 5) 133 6) 6615 7) 2310 8) 131

Réponses : 1) 123 = 2) 1000 = 10° =[2* x5°|  8)824=2.412=2.4.103 =
41024 =[2°]  5)133=[7x19]  6)6615=5-1323=5-9-147 =32 x 5 x 147

7) 2310 =3 x 10 x 77 =[2x3 x5 x 7 x 11| 8) 131 =[131] car 131 est premier.

Exercice 2 : (En 1 minute) Résoudre les équations suivantes pour z € R :

r+2 r+5

1
1 1=2 2 = — 3) Si R 1= 4 = 5 =2
)x2+ x+3 )z - ) Sia €eR, 3z + a )x—3 0 )290—1
-1
6)2_1:x+1 7)Poura7b€R,%:l 8) 22 = —1 9) Vo +3=2 1
10) V1—-z =2z 11) |z| == 12) In(z +2) =3 13) cos(z) =0 14) 2 — ~ =z

Réponses: 1) ax+1=2x+3 < z=-2:|5={-2}
1 1
2) r == <= 2°=1donc|S = {-1,1}| (valeur interdite 2 = 0 car on a du —)
z x

a—1 a—1 z+2
B)3rtl=a = =" .S_{ ; } 4)x73—0<:>x+2—0<:>x——2.

T+5
5) 2§+1—2 = r+5=4dr+2 < 3r=3 < z=1:|5={1}
-1
6)m 1:x+1<:>x2—1=x2—1Vraipourtouta:donc
r —

—b
7) Pour a,b € R, ;_:_ab =1 <= z+a=2r+b < =z = a— b Attention valeur interdite : z = - Donc
x
—b —b
sia—b=7 ¢a ne marche pas. a—bz? < 2a4—2b=-b < b=2a.
o 1
Conclusion : | S = { ?asibb} fiion En effet si b = 2a alors ;xt—ab = 2z i C2La =3 # 1 pour tout z.

8) 2® = —1 Pas de solution réelle. | S = ()
9) v+ 3 =2 Condition : x < —3. On a alors Vz+3 =2 <= z+3=4 < 2z =1 Cela vérifie la

condition donc

10) v1 — 2z =2 Condition 1 —2 >0 < 1>z etz >0 car \/ est positif. Donc x € [0, 1].

-1 5
On continue : V1—z =2 <= 11—z = 2% — x2+171:00naA:5D0ncxlz%fet
-1—-+/5 5—1
x2:%.0nax16[0,1} et x2 ¢ [0,1] donc seul x; respecte la condition. S—{\fZ }
11) || =2 Siz < 0on a |z| = x qui est vérifié, sinon x < O et |z| = —z =2 < 20 =0 < =0

Donc I’équation est vérifiée uniquement pas les z positifs ou nuls. on trouve .

12) In(x + 2) = 3 La condition est > —2. Onaln(z +2) =3 <= z+2=¢> <= 2 =¢* -2 donc



13) cos(xz) =0 . Clest du cours : | S = {g +kr|ke Z}

1
14)2— —=2. Onveut x #20. On a :
x
L _ 2 2 _ 2 _ _ _
2—;—:5—0 = 2r—-1=2° <= 2°-224+1=0 < (r—1)°=0 < z=1Donc| S={1}

Exercice 3 : (En 1 minute) Résoudre les équations de degré 2 suivantes et factoriser les expressions quand
cela est possible :

1) 2 +22+1=0 2)2°+1=0 3) 2> +3x+2=0 4) 2> —5x+6=0 5) 22 —9=0
6) 227 —42+2=0 7 (z+3)(z—1)=0 8) (x+2)>+1=0 9) (z—5%-16=0
10) 2 +2+1=0 11) 92—9z—18 =0 12) 2?2 + 22 +5=2 13) 22 +5x+3 =2 +92+2

Remarque : les réponses se font par calcul de A ou en remarquant des identités remarquables, ici je mets
directement les solutions sous forme factorisée.

Réponses : 1) 22 +22+1=(z+1)? =0 <

2) 2241=0 < x2:—1‘pasdesolution‘cara:220

3) 2’ +32+2=(z+1)(z+2) =0 < ‘x:—loux:—ﬂ

4) 2> —5x+6=(2-3)(z—2) =0 — \xz?ouac:?)\

5)2° —9=(z—-3)(z+3) =0 < ‘$:3oux:—3‘

6) 227 —dx+2=202"-22+1)=20x—-1)? <= |z2=1

7) Celui la est déja factorisé. (zr+3)(x — 1) =0 <= ‘x:—S oule‘

8) (x+2)+1=0 < (x+2)2:—l‘pasdesolution‘car (x+2)2>0

9) (z—5)2-16=(x-5+4)(z—-5-4)=(2—-1)(z-9) =0 < [z=1ouz=9
10)x2—|—x+1:00naA:1—4:—3donc‘pasdesolution‘

11) 92— 92— 18 =9(2* —2—2) =9(z +1)(z —2) <= [z =—1oux =2]

12) 22 +204+5=2 < 2°+20+3=0 < (2+1)(z+2)=0 < |[z=-1louz= 2|

13) 22 +524+3=202492+2 <= 40-1=0 < |z = 1 (on ne peut pas factoriser I'expression 4z — 1)

Exercice 4 : (Avec des valeurs absolues) Résoudre les équations suivantes :

1) |z|z =32+ 2 2) [x+2|+|3z—-1] =4 3) |2% +z + 3| = |z 4)x+|x|=g
5) Pour a,b € R, |z —a| = |z -]
Réponses : 1) On distingue selon le signe de z.
V1 -1
Siz >0 Alors |zjz =32+2 <= 2°-32-2=0.0OnaA =9+8=17donc z; = 73—’_2 ! et o = 3 5 ’

On a 9 < 0 donc seul x; est valable.
Siz<0Onalzjz=3c+2 < 22 +32+2=0 < (z+1)(x+2)=0Donc z; = —1 ou x5 = —2 sont
les deux solutions valables qui vérifient bien z; < 0 et zo < 0.

V1
Finalement | S = {—1, -2, 3—1_27}
x —00 -2 3 +00
2) On distingue selon les signes de z + 2 et 3x —1: 75 ~— 0 =+ T
3z —1 — - 0 -

-5
* Siz€]—oco,—2]alors [z 42|+ |3z -1 =4 <= —2—-2-3z+1=4 < —dox=5 < = T Clest
contradictoire avec x < —2 Donc pas de solution.

1 -1
*Sixe}—lg} alors [z +2|+ 3z — 1] =4 <= z24+2-32+1=4 <= -21=1 < x:70na



-1 1
bien - € } -2, 3} donc c’est une solution valable.

1 3
*Sixe]g,—l—oo[alors [x4+2]+3z—1]=4 <= z+2+3x-1=4 < 4z =3 = x:ZOnabien
3

1 < 3 donc la solution est valable.

En conclusion on trouve | S = {21, Z}
3) |2? + x + 3| = |z| Pour le signe de 2® + 2 + 3 on calcule : A =1 — 12 = —11. Le signe est donc constant
positif car le coefficient devant 2 est 1. On a donc 22 + 2 + 3 > 0 pour tout . Reste & distinguer selon le
signe de .

* x>0:alors |22 +2+3| = |z| —= 2 +x+3 =1 < 2?= —3. Pas de solution.

*r<0:alors 2?4+ +3|=|2] <= 2°+20+3=0 <= (+1)(r+2)=0 < z=—-louzr=—2.

En conclusion | S = {-2, -1} |

4) z+ |z| = g Comme d’hab on peut distinguer selon le signe de x mais ici il y a plus simple.

2

ZM@MZO@
2 2

-
2

Onax+|z| = g = |z| = _736 Donc en valeur absolue cela donne :|z| =

|z] = 0 donc z = 0 Donc | S = {0} |

5) On doit distinguer suivant les signes de z —a et  —b. Déja si a = b c’est vrai pour tout « € R. Supposons

x —00 a b 400

donc dans la suite que a # b. On suppose que a < b. | x —a - 0 + +

x—b - - 0 -
* Siz €]—00,a]Ona|z—a|=|r—b <= —cr+a=—x+b <= a=bImpossible, donc pas de solution.

b
* Siz€la,bOnalr—a|l=|z—-b < z—-a=—-2+b < 2r=a+b < z = % On a bien
b b b+b
ot €la,b] car a = ¢ta < ot < L b En fait c’est le milieu.
* Siz €]-00,a] Onalz—a|=|x—b < z—a=x—-b < —a = —b Impossible, donc pas de solution.
Rsia=0b
Si b < a on aurait exactement le méme résultat par symétrie : Conclusion | S = {a + b} sinon
2

Remarque : c’est logique que la solution soit le milieu. Concrétement on cherche a trouver z qui soit a la
méme distance de a que de b. Cela revient a chercher le nombre au milieu de a et b.

Exercice 5 : (Avec des fonctions usuelles) Résoudre les équations suivantes :

1) In((x +2)(z—1)) =1In2 2)r+v2zr+1=1

Réponses : 1) In((z + 2)(x — 1)) = In2 est valide a condition d’avoir (z + 2)(x — 1) > 0 c’est a dire
x €]—00, —2[U]1, +o0].

On a ensuite, In((z+2)(z—1)) =In2 <= (z+2)(z—1) =2 <= 2?+2-2=2 <= 2°+r—4=0. Donc

—1—17 —1+mo —1—-+17 -1-4 -5

A:1+16:17.Onax1:fetx2 5 T = 5 < 5 =3 < —2et
144 1-VIT —14+ V1
xo > 2+ = g > 1. Donc x1, 22 €]—00, —2[U]1, +o0[ et Donc | S = { 5 ) —; 7}

-1
2) v+ V22 + 1 =1 est valide a condition d’avoir 2z +1 > 0 c’est & dire = > -

A cette condition, on peut faire I'analyse :
V2 +1=1 = 22+1 = (1-2)? =1-22+2° <= 2?42 =0 < 2(z—4)=0 < z=0o0ux =4

-1
On a bien 0 et 4 qui vérifient la condition z > EX MALIS ce ne sont pas forcément des solutions car on n’a pas

que des équivalences dans notre raisonnement ! Il faut faire une synthese pour vérifier. Ona 0++v2-0+1=1

Ok Par contre 4 ++v/2-4+1=4++9 =7 # 1 donc 4 n’est pas solution!! On trouve | S = {0}




Inéquaﬁons‘

Exercice 6 : (Valeurs absolues) Compléter le tableau suivant :

|z —3] <1 2<zx<4 x €]2,4]

[z +2]>10 | 2 < —-100ouz >8 |z €—o0,—10] U [8, +o0]
|z —5] <3 2< <8 x € (2,8]
lt—2]>2 | z2<0ouxz>4 x €]—00, 0[U4, +00]
|z +3] <5 —8<x <2 x € [-8,2]

[z —9] <1 8<x <10 x €]8,10]

7 3
T-51> 5 r<2ouxz>5H x €]—00,2[U]5, +00]

Exercice 7 : (En 1 minute) Résoudre les inéquations suivantes et représenter graphiquement 1’ensemble
des solutions :

1
1)2z+2>0 2)m22 3) 22 <12 4) 2> —1>0 5) (x+5)(x+2)(z—-1)<0
x4 2
6 >0
):l:+3*
Réponses : 1) 22 +2>0 < z> —1 ,‘ S:]—l,—!—oo[‘
2) L e 0cati<t e S1<a< D §=|-1,=t
r+1° =5 T el e =T

3)x2§5 —= V22 <) <= |x\§\/5Donc

S = [—V5,V5]

4)1?-1>0 <= 2°>1 <= z>lour< -1 Donc‘ S:]—oo,—l[u]l,—koo[‘

T —00 -5 -2 1 —+00

. . x+5 - 0 + + +

—1) < :
5) (x+5)(z+2)(z—1) < 01l faut faire un tableau de signe D B _ 0 4 4
x—1 - - - 0 +
On trouve donc ‘ S =] — —o0,—5]U[-2,1] ‘
2

6) Tt > 0. On a —3 valeur interdite car sinon 43 = 0 déja. Ensuite on veut avoir x+2 et x4 3 du méme

T+3
signe. On pourrait encore faire un tableau de signe, mais on va commencer a faire ¢a de téte. on trouve :

| =]—o0, —3[U[2, +o0 |

Exercice 8 : (Avec des constantes) Résoudre les inéquations suivantes :
1) Si a € R, Résoudre ax > 0 2) Si a € R, Résoudre vz + a > «
x
3) Si w € R*, Résoudre zw > —
w
hsia=0
RY sia >0
R* sia<0

1) Si a € R, Résoudre ax > 0. Cela dépend de a : | S =

2) Pour que vz + « soit défini il faut que x > —a.
On a par ailleurs si a <0, v + a > «a est vrai car vz 4+ a > 0 > «. Donc pour vérifier I'equation, il suffit
d’avoir x > «.
Sia>0,Vr+a >a = z+a > a® Doncz > ala — 1) Vérifions juste dans quel cas cela va-
lide la condition z > —a : On a a(a — 1) > —a <= a? > 0 Qest vrai pour tout o > 0, Donc
g { Ja(ow — 1), +o00[ si a > 0
[, +oo[sia <0




1 1
3) zw > d = =z (w - > > 0. Le résultat dépend donc du signe de w — — comme la question 7).
w w w

Regardons déja quand il s’annule : w — — =0 <= w? =1 <= w = +1.
w
Enfin, étudions son signe :

1 1 w? > 1siw >0 w €]1, +o00[
w_E>O = w> o = { w<lsiw<0 { we]—1,0] — w €] —1,0[U]1, +o0]
0siwe{-1,1}
Finalement, | S = ¢ R siw €] —1,0[U]1,4+00[ |en utilisant le méme raisonnement que la question 1).
R* si w €]—o0, —1[U]0, 1]

Exercice 9 : (Polynéomes de degré 2) Résoudre les inéquations suivantes et représenter graphiquement
I’ensemble des solutions :

1) 22 4+32+2<0 2) 2 + 20 —1< 222 +3x+1 3) 2 —5x +8 < —2% + 3z
4 — 22
2 2 2

Réponses : 1) 22 +324+2=(z+1)(z+2) <0donc| S =[-3,-2]|
2) 2?2 +2r—1<22°+32+1 < 0<2’+2+20na A =1-8= -7 et le coefficient dominant est

1 > 0. Donc C’est toujours positif strictement on a

3) 2 —5x+8< —2? 43z «—= 202 +82+8<0 <= 2(x—2)? <0. La seule possibilité est z = 2 on a
alors 2(x — 2)? = 0 Donc

4) 22 +4x — 5 <4r+7 < z? < 12 Donc ce probléme ce résoud plus facilement avec une racine carrée :
2? <12 < Va? <12 < || <2V3. Donc| S = [-2v/3,2V/3]
5) On a 2 + 92 + 18 = (z 4 3)(z + 6) et pour —z? + 22+ 6 on a A =4 + 24 = 28,
DOHC$1:2_T2\/?:17\/?6‘51'2:1+\/?.

Ona (22 +92+18)(—22422+6) > 0 <= (246)(z+3)(z—1+V7)(z—1—V7) > 0 On a rangé les racines dans
lordre croissant & savoir —6, —3,1 — /7,1 + v/7. Finalement | S =]—o0, —6[U] — 3,1 — V/7[U]1 + V7, 00|

6) On a directement x> — 4 = (z — 2)(z + 2). Par ailleurs 322 + 6z — 45 = 3(z* + 22 — 15) = 3(z + 3)(x — 5).
Donc : ) ( \( )

4—z —(z —2)(xz+2
_— >0 = —
322 4 6x — 45 — 3(z+3)(x—5)

elles annulent le dénominateur. On a ‘ S=]-3,-2]U[2,5] ‘

> 0. N’oublions pas que —3 et —5 sont des valeurs interdites car

Exercice 10 : Résoudre les inéquations suivantes :

1) 2 +4>224+1 2) Va2 —dr+1> 22 3) 22 < |22 — 1| 4) |z +4] > |z —1]
5) Pour « € R, Résoudre v 22 + ax > « 6) Pour n,m € N, Résoudre 2™ > z"

7) Sia € R, Résoudre |z]| < a

1) 2> +4>2+1 = 2>~ 20+3>0 < (z—1)(z+3) >0 Donc | S =]—00, —3[U]1, +oo] |

2) Va2 — 4z + 1 > 2z. On regarde pour quels z on a la racine carrée qui est définie :
22 — 4z +1 > 0 se résoud avec A = 16 — 4 = 12 Donc 21 = 2 — V3 et To =2+ V3 et I’équation est bien
définie si z €]—00,2 — V3] U [2 + V3, +oo[ ().
On remarque maintenant qu’il sera pratique de faire une disjonction de cas selon le signe de z :
Sizx <0:0na+vx?2—4r+1 >0 > 2z est vérifié a condition que la racine carré soit bien définie. Or si
x < 0 alors 2 €]—00,2 — V/3[, donc la racine carrée est bien définie d’apres (% ). L’équation est donc vérifiée
pour tout z < 0.
Siz>0Alorsona Va2 —4dr+1> 2z < 22 —4o+1> 42> < 0> 322+ 42 — 1. On a cette fois
—2-V7 _ 24V —2-V7 247

3 T3 3 3 |

A=28¢t x1 = To . L’équation est vérifiée pour z €



247
3

Comme on a = > 0, cela revient a dire x € {O, { Il faut encore vérifier qu’on est bien dans les hypo-

24T 2+ﬁ[:>

theses. On peut vérifier a la calculatrice ou prouver que

3 < 243 Dés lors, z € [0, 3

2+\ﬁ['

x €]—00,2 — \/5] et donc d’apres (%), équation est vérifiée pour tout = € [O, 3

S:]_OO’2+3W[.

2+7
3

Finalement, si on récapitule

Remarque : Si on souhaite prouver < 2—1+/3 & la main, on écrit :

-2
%ﬁ<2—x/§ —= 24+V7<6-3V3 <= VT<8-3V3 <= 7T<(8-3V3)?=64—-48V3+27 =

91 — 48V/3 <= 483 < 84 <= 243 <41 <= 3 x 24> < 42? <« 1702 < 1764. C’est donc vrai mais
fastidieux a prouver...

3) 2 < |22 — 1|. On fait une disjonction de cas suivant le signe de 2z — 1 :
1

Ona2r—1>0 < x> 3 Donc faisons les deux cas :

1
(*) Six > 3¢ alors, on a |2z — 1| = 2z — 1 donc
2<% —1 < 22-2+1<0 < (xz — 1)2 < 0 Cela est vrai uniquement si x — 1 = 0 c’est a dire

1

=1 Onabien1>§

1
(*) Siz< 7" alors on a |2z — 1| = =22 + 1 donc

< 41 = 224+2-1 §OOna1A28etx1 = —1—\/§etx2 = —1 4 v/2. Donc on veut
re[-1-v2,-1+2 Or,ona—1+\/§<§Doncsixe[—1—\@,—1—1—\@] on est bien dans le cas ol

1
r < 7 Ce sont donc toutes des solutions.

Finalement, si on récapitule | S = [-1 — V2, -1 + V2] U {1} |

4) |z + 4| > |z — 1]. On doit distinguer selon les signes de x + 4 et x + 1.

Onaz+1>0 <= z>—-letx+4>0 <= x> —4. Faisons donc 3 cas :
(*)Siz>—lalorsona|z+4=xz+4et|r+1] =2+ 1. Donc

le+4| >z -1 < z+4>2+1 < 4> 1 cest vrai. Donc I'inégalité est vraie pour tout z > —1.
(*)Si-4<zx<-lalorsonalr+4=x+4et|r+1] =—z— 1. Donc

-5
le+4| >z -1 <= z+4> —1-1 <= 22> -5 <= T >

Donc 'inégalité est vraie pour tout z € ] - —1].

(*)Siz < —4alorsona|r+4]=—-x—4et|x+1=x+1. Donc
lz4+4| > |z—1| <= —z—4> —2x—1 <= —4 > —1 c¢’est faux. Donc l'inégalité est fausse pour tout z < —4.

=5
Finalement, | .S = {2,—1—00{ !

5) Pour a € R, Résoudre V22 + az > «

La racine est définie & condition d’avoir 22 + az > 0 < z(z + a) > 0.

Cest a dire si @ < 0, z €]—00,0] U [—a, +00[ et si a > 0, x €]—00, —a] U [0, +00]

Remarque : une formule qui permet de ne pas faire la distinction du signe de « serait : x €]—o0, min(0, —a)|U
[max (0, —a), +o00[. Mais de toute fagon, on doit faire une disjonction de cas selon le signe de « :

(*)Si o < 0 alors on a V2 + az > « est toujours vrai car V22 4+ ax > 0 > «. Il faut quand méme que la
racine soit définie. donc les solutions sont = €]—00, 0] U [—a, +00].



(*)Si o > 0 On résout : Va2 +axr > a <= z2+ar—a?>0.
-1-v5 —1++5

On a A = o? + 40® = 502 donc 21 = Ta et Ty = 5 a Donc 'équation est vérifiée si
—-1—-45 -1 5
o] 2 [ o

Reste a vérifier que ces solutions vérifient bien la condition du départ, & savoir z €]—oo, —a[U]0, +00].
-1-+5 Mt s V5

En fait oui, parce que Ta < —wae a > 0. On a donc pour récapituler :
]—00,0] U [—a, +00[ sia<0
S = —1—-+5 -1 5
}—oo, 2\fa}u[ ;fa,—l—oo{ sia>0

6) Pour n,m € N, Résoudre ™ > 2". Cet exercice est pénible, ne le faites qu’en cas d’extréme
motivation.
On va distinguer selon les valeurs de « :
(*)Siz > 1 : alors on sait que 2™ > 2" <= m > n.
(*)Si0 < & < 1: alors on sait que 2™ > 2" <= m < n.
(*)Siz=1ouxz=0:alors on n’a pas ™ > z".
(*)Si =1 <z < 0 : Ca devient enfer. On doit distinguer selon la parité des n et m :
(**)Si n et m pairs : " > 2" <= m<n
(**)Si n et m impairs : 2™ > 2" <= m>n
(**)Si n pair et m impair : ™ > 2" est faux car 2" < 0 et z" >0
(**)Si n impair et m pair : ™ > ™ est vrai car " > 0 et 2" <0
(*)Si z < —1 : Pareil, on doit distinguer selon la parité des n et m :
(**)Si n et m pairs : 2 > 2" <= m>n
(**)Si n et m impairs : " > 2" <= m<n
(**)Si n pair et m impair : 2™ > 2™ est faux car 2™ <0 et 2" >0
(**)Si n impair et m pair : ™ > ™ est vrai car " > 0 et 2" <0
(*)Si z = —1 : Pareil, on doit distinguer selon la parité des n et m :
(**)Si n et m ont la méme parité : C’est faux.
(**)Si n pair et m impair : ™ > ™ est faux car 2 <0 et 2" >0
(**)Si n impair et m pair : ™ > 2™ est vrai car 2™ > 0 et 2" <0

On est heureux de récapituler tout ¢a dans un tableau selon les valeurs de n et de m cela fait neuf ou dix
cas en tout a distinguer :

Solutions n et m pairs n et m impairs n pair et m impair | n impair et m pair
m>n ]—o0, —1[U]1, +o0[ | —1,0[U]1, +o00] 1, +o0] ]—00, 0[U]1, +o0]
m=n 0 0 /
m<n ] —1,0[U]0,1] J—o00, —1[U]0, 1] 10,1 ]—o00,0[U]0, 1]

7) Si a € R, Résoudre |z| < a. On va d’abord traiter le cas plus facile ot a € Z :

(*)Sia € Z alors on va montrer que |z] < a <= x<a:

—]omax<a = |z]<acar|z] <z Donc c’est vérifié pour tous les x tels que z < a.

— | par contraposée, si & > a lors |z] > a car |z] est le plus grand entier inférieur & x, donc x ne vérifie
pas ’équation.

(*)Sia ¢ Z alors on va montrer que |z] < a <= x < |a]+1:
—Jomazr<|a]+]l = |[z]<|a]+]1 = |z]<|a|]<a (cara¢Z = |a] <a)
donc |z] < a est vérifié.
— | Par contraposée, si & > |a| + 1 alors |z| > |a] + 1 car |z] est le plus grand entier inférieur & z, donc
x ne vérifie pas ’équation.

]—00, a sia€Z
{ |—oo, la] +1] sia¢Z

Conclusion : | S =




| Partie entiére|

Exercice 11 : (En 1 minute) Calculer les parties entiéres suivantes :

Db Dl Hbsl lse Hms 95 i 8-V

Réponses : 1) 12 2) -11 3)0 4) -9 5) 75 6) 2 73 8) -2

Exercice 12 : (Partie entiére de l'opposé) Vx € R, montrer que —|z| — 1 < |—x] < —|z]. Dans quels cas
a-t-on |—z| = —|z]|?

Réponse : Ona —(|z] +1)—1< -2 —1< |—2| < —z < —|z| Donc —|z] — 2 < |—z] < —|z|. L'inégalité
de gauche est stricte, mais comme il s’agit de nombre entier, on peut la préciser avec une inégalité large : on
trouve —[z| —1 < |—z] < —|z]

Ona|—z| =—-lz] < |-z =—-2=—|z]carona |—z| < —x < —|z] d’aprés ce qu'on a écrit au
‘ . L o —lx]sizeZ
dessus. Il faut donc avoir |x| = x c’est a dire z € Z. On a donc | |—z| = { 2] —lsiz¢z

Exercice 13 : (Partie entiére de la somme) Démontrer que Va,y € R, |z| + |y] < [z +y]| < |z]+ |y| + 1.
Combien y a-t-il de valeurs possibles pour |z + y] ?

Réponse : Onazx+y—1 < |[z+y| <z+yet |z]+ |y <z+y < |z]+ |yl +2 onen déduit :
o) + ly) — 1< Lz +9) < L) + L) + 2

Comme ce sont des inégalités strictes entre nombres entiers, on peut les convertir en inégalités larges :
] + |ly] < |z +vy] < |z] + |y] + 1. Les deux seules valeurs possibles sont |z + y| = |x] + |y| ou
lw+yl=[z]+ [y +1

Réponse : On va encadrer [nz| —n|z].

Onaz—1<|z]<z <= nr—n<nlz]<nzr < —nz<-nlz]<-nz+n (1)

Et ne —1 < |nz] <nz (2) Sion fait (2)-(1), on trouve :

nr—1—nz < |nzx|—nlz|<nzr—nzr+n < —1<|nz|]—nlz]<n < 0< |nz] —nlz] <n—1 (car
ce sont des nombres entiers)

1 -1
Donc en divisant par n on obtient 0 < —|nx| — |z] < o
n n
-1
Reste & ajouter |z| sur l'inégalité : |z] < —|nz] < |z] + &
n
- 1
Comme on a par ailleurs r =——<lonal|z|<—|nz|<l|z]+1 (k)
n n

1 1
Par définition, | —|nz| | est I'unique entier qui encadre —|nx| de cette fagon :
n n

1 1 1
{ Ln;ij < —|nx| < { LnxJJ + 1. Mais on vient de prouver avec (%) que |z| est un entier qui réalise
n n n

aussi cet encadrement.

Par unicité de la partie entiére, on a donc | |z| = { LnxJJ .

Bornes supérieures, inférieures‘

Exercice 15 : (En 1 minute) Déterminer les bornes supérieures, inférieures, maximum ou minimum des
ensembles suivants quand ils existent. Justifier lorsqu’ils n’existent pas.



1) [2,16[ 2) [1,2[U]3, +oo] 3) [4,9[N[1, +00| 4) [1,n] 5) {2p | p e [L9]}
6){x|x€[2,3]} 7 {lz) | &> 1) 8) R\[1, +00] 9) {§+k\xe[0,1[,ke[[o,3]]}

Réponse : Il faut bien justifier les résultats suivants, notamment sur les questions qui ne dépendent pas a
priori d’un intervalle ( 4) 5) 6) 7) 9) ).

Rappel pour justifier le min, il faut justifier que c’est le plus petit élément. 2 choses a justifier : que c’est
bien un élément , et que c’est le plus petit. Pareil pour le max.

Pour montrer que le max est inexistant quand on a une borne sup, il suffit de montrer que la borne sup
n’appartient pas a I’ensemble.

Je ne justifie pas tous les résultats (pas le temps), les voici regroupés dans un tableau :

Question Ensemble Borne Inf | Borne Sup Min Max
1) (2,6] 2 6 2 Inexistant
2) [1,2[U]3, +o0] 1 Inexistant 1 Inexistant
3) [4,9[N[1, +o00[ 1 9 1 Inexistant
4) [1,n] 1 n 1 n
5) {2p | pe[1,9]} 2 18 2 18

1 1 1 1 1
6 - 2 - - - -
) {x el ’3]} 3 2 3 2
7 {lz] | z > 1} 1 Inexistant 1 Inexistant
8) R\[1, +00[ Inexistant 1 Inexistant | Inexistant
x 7 .
9) {5 k| zel01]k e [o, 3}}} 0 5 0 Inexistant

Exercice 16 : (Bornes avec un scalaire) Soient A un sous ensemble non vide de R, A € R* et
C=XM={Xa|ac A}

1) Montrer que A est bornée <= C est bornée.

2) Si A > 0, montrer que supC = Asup A et inf C = Ainf A.  3) Que se passe-t-il si A <07

Réponse : On a Abornée — IMy €R | Va € A, |a|] < M4 on a alors Ve € C, |c] = |Aa| < [N\ My
1 1

Donc C' est borné aussi. Comme X # 0, la réciproque est directe car A = {XC | ce R} = XC Donc

c’est le méme raisonnement que .

1) Si A > 0 alors on a Aa < Asup A pour tout a € A, donc ‘ supC < Asup A ‘ car c’est le plus petit majorant
de C.

M M
Ensuite, méthode 1 : si M est un majorant de C, on a pour tout a € A, Aa < A, ainsi a < — et donc Y

M
est un majorant de A. donc sup A < Y et Asup A < M. donc Asup A est le plus petit majorant et on a
sup C' = Asup A.

1 1
méthode 2 : On peut aussi trouver 'inégalité dans ’autre sens : pour tout a € A, on a a = X/\a < N sup C'

1 1
car \a € C. X sup C' est donc un majorant de A. On en déduit sup A < X sup C car sup A est le plus petit

majorant de A cela donne ‘ Asup A < AsupC'|.

Il suit que ‘ supC = Asup A ‘ Pour l'inf c’est pareil mais avec Ainf A < Aa

2) Si A < 0 alors on change les égalités en sup C' = Ainf A et inf C = Asup A. Cela se démontre rapidement



en utilisant le résultat vu en cours que sup —A = —inf A . On a en effet :
sup C' = sup(AA) = sup(—|A|A) = |A|sup—A = —|A|inf A = Ainf 4

Exercice 17 : (Bornes de la somme) Soient A et B deux sous ensembles non vides de R et

C=A+B={a+blacA, be B}
1) Montrer que A et B sont bornées <= C est bornée.
2) Montrer que sup C < sup A + sup B et inf C > inf A + inf B

Réponse : 1) OnaAet B bornées — IMy,Mp eR |Vac A, Vbe B, |a] < M4 et |b] < Mp.
Donc Ve € C, |c| = |a+b| < |a|+|b|M s+ Mg. Donc C est majorée par M4+ Mp et minorée par —M 4 — Mp.
Donc C' est bornée.

On suppose que C est bornée, majorée (en valeur absolue) par M. On montre que A est bornée. Si
b€ Bestfixé, onaVa € A |a+b < Mc car a+ b € C. Nous on veut majorer |al, il faut donc utiliser
I'inégalité triangulaire dans lautre sens : |a + b| > ||a| — |||, donc |a| < |a+b| — |b] < Me — |b] < M¢. On a
donc Me qui est un majorant (en valeur absolue) de A.

2) On a V(a,b) € Ax B, a+b <sup A+ sup B. sup A + sup B est donc un majorant de C', Donc

‘ supC < sup A+ sup B ‘ car sup C' est le plus petit majorant de C.

Dans lautre sens, on a V(a,b) € Ax B, a+b < supC Donc a < sup C' —b et donc sup C — b est un majorant
de A,on a:supA <supC — b pour tout b € B. On a donc b < supC — sup A et ceci étant vrai pour tout
b€ B, on asupB < supC — sup A. Finalement cela se réécrit | sup C' > sup Asup B |.

Il suit que ‘ supC =sup A +sup B ‘ Pour l'inf c’est pareil mais avec inf A +inf B <a+b

Exercice 18 : (Bornes du produit) Soient A et B deux sous ensembles non vides de R et

C={ab|acA, be B}

1) . 1l.a) Montrer que A et B sont bornées = C' est bornée.

= . 1.b) Que peut-on dire de la réciproque ?

2) . 2.a) Montrer que si A C Ry et B C Ry alors sup C' = sup Asup B et inf C' = inf Ainf B
- . 2.b) Est ce que cela reste vrai si on ne suppose pas A C Ry et BC Ry ?

Réponse: 1) . 1l.a)Ona Aet Bbornées = IMy,Mp e R |Va€ A, Vbe B, |a] < M4 et |b] < Mp.
Donc Ve € C', |c] = |ab] < MaMp. Donc C' est majorée par M4 Mp et minorée par —MaMpg. Donc C est
bornée.

1.b) La réciproque est fausse. Par exemple si A =R et B = {0} on a C = {0} est bornée mais pas A.

2) Déja si A = {0} ou B = {0}, on a C' = {0} donc supC = sup Asup B = 0 est valide. Dans la suite
on considére donc que A et B contiennent des éléments strictement supérieurs a 0. On a V(a,b) € A x B,
ab < sup Asup B. sup Asup B est donc un majorant de C', Donc
‘ sup C' < sup Asup B ‘ car sup C' est le plus petit majorant de C.

C C
Dans l'autre sens, on a V(a,b) € AxB |b# 0, ab < sup C Donc a < % et donc Sub est un majorant de
sup C
sup A

. Finalement cela se réécrit ‘ supC > sup A +sup B ‘

C
Aona:supA < % pour tout b € B,b # 0. On a donc b < (A # {0} donc sup A > 0) et ceci étant

sup C'
sup
1l suit que ‘ sup C' = sup Asup B ‘ Pour l'inf c’est pareil mais avec inf Ainf B < a+b

2.a) Non ¢a devient faux. Par exemple si A = {—1,1} et B = [-2,1] alors C' = [-2,2] et supC #
sup Asup B

vrai pour tout b € B (méme b = 0), on a sup B <




