Correction TD 1 - Sommes
BCPST 1 Feuilles d’exercices Année 2022- 2023

Sommes simples

Exercice 1 : (Apprentissage) Ecrire a laide du symbole Z les sommes suivantes :

1)1+2+3+...+10 2) 12422432 +... +n? 3)1+2+22+28 ... 427
4)1-2+3-4+...-10 5)n+(n+1)+...4+2n

10 n n 10 2n
Réponses : 1) » k 2) Y K 3) ) 2 4) ) (- 5) > k
k=1 i=1 i=1 k=1 k=n

Exercice 2 : (En 1 minute) On suppose n € N. Calculer les sommes suivantes :
3 4

DY i 2)Y 2k-1)  3)) (=D 4> 1 5> 2 6)>n  T)> )
=0 k=0 k=0 =0 k=0 =0 =1
2n Ly n s n ; B L
8) ;( 1) 9) ;O(k +1)2 -k 10) ; =
Réponses : 1) 1+2+3 +4+5=15 2)-1+1+3+5=38 3) 0-142-3+4 = 2 1
4) n+1 5) 2n 42 6) n(n+1) 7) In(2) 8) 1 9) (n+1)2 10) N

Exercice 3 : (Résultats classz'ques ) Soit n € Net g € R\{1}, Montrer les résultats suivants par récurrence :
n+1

n(n+1) 5,  (2n+Dn(n+1) n+1)) R
1)Zk—7 2)Zk 5 3)Zk3 —_ 4);qk_ﬁ

Réponses : Voir le cours.

Exercice 4 : (En 1 minute) En utilisant les résultats de I’exercice précédent, calculer les sommes suivantes :
n n n n

1)) 21 2) > kK +k 3) > (k+1)? 4) )y 2843k 5)Zk k+1)(k+2)

n+3)(n+1)(n+2)
6

3
Réponses : 1) n? 2) 3) ( 4) 2"t 14 §n(n +1)

n(n+1)(n+2)(n +3)

5

) 4

Exercice 5 : ( C’hangement d’indice) Remplacer les "?" par leur valeurs dans les sommes suivantes :
n+1

DD UL SR D o DT TR D SRS o

j=7 1=7

n
4) Za% + Za2k+1 = Zaj
k=1 k=1 =7

n—1 n n—2 n+1 n—1

Réponses : 1) Zak-H = Z a; 2) Zkak—Q = Z (I+2)a 3) Z(ln k= Z ay
k=1 =0 k=1 =



2n-+1

n n
4) D amt Y o=y
k=1 k=1 j=2

Exercice 6 : (Changement d’indice en pratique) Soit m,n € N, calculer les sommes suivantes :

1) Zn: k 2) Xn:(n — k)P +k 3) Z(fl)kk 4) zn:52k+1 5) ig%

n m—1
nn+1) —m(m—1)
Ré 1 k=>» k- k=
éponses : 1) Z kzo z;) 5
nn+1)2 nn+1) nn+1)02+n+2)
2 =) P+ k= =
) On sépare la somme : Z n—k)?+k= Zl Zk 1 + 5 1
k=0 1=0 k=0
——
l=n—k
2n n—1
3) On sépare les termes pairs et impairs Z Yok = Z 2k — Z 2k+1)=nn+1)—nn—-1)—n=n
k=0 k=0
n n n
1— 25n+1 52n+3 —5
4) Yy 5L =3"5.(52)"=5.) 25" =5. =
)2 2.5 (5 =52, =% 7
n+1
. \/3
5)) 37 32)k. 371 V3 =
D B

k=0

Exerc1ce 7 : (Sommes telescopzques ) Soit n € N, calculer les sommes suivantes :

! ~_k 121
)Zerf 2),;@ 3)’;k.k! 4);m 5)ZE_1<:7+1+1<:7+2

Réponses : 1) On multiplie par la quantité conjuguée :

1 VE+1-Vk VE+T-VE
\/WJH/E (k+1+\/E)(\/m VB k+1—k b= Vi

Donc VE+1—-Vk=| Vn+1-1|par téléscopage.
Z \/W 1+ vk ;

Cela donne :

1 11 1 )
2)Onremarquequem Pl OCZ:I€]€_~_1 Zk k+1 1_n—|—1 par télescopage.

3) On réécrit k pour faire apparaitre k+1: k- kl=(k+1—-1)-kl=(k+ 1Dk — k! = (k+1)! — k!

n
Donc Z k-kl'=] (n+1)! — 1 |par téléscopage.
k=0

k (k+1)—1 1 1 z”: Eo_ly 1
(

4) C’est comme le précédent : = =

. b A ——
G+Dl - Dl K kDl & (k1) (n+1)!
1 2 1 1 1 1 1
5) Il faut remarquer deux télescopages : Pl + T2 = <k T 1) — (k 1 hT 2).
(1 1 - 1 1 1
O - — — = —
e (5 ) = (i) — s e

12 1 1 1 1 1 1 n(n+ 3)
+ =1- -5+ =5- =
kE k+1 k+2 n+1l 2 n+2 2 (n+1)(n+2) |2(n+1)(n+2)

Finalement on a donc g
k=1

Doubles sommes

Exercice 8 : (En 1 minute) On suppose n € N. Calculer les doubles sommes suivantes :



2 3 2 2 n n n n n n
DY > i+ 2) Y i+ i 3)> > 1 4> > i 5)> >
i=0 j*O i=0 j=0 i=1 j=1 i=1 j=1 i=0 j=1
n i+2
DI SELINNED ) 9 e
000 T
Réponses : 1) (0+1+2+3)+(1+2+3+4)+(2+3+4+5):30
2) Y i+ i Zz—l—Zz ZJ_1+2+ (14+2)-(1+2)=12 3) n? 4)%
i=0 j=0 i=0 Jj=
n(n 2 n(n ntl _
5 et 6) " +1><22 1
n 42 n . - s n ) n ] 1_(_1)n+1
) D (D) =D (1) 4 (1) (- =Z(—1)‘-(1—1+1)=Z(—1)Z=f
i=0 j=i i=0 i=0 i=0

Exercice 9 : On suppose n € N. Calculer les doubleb sommes suivantes :

)IFEEEED 3 SCSTIIE'D 9) DEICTENED SR RN )
0<i<j<n i=0 j=0 i=0 j=0 1<i,j<n 1<i,j<n
6) > |i—Jl
1<i,j<n
Réponses :
n J n n
. . . . onn+1D)(2n+1 nn—+1 nn+1)(n+2
n Y j= ZJZ JG+) =) " +j= ( )6( )4 (2 ) | 32( )
O<7J<j<n j=0i=0 =0 j=0
% n
31+1 ) 1 1— 32n+2 1— 3n+1
2 31+J _ 31 - 32z+1 1 =Z1(3.
DI) IS P Z — Z A CA a
=0 j=0 =0 Jj=
1/-3 1 11 1—4.3mFL 4 g2n+s
=-(—@0-9"")+-(1-3"") ) == = (-3+3-3""2 4 -4.3"") =
2 < 8 ( )+ 2( ) 2 8 ( + + ) 16
2n 21 o 2n ) 2% ) 2n .
3) ZZ(—l)Zﬂj = Z(—l)l Z(—I)Jj = Z(—l)li = [n] voir exercice 5 question 3).
i=0 j=0 i=0 =0 i=0
1) > min(ij)ziiminzg Zﬂ: Zg+ zn:z =i<i(i+l)+z(n—z’))
— ' — £ - . 2
1<i,5<n i=1 j=1 i=1 = Jj=i+1 i=1
_ 12":(2n+1)l_7i2 _1 (2n+1)n(n+1) _ (@n4Dnm+1)\ _| 2n+1n(n+1)
2 ~ 2 2 6 6
- (. (n+1) i(i+1)
5 = 2 —_ =
JPIRTIEE 9 RETHED 91 PHES ORI B GRS
1<i,5<n 1=15=1 =1 j=1 J=i+1 =1

La suite du calcul est laissée au lecteur.
Méthode plus astucieuse avec la question précédente et les résultats de ’exercice 7 question 4 :

> max(i,j)= Y. i+j—min(i,j) =n*(n+1) - @n+Dn(n+1) _

(4n — Dn(n+1)

6

— — 6
1<i,5<n 1<i,5<n
6) Méthode 1 : On peut faire le gros calcul

S li—dl= iZ\Z*J\ ZZ%*J+ZJ*Z—

1<i,j<n =1 j=1 =1 j=1 Jj=i+1

n

>

=1

1

i
J=1

z":;]

=1

n

-2

1=1 j=

n
DIDWE DI
1=1 j=141 1+1



n n

"L =i(i+1 nn+1) i(i+1) nZ(n+1 ,
:222—2(;— )+§;<(2+) + ) z_;z —2—222 Z )+(2+)—n22

i=1

n? n—|—1 n(n+1)2n+1) n(n+1)2  n%(n+1) nin+1)(n—1)
— _ 1 — e
Zz (n+ Z + 6 9 + 5 3
Methode 2 comme precedemment on utilise le résultat du min ou du max. On sait par exemple que

1
min(i,j)=§(z+j—|l—]|) < |i—j| =14+ j—2min(s,j) Dot :
L . PP 2n+1)n(n+1 n—1)nn+1
E li —j| = E (i+34)—2- E mln(z,j):nQ(n—l—l)—Q( I ): ( il )
— — — 6 3
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

Exercice 10 : (Intervertz’on de sommes) On suppose n € N. Calculer les doubles sommes suivantes :

n k

1) ZZJ 2) Z Z - 3) Z k2% Indication : On utilisera que k = Z 1
LI ?.9.3..’. ............ LU O
Réponses

n n n J n n 2 2 9

. . 2. 3 . n*(n+1)° nn+1)2n+1) |[nn+1)Bn*+Tn+2)

DY D 7= 0 =) PUr) =3 5= 6 - 6

i=0 j=i j=0i=0 j=0 §=0

i i 1 ) 1 jG+1) j+1 nn+1) n |[nn+3)

DI I I B I S e N

” — J : — ] — ] - — J °

=0 j=1 7=0 =0 7=0 1=0 7=0 7=0 e

n . n . n k . n o n . n 1-— 2n7]+1 -
3 = = = = J — n J

DICIETED LTS 3) IED ) LI IELCCIEES RS

k=0 k=1 k=1 j=1 j=1k=j j=1 j=1

_ pontl _ 1—2n+1_1 :‘(n+1>2n+1_2‘
1-2

Produit
Exercice 11 : (Apprentissage) Ecrire avec le symbole H les produits suivants :
1) 1Xx2x...xn 2) 1 x3x5x...x17 3)1x2x4x8...x32
Réponses :

Dix2x...xn=][k=k 2)1x3x5x...x17=]]2k+1 3)1x2x4x8...x32=]]2"
k=1 k=1

Exercice 12 : (En 1 minute) Soit n € N Calculer les produits suivants :
3

1 JJer+1 2) [ * [t ][]z 5 ][ G)kail 7 2"
k= k=0 k=1 k=1 k=1 =

K o RN ot RN ot IS o L SRR, o SRR ot SIS /ol S
Réponses
3 n n
1) [[(2k+1) =3%5%7=105 2) [[e=0x1x2x...=0 ) [[i=1x1x...x1=1 4)
k=1 k=0
& ~ok 1 2 3 n 1
2=2x2x..x2=2" B [[2n=2)"=2" 6 ] — =-xZx"x... =
[1 A EgEiRa )H M 7= 531 =31
k=1 n fois k=1
n




Exercice 13 : (Factorielles) Soit n m € N. Ecrire les produits suivants a ’aide de notations factorielles :
n

I)Uk 2) Hk 3) H ~1) 4)k]:[12k 5)E(W€M% 6)g(2k+1)

................. kemdl ke R kL
) n n Z:lk n'
Réponses : 1)Hk:n! 2) H k=== =—
k=1 k=m+1 k=1 ko ml
n ) n n n n+1 n—l'(n—|—1)
3) I[ «*-1n= ] G-Dk+1)= ] -1 [ +1) Hk 11 k_ e
k=m+1 k=m-+1 k=m+1 k=m-+1 =m k=m-+2
4)H2k:2”]:[k:2"n! 5) ] vk = = VHk:l = W,
Pt 2k+1)2k+2) Tl @Qk+1)(2k+2) (2n+2)!

2"+1k; _ (2n+1)!
| T onpl

6)H2k+1

Coefficiants bindmiaux

Exercice 14 : (En 1 minute) : Calculer les nombres suivants :

() a6 9 o) 90 9l ()

, 10 10-9 6 6-5-4 52 52 52

Réponses : 1)(2)—2—45 2) (3)—1'2.3—20 3) <5l>_<1>_1_52
112 112111 8 8:-7-6-5

4 = ——=56-111 =621 =— =

)<110 2 o0 6216 5) 4) 1-2-3-4 70
1003 5

= 1 1 = -2
6) <1005> 0 car 1005 > 1003 7) (_2> 0car —2<0

Exercice 15 : (En 1 minute) En s’aidant du triangle de Pascal, développer les formules suivantes :

Réponses : Affichons déja le triangle de pascal jusque n =7 :

n \k
0

o

1 2 3 4 5 6 7

1

3 1
6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1
21 3 35 21 7 1

N O U W
e e i
N O U W=

1) (1+2)" =2 + 72% + 2125 + 352* +35a: +212% + T +1
2) (1 —2)°=(~2)° +5( ) +10( z)? +10(—2)? + 5(—z) + 1 = —2° + 5z* — 102 4 102 — 5z + 1
3) (z—y)* = 2% —32%y+3xy* —y> 4) (z+22)? = 2442322 46222 +4r2 12 = 2846274625 +42° + 2

6
1 1 -
5) Je propose une autre méthode pour celui ci : <x2 + x) = E(l + 23)"

1 5 ,
= E(xlg + 62 4 152" + 202% 4+ 152° 4 623 + 1) = 2'2 + 62° 4 152° + 202> + 15+ 6273 + 27¢




Exercice 16 : Calculer les sommes suivantes (1-2-3-4 faciles / 5-6-7-8 Moyennes/ 9-10 Difficiles) :
1) %_:0 (Z) 2) I;J (n " k) 2 3) Z <n> (-1 1) ;;) (Z) 321 5) kz_ok@‘)
6) kZ:Ok:Q (Z) 7y (‘Z) 8) ZZ ( ) (”) 9 Y (2’;) 10 Y (%Z 1)

1<i,5<n i=0 j=0 0<2k<n 0<2k+1<n

Réponses : 1) Z (Z) =(14+1)"= 2) (n " k)Qk' =(1+2)"=

k=0 k=0
3)2(2)(—1>k=<1+<—1»“:_@ 4);: " 32’“=§§(2)9’“= W
5)§k<z>:gn(2:i>:n§n<n;1): n21 n n
6) ;}w(’;) kzonk(z_i) nkzowun(Z_D n;)(kl)(z_;) +n;)1(;‘_1)
Y (n 1)(2_ )+n2“ 1n(n1)i(2_§)+n2” 1n(n1)nz<nk2)+n2”1
k=0 k=2 k=0

<i,j< j=1i=1 ' =1 \izo et | | n
DS -SOR()-S08) S0
9) On utilise (1) : 2% = kznjo (Z) et (2) 0= kzn::O (Z) (—1)*. Ona (1)+(2) = 2 (k> (1+ (—1)F) = 2" 40,

On a (14 (=1)¥) = 0 pour tout k impair, donc dans cette somme il n’y a

sont non muls : 2" = Y <2k)(1+(1)2’“)0<§<n< ) 2=2 3 I&

0<2k<n 0<2k<n

En divisant par 2 on trouve Z (;;) = .
0<2k<n
10) Celui ci est plus facile quand on a fait le précédent en effet :
n n n
- —9n
> ()2 ()= ()
0<2k+1<n 0<2k<n 0<k<n
n __on n __on n—1 __ n—1

Donc Z <2k+1> =2" — Z <2k> =2"-2 =|2

0<2k+1<n 0<2k<n

<n
fait que les termes pairs qui
n

)

k k k+1
Réponse : En utilisant le théoreme de Pascal sur les coefficients binémiaux ( N 1) + ( ) = ( + ),
p

on fait apparaitre une somme télescopique :

AT CC () -6

=0 car p+1>0




