TD - Complexes C

BCPST 1 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

‘ Forme algébrique ‘

Exercice 1 : (En 1 minute) Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
i

1 - .
1) (1+4)(1 + 20) 2) (1‘+i)2 3‘)731? 1) 375 5) 1+‘3i 6) 1%52’—1—%—&-62’
7) (T + 31)(2 + 2i) 8) ¢'f 9) ¢ 10) 265" 11) ie'ti5 12) €'5 4 '
) ‘ ‘ 11 2 3. , . .
Réponses : 1) —1+3i 2) 2 3)5751 4)1—3+1—32 5)1—3i 6)3—1 7) 8 —4i
1 - 2 1-2
8) £ g 9) ? — 5 10) 1 — V/3i 11) ‘;ﬁ +5i 12) ‘f;r V3 2*[2'

Exercice 2 : (Géométrie) Placer sur un graphe les nombres complexes suivants :

1) 144 2) 5i 3) —4 4) 3-5i 5) 3 — bi 6) 2¢'5 7) €% 8) e'% +e'%
Réponses :
2-Si
S o S
| 2>
(5_5 x
RS St
%
3-Si

‘ Conjugué, Module‘

Exercice 3 : (En 1 minute) Calculer les modules des nombres complexes suivants :

1) 2 2) —4 3) 1262 4) 1+i 5) 4+4i 6) He't 7) €'7 el 8) i(1— &)
rn Wrh Weer mess a9 EEE agens
Réponses : 1) [2i] =2  2) |-4/=4  3)| 126l| % 4) |1+i| =2 5) |4 + 4i] = 42
6) [5e'T| =5 7) |ei7 ' =1 8) [i(T—41)| = V17 3+4 % 10)|1+Z|f1
11) |(1+4)% =2 12) |(9 + 12i)%| = 15% = 3375 13) |(2 + Z)“” )= 14) |53 | = ¢°

Exercice 4 : Dessiner sur un graphique 'ensemble des z € C qui vérifient les propriétés suivantes :
1) |z] =]z — 2 — 34| 2) |z+i| =2 3)|z+1i =2 4) |22 = |z|.



Réponses : 1) z doit étre & méme distance de 0 que de A d’affixe 2 + 3i. Il est donc sur la médiatrice du
segment OA.
2) z est & distance 2 du point A d’affixe —i, donc sur le cercle de centre A de rayon 2.

A) Z)

Mid{a& (NN

do OA. \

BN

C

3) |z +i| = |z — i| donc c’est la méme chose que la question précédente, avec seulement affixe du point A
qui est égale a i cette fois.

4) |22 =|z| <= |z|*=|2| & |z|=1oulz|=0.

Donc z est soit sur le cercle unité soit le point d’affixe 0.

) 4

Corcle
unile

Exercice 5 : (Réel ou Imaginaire ?) Soit z1,z2 € C. Pour tout z1, 22, Les nombres suivants sont ils réels
ou imaginaires purs ou ni 'un ni 'autre ?

1) 2122+ Z122 2) 2173 — Z1%2 3) 2171 — 2272 4) 2120 — Z122 5) z21-Z3-Z1- 21

6) ilz1 + 22| _ _T) (21 + 22)(21 — 22) 8) (21 +722) (71 — 22) 9) (21 —22)(71 — 22)

10) e*'e® + e*te*®

Réponses : 1) Réel 2) Imaginaire 3) Réel 4) Imaginaire 5) Reel

6) Imaginaire

7) Aucun des deux par exemple si zp = 0 et 21 = €'5 ona (21 +2)(21 — 22) = 27 = €' ni réel ni imaginaire.
8) Aucun des deux. Par exemple si 2; = 1 et 2o = 2i alors (21 + 22)(Z1 — 22) = (1 — 2i)*> = —3 + 44 ni reel,
ni imaginaire 9) Réel 10) Réel

Exercice 6 : (Inégalité triangulaire) 1) Rappeler ’énoncé de l'inégalité triangulaire.
2) Montrer que Vz1, 22 € C, ||z1] — |22]| < |21 — 23]
3) On suppose que z2 # 0. Montrer que |21 + 22| = |z1| + |22] <= IANER | z1 = Az



Réponses : 1) Vz,y € C, |z +y| < |z| + |y|

2) On utilise I'inégalité triangulaire : si 2,y € C alors |z + y| < |z] + |y|- On pose x = 21 — 22 et y = 29,
on obtient alors |x + y| < |z| + |y| <= |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + 22| <= |z1] < |71 — 22| + | 22|
<= |z1]| = |22| < |21 — 22| (). Par ailleurs, en intervertissant les roles de z; et de zo dans le raisonnement
précédent, on obtient aussi I'inégalité |z2| — |21| < |22 — 21| que l'on peut réécrire ainsi :

22| = [21] S |22 — 21| <= —(lz1] = |22]) < |21 — 22| <= 21| = |22] =2 —|21 — 22| (+%)

En groupant les résultats (*) et (**) on trouve —|z1 —za| < |21|—|22] < 21— 22| <= ‘ [|z1] = |22]] < |21 — 22| ‘

3) Sion a |z1 + 22| = |21] + |22|, comme dans la preuve de l'inégalité triangulaire, on peut tout élever au
carré. Cela donne : |z; + z'2|2 = (214 22)(21 + 22) = 21Z1 + 2122 + 2271 + 22722 = |z1|2 + \z2|2 + 2Re(2172)
et (|z1] +[22))* = |21 + |22 + 2/ 21| z2].

21+ 22| = | +]z2] = |af® + |2 + 2Re(21:) = |21 + |22 + 2] 21|22
< 2Re(z172) = 2|21]| 22|
< Re(zn17) = |21][z|
< Re(z1%Z2) = |z172]
Par ailleurs, on rappelle (cours) que Re(z) = |z| <= z € R. On a donc dans notre cas 217z € R, on a qu’a

Donc

o o o
noter z1z3 = a € R. Comme 2z # 0, on peut diviser. On a donc 21 = — = ——=2z5 Sion pose A\ = — € R

Z |l |22]?
alors on trouve bien

1
Exercice 7 : (Identité du parallélogramme) Montrer que Vz1, 22 € C §(|z1 + 20|? 4|21 — 20]%) = |21 ]2 + | 2]

Interpréter géométriquement ces conditions.

Réponse : 1l faut écrire les modules a ’aide des conjugués et ¢a tombe tout seul :
21 + 2 + |21 — 22° = (21 + 22) (21 T 22) + (21 — 22) (21 — 22)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222 + 2121 — 2122 — 2221 + 2222
= 22171 + 2272
= 2(|1]* + [22f)
D’ou le résultat. L’interpretation géométrique est la suivante :

z, 2.2, + =2(lgyt+12.(%)

On obfiodr ume nallokim
ovre \o Q wuns clan €O o
dan WomQO%Ww o @
()t%maﬂw .

Forme trigonométrique / exponentielle

Exercice 8 : (En 1 minute) Mettre sous forme trigonométrique, puis sous forme exponentielle les nombres
suivants :

1) 1 2) V2 —V2i 3) —1—/3i 4) V3 —V3i 5) —bi 6) —32



1

2
7) cos(1) — isin(1 8 — M8 —— 9) ——— 10) (1 +1)2 11) (1 +4)®
) cos(1) (1) ) cos(1) & isin(1) ) 3130 ) (1+4) ) (L+4)
12) €' . ¢'F 13) ie' i 14) —e 2+ 15) ¢'5 +¢' 5
Réponse : Je les mets uniquement sous forme exponentielle :
. =T . —27 ;T s — T ;
1) ¥ 2) 2T 3) 2¢'73 4) V6e't 5) 5¢' 2 6) 32¢7"
. . 4 . _x - .3
7) e" 8) e’ 9) —e' s 10) 2¢°3 11) 2v/2¢"F
) i ) ) ) 7 ) ) | )
12) ' 13) e-e'v 14) 27 15) €

Exercice 9 : Soit z1, 22 € C, sous forme trigonométrique z; = r1(cos(61) + isin(f)) et
2o = ra(cos(fz) + isin(fz)). Ecrire sous forme trigonométrique les nombres suivants :

1) 21 29 2) ? 3) et 4) e*rt=2,
2

Réponse : 1) z1 - 25 = r172(cos(01 + 03) + isin(61 + 02)) 2) ? = :—1(cos(91 —03) +isin(6; — 02))
2 2
3) et = ericost (cos(sin 61) + isin(sin 6y))

4) ef1t72 = ericosbitracostz (cog(sin @) + sin fy) + i sin(sin ) + sin 6y))

Exercice 10 : On pose z = e’ et E = {|z +¢*°| | p € R}
1) Justifier que E est borné.
2) Calculer ses bornes supérieure et inférieure (on précisera s’il s’agit de minimum ou de maximum)

Réponse : 1) Déja E est minoré par 0 car |z + ew| > 0 pour tout ¢ € R. Par ailleurs, d’apres I'inégalité
triangulaire, on a Vp € R :

|z + €| < |z| + |€*?| = r + 1. Donc r + 1 est un majorant de E. On a donc E borné.

2) Pour la borne supérieure, on peut remarquer en faisant un schéma que pour ¢ = 6, on atteint le majorant

r+1.0na|z+e? =re +e? = |(r+ 1) =r+1. Donc‘maxE:supE =r+1 ‘

Pour la borne inf, on fait pareil, en utilisant Iautre inégalité triangulaire : on a [z+€"?| > [|z|—[e"?|| = [r—1].
On peut encre voir sur un schéma que poser ¢ = 0 + 7 va fonctionner : on a |z + e/@+™| = |ret? — | =
|(r — 1)e®| = |r — 1|. Finalement, on trouve ‘ min £ =inf £ = |r — 1| ‘
. oY
Z*C\p 21’2«\
\N
\\
AN N
14 s
e
<

Exercice 11 : (linéarisation) Linéariser les formes suivantes :
1) sin®z 2) cos’ x 3) cos®z - sinx 4) cos’z -sin? 2. 5) cosz - sin? z.



el e—ix 3 i ) . . )
1)sin®z = (2, ) = g(eim —3e" 4 3™ — e7IT)
i

— z((e?ﬂz +e—3ix) _ 3(6” _ e—iac))

3 (2¢sin(3z) — 6isinx)

= T(sin 3z — 3sinx)

3
Finalement | sin®z = e sin(3x) + 1 sinx

; N B
ix —ix 1 ) ) ) ) )
2)cos’ x = (64_26> 33(@5“3 + 5e* + 10e™ 4+ 10e™ " + 5e 3% 4 7 5)
@( eozw + efaza:) + 5(6311: + 673zx) + 10(6”: + efzz))
S 2cosbx + 10cos3x + 20 cos x
P
= cosHx + Hcos3x + 10cosx
16¢
Finalement | cos® z = L cos br + 3 cos 3z + § cosx
16 16 8
eiz + efim 3 eix _ efiz —
3)cos’ - sinx = ( 5 > ( 5 > =T (€% + 3™ + 3e™ ™ + 7P T) (e — e )
_ %(64” _ 2T 4 3%z 343 g2z y iz _ e’“"”)
i ) )
_ T((e4w o 74190) +2( 2ix 672”:))
= }6 (22 sin 4x + 4i sin 2x)
= g(sm 4x + 2sin 2z)
1
Finalement | cos® z - sinz = 3 sin4x + - sin 2x
2 .2 : o 1 1
4) cos” x - sin®x = = sin(2x)* = 1(1 — cosdx) = i~ Zcos4x

5)cosx -sin? x = eim+e—im)( 4z _ 20 |G fo— 21z+€—4iz)

eiz +€—ir eir _ e—iz 4 _ i
2 2i 32

N N =

(65i$ + 63iz o 4631'1 o 46izr + Geiz + 6671':1: o 4671@ o 46731’9: + 6731‘1 4
((e5ix + e—5im) _ 3(631'35 4 e—3iz) + 2(61'35 4 e—iw))
2 cosbx — 6cos 3z + 4cosx)

cos 5 — 3 cos 3z + 2 cosx)

1 3 1
Finalement | cosz - sin*z = — cos b5z — 6 cos 3z + 3 Ccos T

16

Exercice 12 : (Formules de Simpson) Pour p,q € R, montrer les égalités suivantes :
p+q p—q p+q . p—q
cos sin —

+q . p—q
sin ——
2

1) cosp+ cosq = 2cos 2) cosp — cosq = —2sin
+qcosl% 4) sinp—sinq:Qcosp

3) sinp +sing = 2sin 2




1
= 5(2cosp+2cosq) = cosp + cosq

2) 3) 4) Exactement la méme méthode.

‘Résolution d’équations d’ordre 2‘

Exercice 13 : (En 1 minute) Trouver les racines des polynomes suivant, puis les factoriser :

V2

1) 2° + 22 +1 2) 222 — 61 +4 3) —32” + 45z — 150 4) x2+7x+1 5) 227 + 22 + 2
6) (z+1)%+x 7) 22 —1 8) z? +1 9) 527 10) 22 — 2z 11) 22 — 2z +2
Réponses : 1) 22 +2x+1 = (z+1)?; Racine double : —1 2) 222 — 62 +4 = 2(z — 1)(z — 2) Racines :
let2
3) —32% + 452 — 150 = —3(x — 10)(z — 5) Racines : 5 et 10
4) 22 +V2x +1=(z—e'T)(z — 7). Racines : €' et e T
5) 222 + 22+ 2 = 2(x — ei%ﬂ)(x - ei_Th) Racines e/ % et ¢! 5"

3 ) 3—Vd -3 -5 -3 5
6)($+1)2+x:x2+3x+1:<x+ +2f>(x+ 2\[> Racines : 2\[et ;\[
7) 2> — 1= (x+1)(z — 1) Racines : 1 et -1 8) 2 + 1 = (z —i)(z + i) Racines i et —i
9) 522 déja factorisé, Racine double : 0 10) 2% — 22 = x(z — 2) Racines : 0 et 2

11) 22 — 22 +2 = (z — 1 +i)(x — 1 — i) Racines : 1 4+i et 1 —i.

Exercice 14 : (En 1 minute) Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

1) -2 2) i 3) —i 4) 4 —3i 5) cos(1) + isin(1) 6) el T2
141 1—1
Réponses : 1) +v/2i 2) £+——— 3) £
b ) e
9 3v2
a2—b2:4 CLQZ? G:ﬂ:Tf
4) 4 — 3i On résout 2ab = -3 = b2 — = V2 On a 2ab < 0 donc a et b
2 2 _ =35 b=+—
a®+b*=5 2 2
2ab = -3 2ab = -3
3v2 2 —3v2 2
sont de signe opposés et les racines carrées sont a + ib = T\[ — gz ou T\[ + gz
5) cos(1) + isin(1l) : les racines sont +e? 6) e' 72 Les racines sont ++/e - ¢’

Exercice 15 : (Racines carrées plus compliquées) Calculer les racines carrées des nombres complexes sui-

vants :
1) 54+ 12: 2) —32+ 241 3) —15— 8 4) 21 — 201 5) 48 + 144 6) 142

Réponses : Dans les premiers, la difficulté est surtout de calculer le module.
1) |5+ 12i| = /25 + 144 = V169 = 13 Racines : 4(3 + 2i)

2) |-32+24i| = 8|-4 +3i| =8-5=40 Racines : +(2 + 6i)

3) |-15 — 8i| = v/225 + 64 = V289 = 17 Racines : £(1 + 44)

4) |21 — 20i| = /441 + 400 = V/841 = 29  Racines : +(5 — 2i)

5) 48 4 14i| = 2|24 4 74| = 2¢/576 + 49 = 2v/625 = 50  Racines : +(7 + i)



a2 _ b2 =1 a” = 9 2
6) 1+ 2i On résout ¢ 2ab=2 = b2_1—\/5 = J5_1 ab=ldonca
a’>+b° =5 2 b=+
2ab = 2 2
ab=1
1 5 5—1 1 5} 5—1
et b sont de méme signe donc on trouve les racines a+1ib = \/ +2\[—|—i\/\[2 et —\/ +2\[ —i\/f2
1414

Exercice 16 : (Probléme) Soit Z =
Exercice 16 : (. ) 7

1) Calculer sous forme algébrique les racines carrés complexes de Z.
2) Calculer ces racines carrées sous forme trigonométrique cette fois.

8

0 T
4) Proposer une méthode pour calculer cos 12 et sin 12’ puis les calculer.

£ 1 . ™ . T
3) En déduire une expression de cos 3 et sin —.

2 2 2 2
2
Réponses : 1) On résout 2ab — 1 — b2 = 2 _4\@ — b— :I:M
2
1
A+ =1 2ab = — Qab:i

V2

ab > 0 donc a et b sont de méme signe. On en déduit la racine carrée sous forme algébrique z; = a + ib =

V2HV2 V2R V24VE Ve Ve
2 2

2 2

z9 =

. ) T . s 1 . s .
2) C’est plus facile. On a Z = e'7 les racines carrées de Z sont donc +e's sous forme trigonométrique on a
x

ki i 9T
donc €' et e*’5 .

3) On identifie facilement z; = e'S car cos% > 0 d’apres le cercle trigonométrique. On en déduit par
2 2 2—+v/2
identification de la partie réelle et imaginaire : cos% = %[ et sing = T\[
N g2 LV3
V34 b= 4
4) On utilise que €'12 est la racine carrée de et = g On résout 2ab — 1 = P2 — V31
9 4
a2 + b2 - ]. ab e 1
4
x 1 3 3—-1
a et b doivent étre de méme signe, on trouve donc e'1z2 = \/ ;— V3 +1 \/\g
2 3 2—+/3
On en déduit par identification de la partie réelle et imaginaire : | cos % = %[ et sin 112 = %

Exercice 17 : (Complezes et sommes k% - %% ) Calculer les sommes suivantes en fonction de n :
2n—1

n n 2n
1) Y cosk  2)Y sink  3) > (;Z)(—l)’f 1) Y (%41 1)(_1)’f
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0 k=0
n n 1_ elnt)i ot -t ndd sin(”‘“)
Ona C+iS = k+isink =) "= = =eil—22
naC+15 = COSK +18SInk = er = = — - — - =e 1
1—e es ez —e3 s1n(§)

k=0 k=0



(explication : On reconnait dans un premier temps une somme géométrique, puis on utilise la technique de

+

Pangle moitié.)
sin 1
n

n+1 ntl
)> et S =Im (eﬂSln(f)) On trouve donc | C' = cos(ﬁ> %

21 2
Adnsi € = Re<e sin(3) sin(3) 2) sin(2)

[NIEIN]

) et S = Sin(%)

Sln(

sin

(

N[ l\)-‘,—

1

)

)

2n—1
4
3) et 4) Sont a faire ensemble aussi. Notons A = Z (22) Fet B= Z (2k: N 1> (—1)F.

La forme de A et B fait penser au bindme de Newton Par ailleurs, A semble contemr les indices paires de
la somme et B les indices impaires.

On souhaite reconnaitre dans A une somme de termes paires, ainsi on peut faire apparaitre 2k partout, par
exemple en ecrivant (—1)’“ = i?F et dans B, on peut faire pareil avec les termes impaires, mais pour avoir
2k + 1 il faudra multiplier par i:

An 2n—1 2n An 2n—1 An
o) A B — -1 k. _ -2k 2k—+1
n remarque que A + ¢ E < ) kg E <2k N 1) )¥i ,;,O <2k>l + kio ok + 1 i
On remarque ainsi que les deux sommes peuvent etre regroupees en une seule car elles parcourent tous les en-

4 n
tiers paires et impaires compris entre 0 et 4n. Ainsi : A+iB = Z < ;) = (1+4)*" ((1 + 1)4) = (—4)".
k=0

En conclusion en identifiant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve : ‘A =(—4)" et B= O‘

Exercice 18 : (Complezes et intégrales %% ) Calculer les intégrales suivantes :

s

5 5 3 5
1) Pour o € R, / cos(z)e™ dx et / sin(z)e®” dz.  2) / cos® x dx 3) / sin® z dz
0 0 0

0

Réponses : 1) On note C = / cos(x)e™® dz et S = / sin(z)e®® da
0 0

3 3 (i+a)z 7% (it)5 _q L1t e .
OnaC+1iS = / eer do = / elita)e qp = [ e- ] = ¢ - ’ = ( +Zi ) (=) =
0 0 1+« 0 1+« a? —1

a+e? —ilae +1)

a?+1
En identifiant la partie réelle et imaginaire : / cos(z)e®® dx = a;’_i et / sin(z)e®” dx = _aer 1
0 o + 1 0 ()(2 + 1
z
2) / cos® x dz. On utilise la linéarisation de I’exercice 11 :
0
z ] 5 5
/0 cos®x dz = /0 —6 cos bx + ECOSSSE + gcosx dx
5 5 % 5 3
:—6/ 0553:(196—1—%/ cos3xdx—|—§/0 cosx dx
1 5
:{ 1n5x} { sme} 5[Sinx]
16 0 8 0
1 1 Y . 5 1S 3 L 5 .
= —= — 4+ ——sin — + —sin —
165° "2 T163°" 2 T3
_1 i_i 5 1 3—25+150 1 128 ﬁ
- 8\2-5 3 BER 30 8 30 15

w3

Ainsi / cos® x dz = E
0 15

B ,
3) / sin®z dz 11 faut déja linéariser sin® z :
0




em_e—ix 6 -1 ) ) ] ] , .
sinﬁac:( oF ) _ 674(66192—66429:+1562m—20-1—156_2”—66_41;84—6_6”)
7
-1 ) ) _ . . )
— 674((661904_67611)_6<€4zz+€74lm)+15(€2w+672m)_20)
1
:76—4(20056:57120054x+300052x720)
-1 3 15
) ) :3—20056113—&—1—6(3054:1@—3—2608233—}—1—6
2 2 — 3 15 5
/0 sin® 2 dz :/0 3—2cos6x+ﬁcos4x—§(3052x+l—6dx
_ 3 3 [ 15 (% 5 %
:3—2 | Cos6xdx+1—6/0 cos4acdx+3—2/0 cos2xdx+ﬁ/o 1dz
—1 1s'nGac %+3 1s'n4:c %+15 1sin2x %+5 il
= — | =si — | —si — | = — =
32| 6 0 16| 4 0 32| 2 0 16 2
5T
=04040+4 —
+0+ +32
E 5
Ainsi / sin®z dz = o
0 32

‘ Résolution d’équations trigonométriques ‘

Exercice 19 : (Application directe) % - %% Résoudre les équations suivantes d’inconnue 6 :

1) cosf +sinf =1 2) 3cosf — V/3sinf = V6 3) cosf —2sinf =4 4) cosﬂ—sin@z%

1
—sinf | =1
T v2 T )
fcosﬁJrsinfsinH):l
4 4
z)ZL
V2
Fkez|o-"=T"

1)cosf +sinf =1

Réponses :

4
31{:6Z|9:g+2kz7rou9:2k7r

s ™
2k 0——=——+2k
+ 2k ou 1 4—|— s

Done | S = [ J {2k7r, g n 2k7r}

keZ

3 V3
2v3( ——= cos 6 + si e> =6
2/3 23 S

2V/3 cos_gcos@—i—sin_;sinQ) =6
2
cos(6+ %) _ V6 _ V2
6 24/3 2

™ ™ ™ m
W EZ| 0+ = +2kmoudt o=+ 2k

2)3cosf — V/3sinf = V6

F o111

T -5
EIkGZ|9—E+2k7T0u9—T+2k7r

51

Donc | S = U{;; + 2k,

ﬁ+2kﬂ—

|

3) cosf — 2sinf = 4.



En analysant le probléme, on remarque que V6 € R | cosf <1 et —2sinf < 2 ainsi cosf — 2sinf < 3.

Donc il n’y a aucune solution sur R. Ainsi

.1 1 1, _
4)C089—81119—§ — V2 ECOSQ \/?sm&>—1

V2 cosjcos@—&-sinjsin@) =1

cos(9+ %) 2\% %

=
<~
— EIkeZ|9+%:arccos§+2kﬂou9+£z—arccosg—i—%w
—

2 2
EIk:eZ|0:—%+arccos%+2kwou0:—%—arccos%+2k7r

T \/5 s \@
D S = —— s —— + 2k, —— — s —— + 2k
onc kLEJZ{ 1 + arccos 1 + 2km, 1 arccos 1 + 71'}

1
Exercice 20 : k%% Résoudre sin? 6 + 3 sin(20) =1

1) L’idée est d’essayer de se ramener aux la situations de 'exercice 19. Pour cela, au lieu de factoriser, comme
on en a l'intuition, il faut plutét linéariser I’équation.

1
On peut utiliser les formules d’Euler ou la formule cos 20 = 1 — 2sin”§ = sin®f = 5(1 — cos26)

1
(1 — cos 20) + = sin 2. Ensuite on résout normalement :

N\H

Ainsi : sin? 0 + = 5 sm(29)

1 1
sin? 6 + 3 Sin(29) =1 2(1 — cos 20) + 3 sin20 =1

1 1 1
—§cos29+ isin29: 3

—cos20 +sin20 =1

1
\/5( cos 20 + — \/5 sin 29)

V2
\@(COS?ZTCOSHJrsin?ZTSinH) =1

cos (29 - 3;) —\1[

3m o ™
kez|20-T =" 4o 29— 3T _T 4o
keZ] 26 1 4—1— km ou 26 1 4—|— km

EIkeZ\29:7r+2k7rou29:g+2k7r
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EIkeZ\G:g+k7rou9:£+k7r

Donc | S = ’CLEJZ{ + km, — +k7r}

Exercice 21 : % - k% Soit E = {3cosf —4sinf | § € R}
1) Montrer que E est borné.  2) Calculer sup E et inf E.

1) Méthode 1 : Majorant et Minorant




Ona—-1<cosf# <1 — —3<3cosh <3 (1)

et —1<sinf <1 = —4<4sinf <4 = —4< —4sinh <4 (2)

Donc en faisant (1)+(2), on trouve :—7 < 3cosf — 4sinf < 7. Donc E est majoré par 7 et minoré par —7
donc borné.

Méthode 2 : Majorant de la valeur absolue (plus rapide)

On a |3cosf —4sinf| <|3cosf| + |—4sinf| < 3|cosf| + 4|sinf| <3 +4 < 7.

par inégalité triangulaire
Donc les valeurs absolues des éléments de E sont majorées par 7 et E est borné.

2) Si on pose z = 3 — 4i alors |z| = 5 donc z = 5e’? sous forme exponentielle. On en déduit que :
3cosf —4sinf = 5cos pcosf + 5sinpsind = 5cos(d — @)

Ainsi —5 < 5cos(f —p) <5 = —5 < 3cosf —4sinf < 5.

5 est donc un majorant de E et —5 un minorant de FE.

Par ailleurs, pour § = ¢, on a 3cosf — 4sinf = 5cos(d — ¢) = 5cos0 =5 € E pour § = ¢ + 7, on a
3cosf —4sinf =5cos(f —¢) =5cosm=—-H€ E

Ainsi max E =supF =5 et min F = inf £ = —5‘.




