TDS8 - Equations différentielles
Corrigé
1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

‘ Equations d’ordre 1 ‘

Exercice 1 : (En 2 minutes) Résoudre les equations différentielles suivantes :

y =0 y =lnz y' + arctan(z)y = 0 y =2y Yy =y+3
1){y<0>=1 2){y<2>=1 3){y<o>=o 4){y<0>=1 5){y<o=o
y/:2xy y//:y/ xy/+y: y/_’_y:em
6) { yoy=1 1 { y0)=0ety(0)=1 { y(1) = %) { 4(0) =

Réponses: 1) Vx e R, |y(z) =1 2)Vz e R, ‘y(z) :xlnx—x—21n2+3‘
3) 0 est solution et d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz la solution est unique donc Vo € R, | |y(z) =0

4)V1‘€R,M 5) Ve e R, |y(x) = 3e” —3 G)VxeR,y(x)zerz

7)Vx€R,m S)VmERi,y(x):?—i-Q 9)VxeR,y(w):%

Exercice 2 : (Equations d’ordre 1) Résoudre les equations différentielles suivantes :

/ — 2 _ zy +y=tanzw
1) { y' + (tanx)y = cos” x sur}ﬂ W{ 2) { y(z) sur}O,g[

y(0) =1 272 1) =
3){y':|x|y+1 4)Siab€R-{y/ay+ebm
y(1) =1 ’ "l y(0)=0

2 . ™ T .
 sont continues sur EREIE La solution

Réponses : 1) Déja disons que les fonctions z — tanz et « — cos

existe donc est est unique d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Résolvons déja ’équation homogene :
y' + (tanz)y = 0.

-7 T
La solution est yy(z) = Aelnleoszl — Acos(x) pour x € ] R [ Ensuite faisons la variation de la constante

en posant y,(z) = A(z) cosz.
On a y, + (tanz)y, = cos”z <= X (z)cos(z) = cos’(z) <= X (z) = cos(x).
On peut donc choisir A(x) = sin(z) et on trouve y,(z) = sinz cos z

Finalement y(z) = yu(z) + yp(x) = Acosz + sinz cosz = cosz(A + sinz).
T
272

La condition initiale y(0) = 1 donne A = 1. D’ou : Vz € } [ , ‘y(a:) = cosz(l + sinz) ‘

anxr

m
2) Déja disons que les fonctions z — — et x +— sont continues sur }O, 5 { La solution existe donc est

x x
est unique d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

1 A A
Résolvons 1’équation homogene : xy’ +y =0 <= 3y = ——y. La solution est yy(r) = Ae~ izl — W = -
z x x

car x > 0.

e - Alx)
Ensuite faisons la variation de la constante en posant y,(z) = —.
N(xz) tanz

€T xr

T
On a zy, +y, = tanz <= < N(z) = tan(x).



1
On peut donc choisir A(z) = In(cosz) et on trouve y,(z) = M
T

A+1
Finalement y(z) = yg () + yp(z) = m.
x

In(v/2 cos )

x
3) Les fonctions = +— |z| et x — x sont continues sur R et donc I'equation différentielle admet une unique
solution sur R. Résolvons sur R, puis sur R— :

22
On a y' = zy+ x Donc yg(z) = e’ = et y,(z) = —1 est une solution particuliére évidente.
1?2
Donc y(z) = Ae — 1 sur Ry.
a2
Onay = —zy+x Donc yu(z) = pe™ et y,(x) = 1 est une solution particuliére évidente. Donc

.'172
y(z) =pe” 7 + 1sur R_.
Pour que la fonction soit valable sur R, il faut pouvoir la relier en 0 pour qu’elle soit continue. On a
y(0)=p+1=XA—1On en déduit p =\ — 2.

1
La condition initiale y(%) = (0 donne X\ = 3 In2=1Inv2. Dou: Ve e ]O, g[ , |y(x) =

a:2
2e2 —1siz>0

Par ailleurs la condition initiale y(1) = 1 donne A—1 =1 <= A = 2. Finalement | y(z) = { Lsiz<0
siz <

/ bx
4)SigbeR:J Y Zayte
) {y(O)—o

Les fonctions z — a et © — ¢
solution sur R.

On a yy(x) = Xe®” et avec variation de la constante, on pose y,(z) = A(x)e
On a alors N (2)e® = e <= X (z) = e®~9% On doit distinguer les cas :

1 1
On peut prendre A(z) = b—e(b*‘mc . On a alors y,(z) = 2 e’ et on trouve
—-a —a

1
:A az _— b{L’.
y(z) e +b—a6

bz sont continues sur R et donc l'équation différentielle admet une unique

ax

1
La condition initiale donne y(0) =0 <= A = - Donc finalement Vz € R, |y(z) = T
—a —a

On peut prendre A\(z) = = . On a alors y,(x) = ze® et y(z) = (A + x)e”.
La condition initiale donne y(0) =0 <= A = 0 Donc finalement Vz € R, |y(x) = ze®®

Réponses : On pose G(z) = /$(2x —3t)f(t) dt = 2z /x f(t) dt — 3/90 tf(t) dt. G est dérivable sur R et on
peut calculer sa dérivée, on aO: 0 0

G'(z) = 2/$ f@) dt + 2z f(z) — 3zf(x) = 2/$ f(t) dt — zf(x) Mais on sait aussi que G(z) = %2 donc
G'(z) = . ’ i ’

On pose F(z) = / f(t) dt. On a alors :
0

Z/Ozf(t) dt + 20 f(2) — 32f(z) = ¢ = 2P(x) — 2F'(x) =z = F'(z)= %F(m)—l

2
On résout I'équation différentielle y' = —y — 1 en cherchant des solutions continues sur R. Pour cela on va
x

. . . o 2
la résoudre sur R’ et sur R* qui sont les domaines de continuité de z — —.
x



-1
Sur R% |, On a yp(z) = Ae?™" = Az? et y,(x) = A(z)2? donne A\(z)'2? = -1 <= N(z2) = - On peut

1
donc prendre A\(z) = —. On a alors y,(z) = z et donc y(z) = \z? + =.
x

2ln —x

Sur R* |, On a yg(x) = pe = M—2)? = pa? Les calculs sont donc les mémes et on trouve aussi

y(@) = pa? + 2.

M2+ zxsiz>0

pr?+xsiz <0

Par ailleurs, on souhaite qu’elles soient continues et dérivables sur R, il faut donc vérifier en 0. On a bien

y(0) = 0 les fonctions sont donc continues en 0 et y'(z) = 2Ax — 0 ainsi que y'(x) = 2uz — 0.
z—0t z—0~

Les solutions sur R sont donc forcément de la forme y(z) =

. . . . Me? +xsiz >0
En conclusion les fonctions solutions sont bien F(z) = y(x) = { pa? + o siz <0 avec A\, € R.
. . A +1siz>0
Q — 4 = -
Nous cherchions les fonctions f. On a f = F' donc | f(z) = { ur+1siz<0 avec A\, u € R
Exercice 4 : Soit I’équation différentielle suivante sur R,  (E) : 22y —y=2a>—z+1

1
On note F' une primitive de la fonction f : x — (1 — )e;
x
1) Exprimer une solution de (F) en fonction de F.
2) Trouver une fonction de la forme y(x) = ax + b solution de (E).
3) En déduire une valeur explicite de F' en fonction de x et résoudre (E) .

1
Réponses : 1) Sur R} On résout 1'équation homogene : f— —y=0
x

On trouve yp(z) = )\(x)e_Tl et par variation de la constante, on a y,(x) = )\(95)6_71 qui donne )\'(x)e_Tl =
Z—z+1 11 1 1

% — N(z) = (1 - —+ 2)6i = (1 - )ealv + —e%. On peut donc poser AMz) = F(z) — e*
x T oz x

T 2

et on trouve y,(x) = F(ac)e%1 — 1. Finalement Vz > 0, |y(z) = (A + F(ac))e%1 -1
2

2)Onavy(z)=adonca’y —y=a>-2+1 < a’—ar—-b=z>-zx+1O0nadonca=0>=1
et | yp(x) = x + 1| est solution de (E). 3) yp(x) est une solution de (F), d’apres la question 1) on a donc

xr+1=0A+ F(av))ei-T1 -1 <= A+ F(z)=(z+ 2)e*. Donc F(z)=(z+ 2)6% est une primitive de

f:x»—>(1—1>ei.
x

Les solutions de (E) sont donc Vo >0, |y(x) = Xe® +a+1

‘ Equations d’ordre 2 ‘

Exercice 5 : (En 2 minutes) Résoudre les equations différentielles suivantes :
1

y// — 3 ar . y// —— J;y// — y/ y// _|_ y — O
DR I LI { 0 Sy =0 v esm=o 21 0 Ly -1

y//—2y22 y”“l_y/:l y//+2y/+y:0 y//_3y/+2y:2
5){y<0>—y’<o>—o 6){y<o>—y'<o>—o 7){y<o>—y’<o>—2 8){y<o>—0ety’<o>—o

1 ! " ! ! 1 !
y +2y+2=1 {4y + 6y +5y =2y +vy {y =4y —by+1
9 10 11

) { y(0) = y'(0) =0 ) y(0) =0et y'(0) =1 ) =

Réponses : 1) Ve eR|y(z)= -z +z+1| 2)Vz>0,|y(z)=zlnz




1
3) On résout : 4 — —y' = 0. On trouve y'(z) = Ae™® = A\z. Donc y(z) = \z? + .
T

Ory(0)=1 = p=1lety(l)=0 = A+1=0 = A:—ldoncm

_ eV2e + e~ V2o

4)Vx € R,‘y(w) = cos(z) + sin(z) ‘ 5)Vz e R,|y(z) = 3 -1 6) Vx € R,‘y(m) =e "4+2—-1

T) Ve e R, |y(z) = (4o +2)e™” 8) Vo € R, |y(z) = —2e” + €2 +1 ‘
_ sin(x)e” — cos(x)e” + 1 2 (V3 2
9) Vz e R, |y(z) = 5 10) Vz € R, |y(z) = 7 sm( 5 )¢

11) Vz e R, |y(x) = é(Z sin(z)e*® — cos(z)e?® + 1)

Exercice 6 : (Avec second membre non constant) Résoudre les equations différentielles suivantes :
1){y"—5y'+6y:sinx 2){y”ycoszx 3){y"+y/+yx2+2:r+3
y(0) =0t y'(0) =1 y(0) =y'(0)=0 y(0) =y'(0)=0

4) { y' =2y — 3y =4e* +1
y(0) =4'(0) =0

Indications : Pour la 1) et 2) on cherchera une solution particuliére sous la forme A cos(wt)+ B sin(wt) avec
w bien choisi

Pour la 8) On cherchera une solution particuli¢re sous la forme ax® + bx + ¢

Pour la 4) on cherchera une solution particuliére sous la forme (ax + b)e3®

1) D’une part les solutions de 'equation homogene : y” — 5y’ + 6y = 0 sont yy () = Ae*® + Be3®.
Cherchons une solution particuliére y,(z) = acosz + bsin .

On a y,(z) = —asinz + bcosz et y, () = —acosz — bsinz = —y,(z). donc :
Yy, () = 5y, () + 6y, (x) =sinz <= 5(yp(x) — y,(r)) =sinz <= 5(a+b)cosz +5(b—a)sinz =sinz
1
. o . J Bla+b)=0 b=—a ~ 10 o 1 .
11 suffit donec d’avoir : { 5(b—a) =1 { 0a=1 = L —1 Ainsi y,(z) = 10(slnx—c05$).
1 10 1
Donc y(z) = A62$+Be?’m+l—0(sinxfcos x). et les conditions initiales donnent : y(0) = 0 <— A+Bfl—0 =0
1
et y'(0) =1 < 2A+3B+E =1.
1 1 12
A+B— = =0 A+B-— = =0 A==
10 1 — 3 10 — ][9)

1
Finalement | y(z) = E(l?)e?’”” —12€*" +sinz — cos )

2) D’une part les solutions de 'equation homogene : y” —y = 0 sont yy(x) = Ae® + Be™*.

1
D’autre part on a cos®z = 5(1 — cos(2x)).

1 1
Donc ' —y =cos?x <= 3y’ —y= 373 cos(2x). On va séparer cette équation en deux :
1 1
(1) y' —y= Bk Facile on a y(x) = -3 est solution particuliere de 3/ —y = 3

(2) ‘ y" —y = cos(2x) ‘ : On cherche yo(z) = a cos(2z)+bsin(2z) solution particuliere de y” —y = cos(2z) .

On a yh(z) = —2asin 2z + 2bcos 2z et y5 (r) = —4a cos 2x — 4bsin 2z = —4ys(x). donc :
yh (z) — ya(z) = cos 2z <= —by,(z) = cos2x <= —bacos2z + —bbsinz = cos 2z



-1
—ba = = 1
11 suffit donc d’avoir : { _gZ: é = { “T 75 Ainsi yy(z) = 5 cos(2z).

b=0
1 1 1
Donc y(z) = yu(z) + y1(z) — iyg(x) = Ae” + Be™" 4+ 3 + 10 cos(2x) et les conditions initiales donnent :
1 1
y(0) =0 — A+B+§+1—O:0ety’(0):1 < A-B=0.
3
6 3 B=_-"-"
A+B+ — = =—— =
+ 5+ 10 0 — 2B 3 — _%O
A-B=0 A=B (Ly—2Ly) -

~ 10

3 1 1
= — z -z — —_— ‘2
10(6 +e )+2+ 10cos( )

3) D’une part les solutions de ’equation homogene : y" + ¢’ +y = 0 sont :
3 3
yu(z) = Acos (?) €2 + Bsin (?) €”2.
Cherchons une solution particuliére y,(z) = az® + bz + c. On a yp(x) = 2ax + b et y, () = 2a. donc :
yr(@) +yp(@) +yp() = 2> + 2043 < 20420z +b+ar’ +br+c=2>+20+3 <
ar’ + (2a+b)x+2a+b+c=a>+2x+3

Finalement | y(x)

a=1 a=1
Il suffit donc d’avoir : { 2a+b =2 < { b=0 Ainsiyy(z)=2"+1.
2a+b+c=3 c=1

3 3
Donc y(z) = Acos(?) e /2 4 Bsin<\[2gj)e””/2 + 2?2 4 1 et les conditions initiales donnent :

A A -1
y(0)=0 <= A+1=0 <= A=-1lety'(0) =0 — —+£B:O — B=——%=—.

2 ' 2 V3 V3
1
\/2§$>€_I/2 _ in<\/§m>e_z/2+x2+1

V3
4) D’une part les solutions de I’équation homogene : y” — 2y’ — 3y = 0 sont :
yu(z) = Ae™® + Be3®.

Par ailleurs séparons ’équation différentielle :

2

Finalement |y(z) = — cos(

1
(1) ‘ y' =2y —3y=1 ‘ : Admet la solution particuliere évidente y(z) = ~3
(1) ’ y" — 2y’ — 3y = 4e3® | : Cherchons une solution particuliere ya(z) = (az + b)e>*. On a yh(z) =

(3azx + a + 3b)e>® et y4 (x) = (9ax + 6a + 9b)e>®. donc :
yp () — 2y, (z) — Byp(x) = 4¢** <= (9az + 6a + 9b — 6ax — 2a — 6b — 3ax — 3b)e*” = 4¢*" = 4a =4
<= a = 1. On peut donc choisir b comme on veut, posons b = 0. On a alors ys(z) = ze®*. Donc

1 .
y(x) = yu(x) + y1(x) + y2(z) = Ae ™ + Be® — 3 + 2¢3® et les conditions initiales donnent :

1
y(0) =0 <= A+B—§:0 — A=-lety(0)=0 <= —A+3B+1=0.

1 1
1 A+B--=0 A=—
A+B—=-=0 +
—A+43B+1=0 AB+3=0 (Lot L) B=—:
1 1 1
Finalement |y(z) = 667”3 - 6639” ~3 + ze?”

Réponse : Comme f est dérivable sur R, on a aussi f’ dérivable sur R car f'(z) = f(—=z).

On a f"(z) = —f'(—z) = —f(z). Donc f est solution de '’équation différentielle y” + y = 0. On en déduit



f(x) = Acosx + Bsinz. Cest une condition nécessaire mais pas forcément suffisante.

Réciproquement si f(z) = Acosz+ Bsinz alors f'(z) = —Asinz+Bcosz et ona f'(—z) = Asinx+ B cos .
Donc Vo € R, f(z) = f'(—z) < Vx € R, Acosz + Bsinx = Asinz + Bcosz <= A= B (pour la
derniére équivalence le sens indirect est évident, le sens direct se fait en choisissant £ = 0) Donc les fonctions

qui vérifient f'(z) = f(—x) sont ‘ f(z) = A(cosz +sinz) ou A € R‘

‘ Equations non linéaires ‘

Exercice 8 : Résoudre les equations différentielles suivantes :

3y+vyy=_2x =1 (14 2y)y = 2= "=y 2V =5
1){ W0 -1 2){ y(0) =1 3){ b0 =0 4){ v =1 5){ y(0) =1

"y + 9% = e 2In(y") = 3z — In(y) "=y +1] " = max(y, 1)
6){ y(0) =0 et y(1) = 1 7){ y(0) = 1 ! 8){ y(0) =0 9){ WO =0

Réponses : 1) Onady+yy=2ry < y=0o0ud3+y =22 < y=0o0uy =2x—3. On a donc
une solution : y = 0 mais elle ne vérifie pas la condition initiale! Pour trouver une autre solution, il suffit de
résoudre y = 2z — 3 <= JA € R | y(z) = 2° — 3z + A. Par ailleurs y(0) = 1 donne A = 1. On a donc

‘y(aj) =22 -3z +1 ‘ qui est solution sur R.

3+45 3—5

C’est la seule solution possible. En effet, elle s’annule en z; = et o = g Mais comme la

dérivée y' n’est pas nulle en ces points, on ne peut par la "raccorder" avec la solution y = 0 qui est I'unique
autre possibilité et dont la dérivée vaut 0 partout.

1 1
2)yy' =1 (Eyz)’ =1 < §y2 =2+ C. On a donc y;(z) = V2z — 2C ou y(z) = —V2zx — 2C
La condition y1(0) = 1 donne vV2C =1 <= 2C = 1. La condition y2(0) = 1 donne —v2C = 1 impossible

—1
car —V2C < 0. La seule solution est donc | y(z) = v/2z — 1 définie sur [2, +oo[

3) (1+2y)y =22 <= Y+ Wy=0 <= (y+1°) =2z <= y+1y>=24+C <= 3’ +y—-2>-C=0

—1+V1+422+4C —1+V1+4x2+4C
On a donc A = 1 4 4(2? 4 C), donc y;(z) = + —; T ou yo(x) = + —; Tt sont

les deux solutions possibles. Elles ne sont pas forcément définies partout, cela dépendra de C)| il faut donc le
calculer.
Pour la condition initiale ¥(0) = 0, on obtient :

y1(0)=_1+— ”21+40:0 — V1i+4C=1 = 1+4C=1 = C=0.

Syntheése : On remarque qu’en posant C' = 0 on a effectivement y;(0) = 0.

-1—-+1+4C

Pour yo, on aurait y2(0) = 0 <~ — = 0 < —-1-+v1+44C = 0 C’est impossible car
—-1-v1+4C < -1
-1+ 1+ 422
On a donc la seule solution : |y (z) = % définie sur R
/
4)y =y* <= y=0ouy#0et y— =1 La solution y = 0 n’est une pas solution vérifiant y(0) = 1.
y
Y 1 -1
Regardons donc = =1 <— |—— | =1 <— ——=z2+4+C <= y= pour x # —C.
y? z+C

La condition initiale donne y(0) =1 <= % =1 < C=-

1
On a donc la seule solution : | y(z) = ] définie sur R\{1}
T —

1
In2

1
V2 =5 —= —e¥n2 —p5zp 4 C

5)y/2¢ =5 < ¢e¥M2 =5 —
)y ye (—5 3



1
= /" =52z +D = y= 5 (G n(2)z + D)
n
In2 __

Par ailleurs y(0) =1 <= e"“ =D <= D =2 Donc 'unique solution est :

In(5In2-x+2)
In2

y(x) = L

2
= log,(5In2 - = 4 2) définie sur ] - +oo{

1 !
6) Y'y+y?=e" <= (Yy) =¢" = Yy=e"+0C = <2y2> =e"+C <= y*=2"+Cr+D
On a donc y1(z) = vV2e® + Cz + D ou ya(x) = —v2e* + Cx + D.

La condition y2(1) = 1 ne peut pas étre vérifiée carys < 0 donc la seule solution possible est sur y; :
Onay(0)=0 <= Vv24+D=0 <<= D=-2ety1(1)=1 <= V2e+C+D=1 <= 2+C+D=

1 <= C=1-2e— D =3—2e. Finalement la seule solution est | y1(z) = \/2e* + (3 — 2¢)x — 2

Son ensemble de définition n’est pas facile a calculer, mais on sait qu’elle est définie en 0 et en 1.

7) 2In(y) =3z —In(y) <= I((y)*) +Iny =3z < In((y)’y) =32 < )y=e*

:ge%””—i-c = y(x) = (e%g”—f—D>§

3 2; 3 2;
2 2

7 = (gyz)’:e?E = 3y

La condition initiale donne y(0) =1 <= (e’ + D)

D=

— yyr =e¢

colro@

=1<«—= 1+D=1 <« D=0

Finalement ‘y(z) = ¢ définie sur R‘

8) Siy > —1lalorsy =y+ 1 Donc y(z) =Ce®” —1. Onaalorsy > —1 < Ce” >0 <= C >0 Donc il
faut fixer C € Ry.

Siy<-—lalorsy =—y—1Doncy(r)=De ®*—1.0naalorsy<-1 < De *<0 < D <0 Donc
il faut fixer D € R_.

Pour obtenir y(0) = 0 on est donc dans le premier cas et on trouve | y(z) = * — 1| définie sur R.
/o / _ _ €T
9)y/=max(1,y)<:>{z<_1 Ou{z Y (E){y—x—FC ou{y_De

1 r+C<1 De* >1
{ ylr)=z+C siz+C<1

IV

y(x) = De” si De®” > 1
La condition y(0) = 0 correspond au cas ot y(x) < 1 donc on a alors y(z) =2+ C = y(0) = C = 0 Donc
y(z) = x pour x < 1.

—1In D Donc on

1
Par ailleurs trouver D tel que y(z) = De® <= 2 >1.0na De®*>1 < z>1In D
veut D = e ! ainsi y(z) = "t = x> 1.

ix <
La solution est donc | y(z) = { xx 1 sizsl définie sur R.

e’ siz>1

Par acquis de conscience vérifions qu’elle est bien continue et dérivable sur R : on a y(1) =1 = et OK et
y(r)=1sixz<1;y (x)=e""'siz>1doncy (1) =1 est bien vérifié des deux cotés.

Exercice 9 : (Changement d’inconnue)
1) Résoudre I’équation différentielle ' = yIny en posant y(t) = e

2) Résoudre sur R I'équation différentielle :

(B): 2%y +4day — (2> =2)y =0

On pourra poser z tel que Vo > 0, z(x) = 2

y(z).
3) Résoudre sur |0, 1] ’équation différentielle :

r(l—a)y" +(1-3z)y —y=0

z(x)

1—2a

On pourra poser z tel que Vo >0, y(z) =



Réponses : 1) Résoudre 'équation différentielle 3’ = yIny. Dans cette équation on présuppose que y est
strictement positive, sinon elle n’est pas valable a cause du In. en posant y(t) = e*® . On crée la fonction
z = Iny qui est dérivable comme la composée de fonction dérivables.

Onay =7e* doncy =ylny < Ze* =z2¢° < 2/ ==z

On en déduit z(t) = Ae’ et ‘ y(t) = exp(Ae’) ‘ ou AeR.

) z(z) = 2%y(z) est définie et dérivable sur RY. On a 2/(z) = 2zy(z) + 2°y/(z) et
2 (z) = 2y(x) + dzy' (x) + 2°y" (x) = 2y(2) + (2* - 2y(x) = 2y( ) = z(x

Donc 2" = z et z est solution d’une equation différentielle d’ordre 2. On a z(z) = Ae® + Be™™

On en déduit pour = > 0, |y(x) = 8_2726 ,ou A, B eR.
3) z(z) = (1 — z)y(z) est définie et dérivable sur |0,1[. On a 2'(z) = —y(z) + (1 — x)y'(z) et

Z(x) = =y (x) + =y (@) + (1 = 2)y"(2) = =2¢/(2) + (1 — 2)y"(2)

Done 22" (x) = z(1 — 2)y"(z) — 229/ (z) = —(1 — 2)y/(z) + y(z) = /(x) et 2"(z) = ~2'(z)

x
A
On a donc 2'(z) = Ae™* = Az et 2(x) = Bx? + C. en posant B = 3
Ax? + B
Finalement pour z €]0,1[, | y(z) = 91177-1- ,ou A, B eR.
-z

Exercice 10 : (Systémes d’équations différentielles) Résoudre les équations différentielles suivantes :

— " — 3, 44
y/:y+22+1 g//_y:y/+z y//_3;/i4g
1 2 =2y+2z+2 2 N 3 N
A R "\ 50 ==0)=0 Y v ==0)=1
y'(0)=0et 2'(0) =1 y'(0)=2'(0)=0

/
Réponses : 1) { Z/ - gy—i—fz ::_—;
(1) En faisant L + Ly on trouve 2’ +4' =3y +32+3 < (2 +y) =3(z +y) + 3.
On a donc y(z) + z(z) = Ce>** — 1 et la condition initiale donne y(0) + 2(0) =0 <= C =1
Finalement y(z) + z(z) = * — 1.

(2) En faisant Ly — Ly ontrouve iy — 2 =0—y+2—-1 <= (y—2) =—-(y—2)— 1.
On a donc y(z) — z(x) = De™® — 1 et la condition initiale donne y(0) — 2(0) =0 <= D=1

Finalement y(z) — z(z) = e * — 1.

1 1
Finalement on utilise y = §(y +z4+y—2z)et z= i(y + 2z — (y — z)) pour trouver :

6332 + e T e?w —e

y(x) = 5 —1let z(x) =

2) On a 2" =y  donc 2/ = y+ A ot A € R et en dérivant 'équation 3y’ = 2y + z on obtient : y” = 2y’ + 2’ =
2y +y+ A.

Donc y" — 2y —y = A. Cela donne y(z) = Be(lHV2z | 0p(1=vDz _ 4

et z(z) =y(z)+ Az + D = BetV2e 4 c(=V2)r 4 A 4 D

Les conditions initiales donnent 2(0) =0 <= B+C+D=0;y(0)=0 <= B+C—-A=0



Y(0)=0 < 1+V2)B+(1-vV2)C=0et2(0)=1 < (1+V2)B+(1-V2)C-A=1

B+C+D=0 B+C=-D A=-1
B+C—-A=0 — B+C=A — D=-A=1
(1+V2)B+(1-Vv2)C=0 B+C+V2(B-C)=0 B+C=1
(1+V2)B+(1-V2)C-A=1 A=-1 1+V2(B-0)=0
A=-1 A=l é’f
D=1 D=1 242
— C—1-B — C=1-B — C = 1
- -1 1
V2(2B—1) = —1 WA 5_2 26
Finalement | y(z) = Q_T\/ie(l+‘/§)x+2%@e(l_‘/§)z—l et| z(z) = #e(l"'ﬁ)m—l— 2+4\/§e(1_\/§)$—x+1

2" =3y + 4z
(1) Ly + Ly donne ¢ + 2" = 3y +32 +4y+42 <= (y+2) -3y+2)' -4y +2) =00na
donc y(x) + z(x) = Ae*™ 4+ Be ™™ et les conditions initiales donnent : y(0) + 2(0) = 2 <= A+ B = 2;
2 1 4z de— %
y'(0)+2'(0) =0 <= 4A-B=0 < B=4AdoncB = R et A= 10" Finalement y(x)+z(z) = e tie

10
(2) L1 — Ly donne ¢ — 2" =3y’ — 32 +4y—4z < (y—2)"—-3y—2) —4(y—2)=0
Mais pas besoin de résoudre : les conditions initiales donnent y(0) — z(0) = y/(0) — 2’(0) = 0.
La fonction nulle est donc 'unique solution! On a y — z = 0 c’est a dire y = z.

"o ool
3) { y" =32 + 4y

4z 4 —x
Finalement | y(z) = z(z) = %
4) Compliqué & voir mais en gros on peut déja simplifier les x?
1
(1) En faisant L; — 3Ls on obtient 5z (y’ — 32') = by — 152" <= ¢ —32' = —(y — 3z2)

x
Donc y — 3z = Ae™* = Az et y(0) — 32(0) =2 <= A =2 donc y(z) — 32(x) = 2z

Maintenant on peut essayer de garder les 2% et d’éliminer les 'constantes’ : (2) En faisant L1 +2Ls on obtient
Sx(y +22') = bay + 102°2 <= ¢ +22 = x(y + 22)

z2 22
Donc y 4 2z = Ae'* et y(0) +22(0) =3 <= A =3 donc y(z)+2z(x) =3e=

2(y — 3 3 2 2z) —(y—3
Finalement on utilise y = ( Z)—g (y+22) et z = (y+22) 5 (y ?) pour obtenir le résultat :

y(z) = %(4:5 + 96%> et z(z) = %(36% - Qm)

Exercice 11 : (ordre supérieur) Résoudre les équations différentielles suivantes :

11 "
" " ’ y =2y —y
Yy =2y +y —2y=-2 ’ 1
) { y(0) =4'(0) =y"(0)=0 ) :Z/(//()O) :y§ )=v"(0)

Réponses :

1) lere méthode : On pose le changement de variable z = 3’ — 2y ainsi d’apres 1’équation différentielle :
Onay” -2y +y —2y=-2 < 2/ +2=-2.

On a donc z(z) = Acosz + Bsinx + 2 (car 2 est solution particuliere).

et les conditions initiales z(0) = 2’(0) = 0 donnent A = —2 et B = 0 ainsi ‘ z(x) =2cosx — 2 ‘

On résout donc ' (z) — 2y(z) = 2cosx — 2 sur R.

On a yu(z) = Ae** et y,1(x) = 1 est solution particuliere de y' — 2y = —2.

Reste & trouver y,2, solution particuliere de y' — 2y = cos(z). On suppose yp2(z) = A(z)e
fonction dérivable. La méthode de variation de la constante donne X (x) = cos ze™ 2%,

2% avec A\ une



ew(i—2)

17— 2

On a cosze 2% = Re(2eiz—2“‘) = Re (Qew(i_Q)). Or la primitive de z — ¢*(=2) est z —

z(i—2) 923 z(i+2) 2x
¢ 5 = ( 26 = %(—QCosx—i—sinm—i(cosx—|—2sinx))
i

1 4 2
Finalement y,o(z) = 5(2 cosz —sinz) et y(z) = yg(z) + Yp1 (x) + 2ypa(z) = Ae? + 1 — 7 cosT + R sin

4 1
et y(0) =0 <= A+1—g:0 = )\:—g.

1
Finalement |y(z) = =(2sinz — 4cosz — e?*) + 1
5

2e méthode : On a I’équation caractéristique 7° — 2r% + 7 —2 = (r — 2)(r? + 1) = (r — 2)(r — i) (r +1)
Les solutions ont donc y(x) = Ae** + B cos(x)+C sin(z)+1 (ne pas oublier la solution particuliére y,(x) = 1).
Les conditions initiales donnent y(0) = A+ B+1=0;4'(0)=24+C=0;y"(0)=4A—B=0ona:

-1

A+B+1=0 5A+1=0 25 1
2A+C=0 = C=-24 <= C ==  Finalement|y(z) = 5(281n$—4COS$—62$) +1
4A—B=0 B =44 i 5,

2) On généralise le raisonnement des equations linéaires d’ordre 2 : On a une equation caractéristique :
=221 = -2 4+1=0 <= (1 -1)%*=0 < (r—1)*(r+1)2 =0 Donc 1 et —1 sont des
racines doubles de ce polynéme, on en déduit que y(z) = (Az + B)e® + (Cx + D)e™ ™

Par ailleurs y(0) =0 < B+D =0;¢'(0) =0 <= A+B+C—-D =0;y"(0) =0 < 24+B-2C+D =0
et y(0) =1 < 34+ B+3C — D =1 On a donc le systéme :

1
_ _ A=
ﬁigig D=0 iig;g D=0 B+D=0 |
_p— L 0 Lt
9A+B-20+D=0 7\ 24-20=0 ZA_+CB D=0 <= 1
3A+B+30C-D=1 24420 =1 = B=-_-D
4A=1 24+2B=0

Finalement | y(z) = ((1 —x)e’ + (1+ x)eim)
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