TD - Systemes et Matrices - Corrigé

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2023- 2024

Exercice 1 : ( En 1 minute ) : Résoudre les systémes suivants et donner leurs rangs :
z+y=2 z+y=2 2x 4+ 3y =10 z+y=0 204+ 3y+t=3
n{ ) { ) 2 5)

—rz+y=1 —2r—-2y=6 —3r + 5y =2 r—z=1 r+4y—z=2
r+y+z=1 r+z=1 T+2y+3z=12 r—y+2z=1
6) 2x4+y+22=2 7 2x+y=2 8) < y+22=5 9)¢ z4+y—3z=1
r+z=1 z+y—2=0 z=2 r—z=2
1 3 44 34
Réponses : 1) z = 5 ety = 37 rang 2 2) pas de solution ; rang 1 3)z= 19 ety = 10 rang 2
4)x=1+zety=—1—2z;rang 2 5) z2=—-2+3zx+4yett =3 — 2z — 3y : rang 2

6) r=1—zety=0:rang2 7) pas de solution ; rang 2 8)x=4,y=1et z=2;rang 3
9) =0, y=—-5etz=—2;rang 3

Exercice 2 : (Autres systémes) : Résoudre les systémes suivants et donner leurs rangs :

x
Zhy=1
o 7Y r+y=1 V2r+y=1 c4+y+z+t=1
] 1 :

1) f—&-z:g 2) z+y+iz=1 3 z4+V2—2V32=0 = 4 z-y+z-t=1
%x+ 1 ww—y+z=1+1 \/10a:—y—|—z:\/5 20 4+y—3z2+1t=3
L
7
- rttdw=1 r+y+z+t=1 r+2y+3z—t4+w=2

5) oty —z—t—w=2 6){ rTHytrHt=1 gy e-ytart-dw=d
Ty —w=—1 “2y+z+t=1 T+2y+z+t—w=-1

y-w= 3z—t=1 T+2y—22+t+3w=2

42y =2 T+ 2y=2 r+2y=2

Réponses : 1) On rééerit le systéme (rang 3): { 3y + 12z =4 <— Jy+12z2 =4 — 3y + 12z =4

20+ T2="T7 —4y+T72=3 —y+192=7
154
xT=—
w42y =2 69
> y—192=-7 <+ y=—-—
692 = 25 9
769

r+y=1 rt+y=1i T+y=1i ,
! z4y+iz=1 = { iz=1-i e ¢ Flodyrz=24i
w—y+z=1+1 (-1—d)y+z2=2+1 2= =1
i
) -1+
_ T+Yy=1 T =
Y=t . 342 —1—i 1-+i 2
= (-1-d)y=3+2i <— y=— ~ = = — 14
N 1+ 2 2 V="
z=—-1—1 2=—1—1
'\/5:1;+y:1 \/1§;L'+y:1 . \/§x+y:1
3 2y —2V/32=0 <= —20V3r=— = —2V6z =1 —
) x4+ V2 —2V32 \/§y NG y —2V62

V10z —y+2=5 —(1+\/3)y+2:0 —(1+\/5)y+z:0



V2r+y=1

(1+2V6(1+V5))y=1

~(1+VB)y+2=0

r+y+z+t=1
r—y+z—t=1

20 +y—3z+t=3

Rang 3

r+y—w=-1

r+2y—z+t+w=1
r+y—z—t—w=2

-3t
=—-1-2t—2w
=2t + 3w

5>{
Y

r+y+z+t=1

€r =

1
1,
\/§1+ 43 + 215

= y:m rang 3
L__1+V5
142v6+ /30
6
r+y+z+t=1 z+y+z+t=1 =5
<= —2y—-2t=2 = y+t=1 —= y=1—-1¢
—y—5z—t=1 —5z=1 Lo 1
5
r+2y—z+t+w=1 z=—-14+t4+w+z+2y
= —y—2t-2w=1 = y=—-1-2t-2w =
r+y—w=-1 r=—-1—y+w
Rang 3

r+y+z+t=1

r+y+z+t=1

r+y+z+t=1

6) —zr4+y+z+t=1 204+22+2t =2 y+z+t=1 — y+z+t=1
—2y+z+t=1 —2y+z+t=1 324+3t=3 z+t=1
3z—t=1 3z—t=1 3z—t=1 4t =2
r+yt+z+t=1 z=0
y+z4t=1 y=0
z4t=1 = »=- |Rang4

1

2 2

r4+2y+3z—t+w=2 r+2y+3z—t+w=2 r4+2y+3z—t+w=2

7 r—y+z+t—2w=4 — -3y — 22+ 2t —3w =2 -3y —22+2t—-3w=2
r+2y+z+t—w=-1 —2z+2t -2w = -3 —2z+4+2t-2w= -3
T+2y—2z4+t+3w=2 —5z+4+2t+2w =0 —3z+4w =3

35
r=2-2y—-3z+l—-w r=2-2y—3z+t-w x=€—2w
3y=—-2—-2z—-5+ 3w 3y:—2+2—§w—5+—w—3w y=—+ -w

3 =
=< o 2, = q,_ 5.7 — 4 3
2 - +Fw t=—+-w
4 42 3 FE
z=—-w-—1 _
3 Z*§w71 z=-w-1

3

(rang 4).

Exercice 3 :
fonction des parameétres :
mr+y—z=1

1)< 2 —my+z=m? ol m
20 +y+z=(m+1)>2
ar+by+z=1

3) z4+aby+z=>b oua,beR
r+by+az=1

mx+y—z=1

Réponses : 1) { = —my + 2z =m?

*%k - kk*k (Avec des paramétres) : Résoudre les systémes suivants et donner le rang en

r+y+(l—m)z=m+2

eR 2)¢ (14m)z—y+22=0 oumeR
20 —my +3z=m+2
mr+y—z=1
= { m+Dz+A-my=m>+1 (Ly+L1)
2+m)z+2y=(m+1)*+1 (L3 + L)

2 4y + 2= (m+1)>



mr+y—z=1

(m+ 1Dz +(1—m)y=m>+1

r+(m—1y=m+1)>*-m? (Ls— Ls)

mr+y—z=1

r+(m+1ly=2m+1 (L3)
1-m—m+1)Hy=m?>+1—-2m+1)(m+1) (Ly— (m+1)Ls)
mr+y—z=1

]

!

= r+(m+1)y=2m+1 On observe donc des cas distincts : sim*—3m =0 <= m =0 ou m = —3

(m? = 3m)y =m? — 3m
alors le systeme sera de rang 2, sinon il est de rang 3. On résout :

y—z=1 o
Casm=20": r+y=1 <+— {z—y 1 Donc S ={(1-y,y,y—1) | y e R}

0=0 v=1-y
3r+y—z=1 z=3x4+y—1=21-12y+y—1=20—- 11y
Casm=3: r+4y="7 — r=7—4y
Donc S = {(7 — 4y,y,20 — 11y) | y € R}
mr+y—z=1 z=1—mz—y=m?
Casm#0etm#3:¢ z+(m+1ly=2m+1 <+ r=2m+1—y=m DoncS={(m,1,m?)}
(m?* = 3m)y = m? — 3m y=1
{(m,1,m*)} sim=#0etm#-3
Onadonc|S=< {1-y,y,y—1) | yeR} sim=0
{(7T—4y,y,20—11y) |y e R} sim= -3

r—y+(l—m)z=m+2 z—y+(1-—mz=m+2
2) (14m)z—y+22=0 = my+ (2— (1 —m?)z=—(m+1)(m+2)
20 —my+6z=m+2 —(m+2)y+ (4+2m)z =—(m+2)
z—y+(1l-—m)z=m+2 z—y+(1l-—m)z=m+2
= my+(1+mPz=—-m+1)(m+2) (m+2#0) <= { y—2z=1 =
—y+2z=-1 (1+m?+2m)z=—(m+1)(m+2) —m
2m® +10m? 4+ 13m + 5
x—y+(l—m)z=m+2 r= (m + 1)2
y—2z=1 3m? +10m +5 :
m2 4 dm 4+ 2 (m+1 #0) — yzw Le rang vaut 3 si
B (m+1)2 _ m
(m+1)2
m# —2et —1.
T4+y+3z=m+2 r—y+32=0 oo L,
(*)Sim = —2alors: { my+ (1+m?)z=0 = 2y+52=0 <= 52 sim=-2
—(m+2)y+ (4+2m)z = —(m+2) 0=0 y=37
rang 2
r—y+(1l—m)z=m+2 r—y+2z=1
(M)Sim=—-lalors: ¢ y—2z=1 = y—2z=1
(m+1)%2=—(m+1)(m+2)—m 0=1
Donc‘pas de solution sim:—l‘et systéme de rang 2
ar+by+z=1 ar+by+z=1 ar+by+z=1
)< zt+ay+z=b — 1-a)z+(l—a)z=b—a <+ 1-a®)r+(1—-a)z=b—a <+=

r+by+az=1 l-a)z+(a—1)2=0 T =z



ab+b—2
by=1-(a+ 1)z y=——
(a+Dx+by=1 . b—a (a+192)_(%_1)b
2—a—-a)r=b—a <+ (a+2)(1—a) r=-——-—— |rang 3
P _ A (a +b2)_(}lf a)
(a+2)(1—a) = @+r2(1—a)
Ces solutions sont valables & conditions d’avoir a # 1, a # —2 et b # 0.
ar+z=1 (a—1z=1 (a—z=1
(*)Sib=0¢ z+2=0 <<= rT=—z = r=—z pas desolution‘. rang 2
x4+az=1 l—-a)z=1 0=2(Ly; + Ls)
r+by+z=1 r+by+z=1 r=1—-y—=z
()Sia=1¢ z+by+2z=>b — 0=0b-1 = b=1
r+by+z=1 0=0 0=0
‘Sibzlalorsx:—y—z, sinon pas de solution‘rang 1.
2r+by+z=1 2r+by+z=1 by—z=1 —2y=1+4+=2
(*)Sia=-2¢ z—2by+2z=0b = —3r+32=04+2 = { 0=0+2 <= =-2
r+by—22=1 T=z rT=z T=2z
14z
T2 . +z .
<= b= _9 Sib=-2 alorsx:zety:fT,smonpas de solution | rang 2.
T =2z
Exercice 4 : ( En 1 minute ) : On définit les matrices suivantes :
11
) 1 2 0 1 1
A= L2 ;B = 102 C=|21|;D=[2 1 0]|;:E= € My 2(R); F = A B
2 3 6 5 0 1 01 2 ' 0 I3

Calculer les produits matriciels suivants (s’ils ont un sens) et préciser si la matrice obtenue est symétrique :
1) AB 2)BA 3)AB 4)A®* 5)'AA 6)A* 7)B* 8)'BB 9)B'B 10) BC
11) DC  12) BD 13) D?* 14)'CB 15) FEA 16) A'E  17) EB  18) F?  19) 'FF.

13 10 2 1320
Réponses : 1) AB = (20 15 4>. 2) BA n’est pas définie 3)'BA= (10 15
2 4
4) A? = (g 183) symétrique 5) 'AA = A? = (g 183> symétrique 6) A% = (gi gg) symétrique
37 30 2 6
7) B? n’est pas défini 8) ‘BB = |30 25 0| symétrique 9) B'B = ( 1> symétrique
2 0 4
3 ) 1 4 4 5 4.0
10) BC = (40) 11) DC = 12 12) BD = (16 17 o) 13) D*= {4 5 0
2 1 4
7 5 2
3 ... 3 7T 5 2
14) 'CB n’est pas défini  15) EA = 16) A'E = ( E oL 5> 17) EB = _
3 7 5 2
5 7 14 4 5 7 13 10 2
) 7 13 26 4 . . 7 13 20 15 4
18) F? = (“(1) ABI“L B) —lo o 1 0 ol 19)tFF= (tg‘z tBélBI> — |13 20 38 30 2
3 00 0 1 0 tis 10 15 30 26 0
0O 0 0 0 1 2 4 2 0 5



Exercice 5 : (Rang) Calculer le rang des matrices suivantes :
1

5
O 15 6 7) 2)(2) 3)(_21 ;) 4 (1 2 8 5)<11 %é?é)
1

1

5 7 3 8
1 -2 5 8 71 5 -2 8 -3 1 4
6)(—2 4 —-10 -16 —14> At } 515 f;’ 81 2 9)

Réponses : 1) rang 1 2) rang 1 3) rang 2 4) rang 3 5) rang 2 6) rang 1

29 5 7 3 8 11 1 2 3 111 2 3
n|l-1 112 3| < (|2 5733 8| |7 02 -7 —7| < rang3
4 1 8 1 2 4 1 8 1 2 3 0 7 -1 -1
1 2 3 1 12 3 1 12 3 1
5 -2 8 -3 6 0 11 -2 6 0 11 -2
* 8 s 5 1 6| = |60 11 -2 0 0 o o | done[rang2]
2 —4 —6 -2 00 0 0 00 0 0
15 2 3 -1 5 2 3 15 2 3 15 2 3
o1 4 8 2 [0 9 w0 5 0 9 10 5 0 9 10 5
4 7 -3 2 0 27 5 14 0 0 —25 —1 0 0 —-25 —1
1 14 —13 7 0 9 —15 4 0 0 —-25 —1 00 0 0

Exercice 6 : (Trace) Si M € M,(R), la somme de ses coeflicients diagonaux est appelée "Trace de M" :

n
= E miq
i=1

1) Montrer que Tr(A + AB) = Tr(A) + ATr(B) et Tr(*M) = Tr(M).
2) Montrer que Tr(AB) = Tr(BA)

Réponses : 1)OnaTr(A—|—/\B):ZA+)\B Za“—&—)\b” Za“—k)\Zb“—Tr )+ A\Tr(B)
i=1

On a ['M]; j = m;; donc quand i = j cela donne : Tr("M) = Zn: Zml i = Tr(M
i=1
2) Tr(AB) = Z Z Zai,kbk,i = Z Zai,kbk,i = Z Z br,i@i . = Z[BA]kk =Tr(BA)
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Exercice 7 : Soit M € M, (R)
Montrer qu’il existe un unique couple (S, A) € S, (R) x A, (R) tel que M = S + A.

Réponses : Unicité : Si M =S +A=5"+ A alors S -9 =A" —Aet (§—5)=9—95 car S et S sont
symétriques et (A" — A) = A — A’ car A et A’ sont antisymétriques. Donc (S — §') =S — 8 =1(A" - A) =
A—A =8 —SdoncS—8§ =—(S—5) e 2AS—9)=0 «> §—5 =0 « § =5 De méme
A—A'=0 < A=A’ Dou l'unicité.

L’existence se fait par analyse / synthése. Analyse : Si M = S + A alors ‘M = 'S +'A = S — A donc

1 1
28 =M +'M et 2A = M —'M. On pose donc S:§(M+tM) etA:§(M—tM).

N NN W



Synthése, on vérifie que les matrices S et A vérifient les trois contraintes : S symétrique, A antisymétrique
et M =5+ A. Clest bon.

Exercice 8 : : Soit J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 : J =

1) Pour tout k € N, calculer J*. 2) Calculer (I,, + J)*
3) Trouver une matrice R telle que R* = .J
4) Plus généralement pour k € N*, trouver une matrice R telle que RF =J.

Réponses : 1) Ona J° =1, et J! = J. On remarque par ailleurs que J? = n.J. Pour k € N*, on peut voir
en calculant les premiéres puissances qu’on va avoir une relation du type J* = n*~1J. On montre cela par
récurrence sur k € N* :

Initialisation : Pour k = 1 on a bien J' = nJ.

Hérédité : Si c’est vrai au rang k alors au rang k+1 on a J* = J¥J = n*=1J.J = nF~ 12 = pF1ng = nkJ
c’est donc vrai au rang k + 1.

. I,sik=0
Conclusion : on a | JF = 1
n”~*J sinon

2) Comme I,, et J commutent, on a :

k k
E\ E\ 1 K\ (1+n)k—1)
k _ i __ i—17 _ i —
(In+J) —E_O <2>J _13+E_1 <Z)n J_13+n<,_gl<i)n><]_ I3+#J
- 1 - 1 -
3) On a J? =nJ donc (\/ﬁ‘]> = J. On pose R:ﬁj

. .« .\ — 1_
4) En raisonnant de la méme maniére, on a J*¥ = n*~1J donc on peut prendre | R = n¥~1J

Inverses

Exercice 9 : (En 1 minute) Dire si ces matrices sont inversibles et si oui calculer leur inverse :

p(38) o] w() (L) W@ e
4
8

0 1 1 10 1 01 1 1 1 é 2 :;
7) 8) [0 1 1 9) [0 1 0 1000 1 0 11)
67 0 01 1 0 1 -1 0 1 9 101112
13 14 15 16
1
Ly 500
Réponses : 1) inverse : [ 9 1 2) inverse : | -1 0 3) rang 1 donc non inversible
0 - 3
3 0 0 1
. 1(2 1 , o . (2 -2
4) inverse : 8 (0 3> 5) pas carrée donc pas inversible 6) inverse : - ( 5 3 )
1/7 1 -1 0
7) inverse : — 8) inverse: |0 1 —1 9) rang 2 donc non inversible
6 \—-6 0
0 0 1
1 1 -1 -1
10) inverse : 5 0 2 0 11) rang 2 donc non inversible
1 -1 1

Exercice 10 : (Calcul d’inverse Moyen) Inverser les matrices suivantes :
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Finalement A~*

) donc on inverse cette matrice.

3 2/0 10

1 0]0 0 1

2
)

3
6

-2
—4

0 5 0
0

S O

1 3 210
1
1

0 5 5
0

-2 0 1
0 1 0

-1

o O~
1,41,41,2
oo |
—
/
— o — o o —
12_
(]
_OO (a] N o
[a)]
o <
—“ oo I — o o
N——— N~
— O O
— | <t
(
I
—

Finalement A~ =

3) On simplifie :

Finalement A =4 -
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] Finalement A~ =
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20 -2 00,1 0 -1 0 O 200000 0 -1 0 1
0602 0 000 1 0 -10 02000/ 0 1 0 =10
<~ | 00 2 0O0O}|-1 0 0 O 1|« 1|0O0?2©0O0O-10 0 0 1
00 0 200 1 0 1 O 000 20/,0 1 0 1 o0
00 0 o021 0 1 0 O 000021 0 1 0 O
0o 0 -1 o0 1
1 0 1 0 -1 0
Finalement A~ = 3 -1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
a 1 0|1 0 O 10 1|10 0 1 10 1|0 0 1
[0 e 1101 0| << | 0a 1|]010)] << [0wa 1|01 0
1 0 1|10 0 1 a 1 0|1 0 O 01 —al|l 0 —a
1 100 1 10 1 |00 1 (1) (1) 1 (1) 8
«~— | 01 —a|1l 0 —a | <<= |01 —-a |1 0 —a | < —¢ 1
00a 1[0 1 0 00 14+a®|a 1 a? 00 1 a
) ) 14+a® 1+
—a _
1 oo 14+a2 1+a2 1+a?
= [0 10 1+20° a ¢
14+a?2 1+a2 1+a?
0 0 a 1 a®
1+a?2 1+a2 1+a?
1 —a -1 1
Finalement A~ =| —— [ 14+2a®> a —a| |car 1+ a®# 0 pour tout a € R.
1+a? 2
a 1 a
10 0 -1
0 1 0
Exercice 11 : : Montrer que la matrice A = | : © | € M, (R) est inversible et calculer son
0 1 0
10 0 1
inverse.
1 0 0 -1 1 0 0 -1
0 1 0 0 1 0
Réponse : rg | : =g : = n donc elle est inversible.
0 1 0 0 1 0
10 -~ 0 1 0o 0 -~ 0 2
Si on fait les opérations classiques d’inverses, on se rend compte qu’on a juste besoin de faire L, < L, — L1
1 0 -~ 01
) ) 0 2 0
puis Ln<—§Ln et L4 + L1 + L, cela donne la matrice inverse : A_1:§
0 2 0
-1 0 0 1

Exercice 12 : Matrices de rotation On pose Ry = <COSH — e 9)

sinf  cosf

1) Montrer que RgRy = R, avec ¢ qu’on exprimera en fonction de 6 et §'.
2) En déduire que pour tout 6 et #’, les matrices Ry et Ry commutent.

3) Montrer que Ry € GL,(R) et Re_l = R, avec ¢ qu’on précisera.



4) Soit z = z + iy un nombre complexe. On pose 2’ = 2’ + iy’ avec X' = RpX.

Exprimer Z' en fonction de z et 6.

5) Interpréter graphiquement la transformation opérée aux coordonnées de X apres 'opération X' = Ry X.
Réinterpréter les résultats 1)2) et 3) & 'aune de ces constats.

Réponses : 1) D’apres les formules de trigo on a RgRgr = Ry donc o =0 +0'.
2) On a Ry Ry = Ryrr9 = Ryror = RyRy
3) Ona Ry = Iy donc R_gRy = Ry = I donc R;l =R _get p=—0.

_ P _ ([rcos®"\ 1
4) On pose z =r(cosf’ +isinf’) On a donc X = rsing | = r Ry O)
/
Donc Ry X = rRygRy (é) =1rRgto (é) = (:Z?j((giz,))) Donc 2/ = ret0+0) —

5) C’est la rotation d’angle 6. Donc pour la question 1) faire une rotation d’angle 6 puis §’ donne une rotation
d’angle 0+6'. 2) L’opération de rotation est bien commutative. 3) L’inverse de I'opération de rotation d’angle
0 est la rotation d’angle —6.

Exercice 13 : : Soit A € M,,(R) une matrice telle que A — I,, est inversible. Montrer que :

ZAk:(A_In)fl.(Aer_In)
k=0

Réponse : On peut s "inspirer du calcul des sommes géométriques. On calcule la matrice suivante :

(A—-1,) Z Ak = Z (A—1,)A ZA’““ Ak = A1 _ [ par somme télescopique.
k=0

On en déduit, en multipliant a gauche par l'inverse de A — I, : Z AP = (A—1,)"t- (A" — 1) |
k=0




