TD 13 - Suites Réelles

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

‘ Suites convergentes ‘

Exercice 1 : (1 minute © ) Si elles existent, Calculer les limites des suites de terme général suivant :

5) Zlnk 6) ln(1+n2)—lnn
k=2

arctann
14+n

N Vn+l—yvn  8)(=1)"+2 9) (=1)% ™  10)ntw

1) (—2)2"+! 2) sin(n) —n? 3) tan% 4)

Exercice 2 : (Avec comparaison % - %% ) Calculer les limites des suites de terme général suivant :
271.+1

sin?(n n nn!
) WVal-n 2) M 3) ine) — " 4) o 5) 3o
k=27

1 1
Indication : Pour la Q5 on pourra encadrer T par lintégrale de f(t) = n en choisissant des bornes adaptées.

Exercice 3 : (Partie entiére et convergence % )
Si (un)nen converge, a-t-on convergence de la suite (|uy, |)nen ? Et réciproquement ?

Exercice 4 : (Suites stationnaires % - %% % ) On dit qu'une suite est stationnaire si et seulement si la
suite est constante a partir d’'un rang N € N. On a donc pour un telle suite : Vn > N | u,, = uy.

1) Montrer qu’une suite stationnaire est convergente.

2) Soit (un)nen € ZV une suite & valeur entieres, montrer que (u,), est convergente si et seulement si (u, )y
est stationnaire.

3) Soit (un)nen € RY une suite périodique de période T' € N (c’est & dire que Vn € N | tppr = Uy )
Montrer que (uy,), est convergente <= (uy)p est stationnaire <= (u,), est constante.

Exercice 5 : ( % Nombres rationnels et irrationnels)

1) Montrer que pour tout nombre rationnel g € Q, il existe une suite de nombre irrationnels (u, ), € (R\Q)N
qui converge vers q.

2) Montrer que pour tout nombre irrationnel r € R\Q, il existe une suite de nombre rationnels (g, ), € Q"
qui converge vers r.
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Indication : On pourra s’aider de la partie entiere. Par exemple pour » = 7, on peut poser qg = 3, g1 = 10’
314
q2 = ma vy dn =

3) Application : Soit a, b € R tels que a < b. Montrer qu’il existe un nombre rationnel ¢ € Q tel que g €]a, b[.
De méme, montrer qu’il existe un nombre irrationnel r € R\Q tel que r €]a, b|.
(Remarque : On dit que Q et R\Q sont denses dans R. )

Exercice 6 : (Suites adjacentes % ) Montrer que les suites u,, et v, définies ci-dessous sont adjacentes et
qu’elles convergent :

<! 1 “ 1 1
1)unzzﬁetvn:un+g. 2)unzzﬁetvn:un—|—ﬁ.
k=1 k=1
Un+1 = /UnUn
Exercice 7 : %% On pose 0 < ug <vg et (Un)n, (Un)n définies par récurrence par : ; Up + Uy
ntl = — 5
2

1) Montrer que les suites (uy, ), et (v,), sont bien définies et vérifient Yn € N, 0 < u,, < v,
2) En déduire que (uy,)n et (v,)n sont deux suites adjacentes et qu’elles convergent.



Croissances comparées/ équivalents

Exercice 8 : (1 minute © ) Calculer les limites des suites de terme général suivant :

n n n2" 2" 9 8 Vvn (’I’LZ)' 2n! /1 /n
2ntLly/n| n—n! n!— (n+1)! Vnl 42"
8) —— 9 2)! —n! 10) — 11) ——M= 12) —
) 10m ) (n42)t=n ) n! 4+ 2n ) n ) n3 — 2n!

Exercice 9 : % - %% - %% Calculer les limites des suites de terme général suivant :

sin(n) — 2™ "L ek
1 2)—nl—e" 2) ———— 3 — 4 —2n
Jdt-ni- DTG B3 E 91D
Exercice 10 : (1 minute © ) Trouver des équivalents simples des suites suivantes :
n®+2 1 3t 1 (n+1)! n? —1
1 2) —+1 3)~——— 4 5 1+n®—3 6
)nfS )n+ ) #+3 ) n )n+len v )\/ﬁn+1

vn+1
nyn—1
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7) (n*+3n+1)?  8) —

9) (n+1)(n+2)(n+3) 10)Zn:k 11)2n:k2. 12)2%+
k=0 k=0

Exercice 11 : % - % Trouver des équivalents simples des suites de terme général suivant :
n

2n n
l)un:ZQk 2)un:H% 3)u7,,:Zk!
k=n

k=1 k=0

Exercice 12 : (Equivalent de la partie entiére % ) 1) Montrer que |n| ~ n.

2) Montrer que si u, — oo alors |u,] ~ up
n—-+oo
3) Si uy, —+> ¢, peut-on trouver un équivalent de |u, | dans le cas général ?
n——+00
2"+ 1
4) Calculer la limite de | —|.
: wa - 1J

Exercice 13 : (Equivalent et coefficients binomiauz %% ) Sik € N, Trouver un équivalent de : u,, = (Z)

| Récurrence avec une fonction |

Exercice 14 : %% - %% Etudier la convergence de la suite (u,)nen en fonction de ug € R :
1) upy1 = upe® 2) u,y1 = arctan(u, ) 3) Upt1 =1+ u, +ud 4) Upy1 = cos(uy,).

1
Exercice 15 : %% On pose ug = 5 et Vn € N | upi1 = V2 — .

.. 13
1) Vérifier que (uy), est bien définie et Yn € N, u,, € [2, 2},
2) Si la suite converge, que vaut sa limite ?
2
3) Montrer que Vn € N, |up41 — 1] < §|un —1]
Indication : On pourra utiliser la quantité conjuguée de u,4+1 — 1.
4) Conclure sur la convergence de u,,.



