TD 14 - Limites et continuité de
fonctions

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2023- 2024

Croissances comparées / Equivalents

Exercice 1 : (1 minute O ) Calculer les limites suivantes et dire s’il s’agit ou pas de croissance comparées :

1 " . .
1) lim i 2) lim e’ -z 3) lim 27e73" et lim 27e 3 4) lim z%Ve®
x—0 X Tr—400 T——00 Tr—400 xT—r—00
1 1 2 Inz)?
5) lim (Inz)%z%ev® 6) lim TET ot lim 7) lim (Inz)® —e” 8) lim (nz)”+z
z—+00 z—+o0  eT z—0t et z— 400 z—0 e¥ —x
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9) lim acln(x) 10) e—z, limites quand z tend vers +o0o et 0" et 07.
z—0 1+ 2 T

Exercice 2 : % Calculer les limites suivantes :

) ) 1 ) 1—2 ) etanw ) exp(ﬁ)
1) mlg{h Inzln(lnz) 2) qlclgbm {IJ 3) zlin{h(ac—l) In Tz 4) Tgr%l_ o 5) zlg?+ Nl

Exercice 3 : (1 minute © ) Calculer des équivalents simples des fonctions suivantes :

2 1 1
1) %enOen —1 et en 400 2) %enOet +00 3) ﬁem2+em_sinx en oo et 0.
4) —— ++/x+1en —1 et en +oo0. 5) en —letl 6) 22 + 22 +3en —1 et en —2
z+1 1—a?
In(1+€” 1 1 g ¢
7) arctan z en oo 8) In(1 +¢) en 0 et +00 9) —+ — en 0 et +o0. 10) x” erﬂ en 0 et +o0.
x+1 x  a? T 4 e*
\ Continuité \

Exercice 4 : © - % Pour chacune des fonctions, dire si elle a une limite a gauche, a droite et enfin si ell
est continue en a :

1
1)x»—>iena:0 2) x— |x] en a=2. 3)x»—>m’1—ena:0 4) z — y/zln|x| en a =0
T

||

5) z — |z|Injz| ena =0 6) z—

222 — 5z + 3

1
o ena=1 7)x+—>rsin<x)ena0.

Exercice 5 : (en 1 minute © ) Donner les ensembles de continuité des fonctions suivantes :

1 1 41
l)me 2) z + sin(1 + %) 3):cv—>cos<x> 4) x — ;J_r 5 z— (x+1)"
5+ 22% 4+ 1

6) = — In|cos(z)| 7) x> |arctanz| 8) x> [V 9) @ — 2 +dr — 5

Exercice 6 : % - %% Donner les ensembles de continuité des fonctions suivantes :

1— 2
Vrz—y\/1-Vr 2)z— 2z —22-2 3)x»—>ln(x> 4) z— Vinz

22 4+4zx -5
5) x + In(arctan® 2 — 3) 6) z— Iny1—e® 7) x — Vtanz + In(—tan z) 8) x — (sinz)""

Exercice 7 : % Donner 'ensemble de continuité des fonctions suivantes (et justifier) :

1
, 1 . ire] 1,1
NoES > -1 = >0 ; siz€l-1,
1ww={mj_@sﬁm 2mw:{x S B)h(z)={ 1+4@
V=T sinon 3 sinon

4) fog  5)gof  6)goh T hof



Exercice 8 : % Donner ’ensemble de définition et de continuité de ces fonctions et calculer leur pro-

_ Vie—1
longement par continuité : 1) x — zlnx 2) z +— 2 )z —e 2 4) z — ‘271|
22 —

Exercice 9 : ( %% continuité et partie entiére)

=)

1) Montrer que la fonction définie par Vo € R, f(x) = 5

(2x — [z] — 1) est continue sur R
2) Etudier la continuité de la fonction f : z +— x| — \/z — |z].
Exercice 10 : % Montrer que tout fonction continue et périodique sur R est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 11 : %% Soit f € C°([0,1]) telle que f(]0, 1]) C [0, 1], montrer que f admet un point fixe, c’est
a dire qu'il existe zo € [0,1] tel que f(zo) = 0.

Exercice 12 : % On dit que f est lipschitzienne sur [ si et seulement si il existe £ > 0 tel que :
Ve,y el [f(x) = f(y)l < klz —yl
Montrer que si f est lipschitzienne sur I alors f est continue sur I.

Exercice 13 : %% Trouver ’ensemble des fonctions f continues sur R qui vérifient les égalités suivantes :
) Ve,yeR, flz+y)=fl2)+ fly) 2)Vz,yeR, flz+y)=f(z)f(y)

Indication : On pourra utiliser le résultat que tout nombre irrationnel est limite d’une suite de nombre
rationnels.

Exercice 14 : % - ¥% On pose f(z) = ze®

1) Donner I’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité de f et dresser son tableau de variation.
2) En déduire que f est bijective sur I = [—1, +oo[ et calculer f([I).

3) Quels sont les ensembles de départ et d’arrivée de f ~1? Justifier que f~! est continue.

Quel est le sens de variation de f~1?

4) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique w,, € Ry tel que f(u,) = n.

5) Quel est le sens de variation de la suite (uy,), ? Admet-elle une limite quand n — +o00?

6) Montrer que u,, ~ Inn. 7) Calculer f~1(0) et trouver un équivalent simple en 0 de f~'(x).

n
Exercice 15 : %% On pose f,(z) = Zka:k.
k=1

1) Pour tout n > 1, montrer que l’équati(;n fn(x) =1 admet une unique solution sur R que 'on notera u,.
2) En comparant f41(u,) €t frni1(tni1), montrer que la suite (uy,), est monotone.
3) En déduire que la suite (u,,), converge.

Exercice 16 : (croissance et continuité % ) Soit f une fonction définie sur [a, b], continue en a.
1) Montrer que si f et croissante sur ]a, b] alors f est croissante sur [a, b].
2) Montrer que f est strictement croissante sur ]a, b] alors f est strictement croissante sur [a, b].

n

T
Exercice 17 : %% FEtudier la continuité de la fonction f : x — sup —
neN T

Exercice 18 : ( %% Avec la définition de la continuité) Soit f une fonction continue sur R.
max f siz >0

1 . [O,f]
On pose la fonction ¢ : x — r[na>]<f siz<0
x,0
1) Justifier que ¢ est définie sur R. 2) Déterminer ¢ dans le cas oul f = exp et f = sin

3) Montrer que ¢ est continue.
4) Montrer qu’on peut avoir ¢ définie sur R et continue sans avoir f continue.



