TD 14 - Limites et continuité de
fonctions

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

Croissances comparées / Equivalents

Exercice 1 : (1 minute) Calculer les limites suivantes et dire s’il s’agit ou pas de croissance comparées :

Inx T _ 9.2 _ 9.2
1) lim — 2) lim e’ -z 3) lim ze™®* et lim z7e™ " 4) lim z%Ve®
x—0 X Tr—400 T——00 Tr—400 xT—r—00
2 5 Vi . zlnzx . zlnzx . 3 2 (Inz)? + 2
5) hm (ln x)x 6) lim et lim 7) lim (Inz)® —e 8) lim ——
z—+o0  eT z—0t et z— 400 z—0 e¥ —x
1
. € € =z .. _
9) lim xln{ —— 10) ——, limites quand x tend vers o0 et 07 et 0.
z—0 1+ xr
Inzx . )
1) lim — = —oo sans croissances comparées.
z—0 X
2) lim e® —x = 400 avec croissances comparées.
r—+00
9.2 9.2
3) lim z7e™3% = —o0 sans croissances comparées. et lim 27e73% =0 avec croissances comparees.
T—r—00 Tr—+00

4) lim 2%v/e? = 0 avec croissances comparées.

5) hm (ln 2)22 7 %eV® = 400 avec croissances comparées.

. rlnx rlnx . 3

6) lim = 0 avec croissances comparées. et lim = 0 avec croissances comparées.

o400 eT rz—0t+ et

2

7) hm (Inz)® — e” = —o0 avec croissances comparées.

T—+00

(Inz)? + 2 ) ,

8) lim ———— = 400 sans croissances comparées.

zao et —x

9) lim zIn ° = lim zlnz — zln(l + =) = 0 avec croissances comparées.
z—0 1+x x—0

1

. ew . €’® . .
10) lim —— =0et lim —— =0 sans croissances comparées
rT——00 I r—+o0 T
1

8l

x

= 0 avec croissances comparées et lim = —00 sans croissances comparées

z—0t T z—=0—- T

Exercice 2 : Calculer les limites suivantes :

z—1 z—0 z—1 z—Z~ COSZT z—1t /2 — 1

1 1—z gtana exp(ﬁ)
1) hm Inzln(lnz)  2) lim « 3) lim (z—1)In 4) lim ——  5) lim ———*
x

1) On pose y = Inz et on trouve lim1 Inzln(lnz) = lir%ylny = @ par croissances comparées
z— y—

1 1 1 1 1
2)Ona—1<{J§<:>1—x<m{ngsixEOOulzxLJ<1—xsixnégatif.p0ur
T T T T T

1
généraliser, on a donc pour tout z € R*, 1 — |z| <z |—| <1+ |z
x

1
Par encadrement, on obtient : | lim x {J =1\
x—0 €T

1—=x r—1 r—1 1—=x .
3) (xl)ln( 1+$> 5 In(l—2z)+In(l1+x) = 5 In(1+4z) — 5 In(1 — z). Par croissances

In(1+2z) — 0 donc en conclusion :

, . . X
comparées, on a (1—x)In(l—x) — 0 et par ailleurs, on a aussi
z—1t r—1t



1—=x
li —1)1 =0
Jim (= >n< 1”)

tan x tan x

e SINT an o 1 e 1

4) = - = ——.On a — — let tanx — 400, donc par composition
Ccos ¥ cos T sin x tanx sinx sinr z—% =3+
etan:c
et par croissances comparées, on a — +o00.
anx I*}%
etanx
On en déduit | lim = 400
z—Z COST
1 1 1
. exp(lfz) exp(lffc) eXp(lfx) 1
5) lim ———% On a = . .
z—=1 (/g2 —1 vaz -1 Vo —1 1+=x
1 1 1

— —— et comme

—
V14 z =1 /2 T —1 a1+

Or, on a 400,

) ()

— 0. Donc en

on a par composition et par croissances comparées , = T exp

r—1 (x— )5 r—1) z—>1+
exp( )
conclusion | lim ———= =0
z—1+ 2 —1
Exercice 3 : (1 minute) Calculer des équivalents simples des fonctions suivantes :
2 1 1

1) wen()en —1 et en 400 2) Tt en 0 et +00 3) |x|e“2+e$—sinx en +oo et 0.

ac31+ 2x+3 a:ei” + a2
4) —— ++x+1en —1 et en +oo. 5) ——= en —letl 6) 22 + 22 +3en —1 et en —2

rz+1 1—2a?

In(1 * 1 1 g ¢
7) arctanz en +oo 8) In(1 +¢%) en 0 et +00 9) —+ — en 0 et +o0. 10) rhr en 0 et +oo.
x+1 x a2 T 4 e

1) ?+ar+1 1 > +r+1 1 > +ar+1 1

23+ 22 +3 -0 3 22 +2r+3 e—-114x 34+ 2x+3 s—+oo

Inz +x Inz Inz +x _r
2) — ~ — —— ~ e

ze® + 22 2—0 xe® + 12 z—+o00

2 2 2 2 2
3) V|z|e® +e® —sinx  ~ —ze” |z +e* —sine  ~ /ze® |z|e® +e® —sine ~ 1
T—r—00 r—~+00 x—0
1 1

4) —— + v 1+1 ~ — 141 ~ .
5) 1 1 1 1

1—22 a—-12(x—1) 1—22 a——12(x+1)
6) 22 +2r+3=(x+1)(z+2) ~ (z+1) 2420 +3 ~ —(v+2)

rz——1 r——
In(1+e* In(1+ e”
7) arctanz  ~ T arctans  ~ — o 8) In(1 + %) ~ In2 In(1 + %) ~ 1
z——4o00 2 xr——00 2 x+1 z—0 x+1 x—r+00

1 1 1 1 1 1 ™+ z° x¢ ™ + € x”

9) 4+ = ~ — = o~ - 10) — = ~ = ~
) x + 22 z—0 22 x + 22 z—+oo I ) T+ e® 20 ¥ T + €% zo+too T

| Continuité |

Exercice 4 : Pour chacune des fonctions, dire si elle a une limite a gauche, a droite et enfin si elle est

continue en a :
x

||

5) z— |z|Injz| ena=0 6) v —

1
1) z— ena=0 2)z— |z]ena=2. 3)xl—>m1—; ena=0 4)z+— rlnjzlena=0

202 — 5z +3
z2 -1

1
na=1 7)x»—>xsin<)ena:0.
x



1) lim Lo lim —— = 1. Non continue en 0
a—1- || z—1+ |z

2) lim |z] =1 lim |x]| = 2 Non continue en 2

r—2~ rx—2~

1 1

3) limscl—’:hmx(l—):ﬁmaﬁ—l:—l

z—0— T z—0— T z—0~

1

lim z|1 — —| = lim =z —1>=lim 1 — 2 = 1. Non continue en 0.
x—0t xT rz—0t xT rz—0t

4) lim v/zln|z| = lim /xlnz = 0 par croissance comparée.
z—>0t z—0t . .

Pas de limité a gauche car pas définie a gauche. Continue en 0.

5) lim |z|In|z| = lim xlnz = 0 par croissances comparées. lim |z|lnjz| = lim (—z)ln(—z) = 0 comme
z—0*t z—0t z—0~ z—0+t

tout a ’heure. La fonction est prolongeable par continuité en 0
202 —5x+3  2@—-1)(z—3) 22-3

-1
6) o G-Detl) a1l o -5 La fonction est prolongeable par continuité en 1.
1 1 1
7) |sin<>| <1 = 0< |xsin<>| < |z|. Donc par encadrement, on a xsin<)| — 0.
T T xT z—0

1
Donc xsin() —6 0. La fonction est prolongeable par continuité en 0.
€T T—

Exercice 5 : (en 1 minute) Donner les ensembles de continuité des fonctions suivantes :

— — Sin + e —> COS — — +
x X X Ci X 2 X X

6) = — ln|cos(x)] 7) x — |arctan x| 8) x — [Vz] 9) z+—
1) ]0,1[U]l, +00[ 2)R  3)R*  4)]-00,—V3[U] - V3,V3[ U]V3, +o0]

5) | — 1, +o0] (prolongeable par continuité en —1) 6) R\{g +kr|ke Z} 7) ]R\{O7 %, }
8) R.\{n? |neN}  9)R\{1,-5}.

Exercice 6 : Donner les ensembles de continuité des fonctions suivantes :

1— 2

5)  — In(tan®z — 3) 6) z+— Inv/1—e® 7) x — Vtanx + In(— tan ) 8) =+ (sinz)™"*

1) /- est continue sur Ry et 2 +— /1 — v/z est continue sur [0,1] & valeur dans R... Donc par composition

x + /1 —/z est définie sur | [0, 1]
2) On résout 2x — 22 —2>0:Ona A =4 —8 = —4 donc ce n’est jamais positif.

‘ f n’est donc définie et continue sur aucun ensemble. ‘

2
3) xb—>1n(

-z
Supposons € R\{1,-5}. On a

MH)'D‘%J'“““”%*:O = (@+5)@-1)=0 < o= bouz =1,

— a2 :(:c—l)(x+1):x+1
x?2+4x—5 (x —1)(x+5) x+5

est positive si et seulement si

x €]—00, —5[U] — 1, +0o0] .

1— 2
Onadonc: z — Tx,é continue sur |—oo, —5[U] -1, 4-00[ a valeur dans R (prolongeable par continuité
x x—
en 1).
t d ftion, v I L= t conti ] 5U] — 1, +00]]
et donc par composition, z — In[ —————— | est continue sur | |—oo, — —1,+oo[|
p p i xQ + 41' _ 5 ) )

4) In est continue sur [1,4o00( & valeurs dans R et /. est continue sur Ry



donc z — VInz est continue sur .

5) Supposons z € ]fg,g[, alors tan’z —3 > 0 <= tanz > V3ou tanz < —V/3 <= z >

T W[ 17T T
arctan /3 ou z < arctan(—v/3) <= xe}—g,—g U}g,i{
Finalement, comme tan est 7w périodique, on en déduit que tan est continue sur I a valeur dans R’ avec

I:kLEJZ}—W+kﬂ,—g+kﬁ{u}g+kw,g+kﬂ[

2

et par composition, | x — ln(tam2 T — 3) est continue sur [

6)1—e">0 <= 12" <= 0>z Parailleurs V1 —e* =0 <= 1-€e"=0 <= " =1 < 2=0
Donc z +— 1 — € est continue sur R a valeur dans R . et /- est continue sur R’ & valeur dans R’ . Enfin,
In est continue sur R

Donc | z — In /1 — e® est continue sur R*

7) tanx > 0 et —tanx > 0 n’est jamais réalisé, donc‘ la fonction n’est continue ou définie sur aucun ensemble

8) (sinz)"™"* = exp(tanzIn(sinz)) On veut donc sinz > 0 c’est a dire z € U [2km, (2k + 1)7] et tanx
kez

définie, c’est a dire, z € R\{g +kr | keZ}.

On a donc : sin continue sur I = U (2K, (2k + 1)7) \{g + 2k77}, a valeur dans R et In continue sur R .

keZ
Enfin, tan est continue sur I. Donc finalement par produit, puis composition par exp qui est continue sur R,

on obtient : |2 — (sinx)™" % est continue sur [ = U [kag + ka[ U }g + 2km, (2k+ )7
kEZ

Exercice 7 : Donner I’ensemble de continuité des fonctions suivantes (et justifier) :

1
1 .
Vo +1 iz>-1 it x>0 5 sizel-11]
1) f(@) = { ln(_xl _ 1) Y on 2) g(z) = { z o O ) h(z)={ 1+
vV —x sinon 3 sinon

4) foyg 5)gof 6) goh 7) hof

1) f est continue sur | — 1, +o0[ : en effet, z + = + 1 est continue sur | — 1, 4+-o0[ & valeur dans R et /- est
continue sur R.

Par ailleurs f est continue sur |—oo, —1[ : en effet, 2 — —(z + 1) est continue sur |—oo, —1[ & valeur dans
R% et In est continue sur R .

Reste & vérifier la continuité en —1. Ona lim f(z) = lim In(—1—2) = —oco. Donc f n’est pas continue
r——1— r——1—

a gauche en —1 donc ‘ f est continue sur R\{—1} ‘

. 1 . . .
2) g est continue sur R} car x — — est continue sur R’ . Par ailleurs, g est continue sur R* car x — —x est

x
continue sur R_ & valeur dans Ry et ,/. est continue sur R .

g est donc continue sur R*. On vérifie la continuité en 0 : On a lim g(z) = lim v—x =0et lim g(x) =
r—0~ z—0— z—0+

1
limJr — = +00. g n’est donc pas continue en 0. Finalement ‘ g est continue sur R* ‘
z—0T T

1

3) h est continue sur | — 1, 1[ car  — 1 +2? est continue sur | — 1, 1[ & valeur dans R et z — — est continue
x

sur RY . X

Par ailleurs, h est continue sur |—oo,—1[ et sur ]1,+o0[ car x — B est constante donc continue sur ces

intervalles.



1 1
h est donc continue sur R\{—1,1}. On vérifie la continuité en —1 : On a lim h(z) = lim - = - et
r——1— z——1— 2 2
1 1
lim h(x)= lim —— = —. h est donc continue en —1. De méme, par parité elle est continue en 1.
r——11 z——1+ 1+ 2 2

Finalement ‘ h est continue sur R‘

4) g est continue sur R* & valeur dans R™ et f est continue sur R, donc ‘ f o g est continue sur R* ‘
5) f()=0 < Vz+1=0ouln(-1-2)=0 < z=—-loux=-2.
f est continue sur R\{—2, —1} a valeur dans R* et g est continue sur R* donc‘ go f est continue sur R\{—2, -1} ‘

6) h est continue sur R a valeur dans R’} et g est continue sur R’} donc ‘ g o h est continue sur R ‘

7) f est continue sur R* & valeur dans R et h est continue sur R donc ‘ ho f est continue sur R* ‘

Exercice 8 : Donner I’ensemble de définition et de continuité de ces fonctions et calculer leur prolongement
_ 1 T —
par continuité : 1) z — zlnx 2) x> z—e B 4)z—

1) f: 2z xlnx est définie et continue sur RY par produit de fonctions continues sur R .

On a par ailleurs en 0 : lim+ zlnx = 0 par croissances comparées, on peut donc prolonger par continuité en
z—0

0 en posant ‘ f(0) =0 et f continue sur Ry ‘

2) f(z) = a'"® = ¢~ (n )* est continue sur R . En effet, In est continue sur R a valeur dans R et exp est

continue sur R.

Par ailleurs en 0, on a lim —(Inz)? = —co donc lim f(z) = 0. On peut donc prolonger par continuité en
z—0t z—0t

0 en posant ‘ f(0) =0 et f continue sur Ry ‘

_ . R 1 .
3) f(x) = e TI. x — |x| est continue sur R* & valeur dans R* et & — — est continue sur R*, donc f est
x

continue sur R”. On remarque que f est paire.
Par ailleurs en 0, on a lim f(x) = lim e~ = = 0 et par parité on a aussi lim f(x) = 0. On peut donc
z—0t z—0t

r—0~
prolonger par continuité en 0 en posant ‘ f(0) =0 et f continue sur R
\/ |{E - ]-‘ P . 2 . N
4) f(x)zil est définie et continue sur | — 1,1[ : en effet, z — 2 — 1 est continue sur | — 1, 1[ & valeur
22 _

. . 1 .
dans R’ et /. est continue sur R’ a valeur dans R, enfin 2 +— — est continue sur RY .

1—2 1—=x
Par ailleurs, on a f(z) = = — 0. f est donc prolongeable par continuité en 1 en

—o)(ita) VItee

posant ‘ f(1) =0 et f continue sur R\{—1} ‘

Exercice 9 : (continuité et partie entiére)

=]
2

2) Etudier la continuité de la fonction f : x +— || + /x — |z].

1) Déja, on sait que |.] est définie sur R et continue sur R\Z. Donc par produit, f est définie sur R et
continue sur R\Z.

Soit n € Z, étudions la continuité de f en n :

1) Montrer que la fonction définie par Vo € R, f(x) = (22 — |x| — 1) est continue sur R

n(n—l).

1 ? 1
n- (2n7(n71)71):w.

Limite a droite : On a lim |z] =n, donc lim f(z) = E(271 -n—1)=
r—nt r—nt 2

Limite a gauche : On a lim |z] =n—1, donc lim f(z)=
T—n~— z—nt




On trouve bien que f est continue en n. Cela est vrai pour tout n € Z, donc ‘ f est continue sur R. ‘

2) D’abord on remarque que z — x — || est définie sur R et continue sur R\Z & valeur dans R, (en effet
onaVr € R, [z] <x). ,/ est continue sur R, on en déduit que f est définie sur R et continue sur R\Z.
Si n € Z, étudions la continuité de f en n :
Limite & droite : On a lim |x] =n, donc lier flz)=n+vVn—n=n.

x n

z—nt
Limite a gauche : On a lim |z] =n — 1, donc lim+f(17) =n—1+y/n-n-1)=n-14+V1=n.
r—n— r—n

On trouve que f est continue en n. Cela est vrai pour tout n € Z, donc ‘ f est continue sur R. ‘

Exercice 10 : Montrer que toute fonction continue et périodique sur R est bornée et atteint ses bornes.

On note T la période de f. Comme f est continue sur [0, 7], on a f qui est bornée et atteint ses bornes sur

ce segment. On pose o = fninf et 5= I[na>]( f-Onaalors Vo € R, ,a < f(z) < car f est périodique. Donc
0,T

f est majoré sur R par 8 et minorée par a.

)

On a donc |a = ijnf et B = max f sont les bornes (atteintes) de f sur R. |.

Exercice 11 : Soit f € C°([0,1]) telle que f([0, 1]) C [0, 1], montrer que f admet un point fixe, c’est & dire
qu’il existe zg € [0,1] tel que f(xg) = xo.

On pose g(z) = f(xz) —z. On a alors g(0) = f(0) —0 = f(0) > 0et g(1) = f(1) =1 <0 car f(1) € [0,1].
Par ailleurs, g est la somme de deux fonctions continues, elle est donc continue sur [0, 1].

On en déduit, par le théoréme des valeurs intermédiaires : ’il existe zg € [0,1] | g(xo) = 0. ‘
On a donc g(zo) = f(zg) — xo = 0 ’est a dire M

Exercice 12 : On dit que f est lipschitzienne sur I si et seulement si il existe k > 0 tel que :
Ve,y eI, |f(z) = f(y)| < klz -yl
Montrer que si f est lipschitzienne sur I alors f est continue sur I.

Soit a € I, montrons que f est continue en a. D’aprés la définition, cela revient & montrer que lim f(x) = f(a).
Tr—ra
OronaVrel, 0<|f(a)— f(z)| <kla—xz| Or, |a —z| — 0.
Tr—a

Par encadrement on a donc lim |f(a) — f(z)| = 0. Cela revient exactement a dire que | lim f(z) = f(a) |
r—a r—a

Exercice 13 : Trouver ’ensemble des fonctions f continues sur R qui vérifient les égalités suivantes :

) Vz,yeR, flz+y)=fl@)+ fly) 2)Vz,yeR, flz+y)=flz)f(y)

Indication : On pourra utiliser le résultat que tout nombre irrationnel est limite d’une suite de nombre
rationnels.

1) On a déja £(0) = £(0 +0) = £(0) + £(0) = 2£(0) donc f(0) = 0.

Par ailleurs, on pose f(1) = a. On va montrer pour tout nombre x8nR, on a f(z) = ax.

Déja, on remarque que Vx € R, f(nz) = nf(z). En effet, cela se montre par récurrence. Pour n = 0 on a

f(O-z)=f(0)=0=0- f(x). Si c’est vrai au rang n, on a f((n + 1)z) = f(nz) + f(z) = nf(z) + f(z) =

(n+ 1) f(x) par hypothése de réccurence.

On a donc Vn € N, f(n) = nf(1) = na. Par ailleurs si k € Z, alors on a f(k) = ka si k est positif, d’apres

le raisonnement précédent et si < 0, alors f(k — k) = f(k) + f(=k) = f(0) = 0, donc f(k) = —f(—k) =

—(—ka) = ka car —k € N.

On a ensuite f(ﬁ) = nf(1> = f(1) = a donc f<1) _——
n n n

n



p p

Sion poser € Q, onar=

rationnel.

1
= et f(r) = pf(-) = =a = ra. La propriété est donc vraie pour tout nombre
q q q

Enfin, si z € R, alors il existe (r,), € Q" telle que r, — . On a donc f(r,) = r,a — za mais par
n n

—+00

—+0o0

continuité de f, on a aussi f(r,) 57 f(z). On a donc, par unicité de la limite : f(z) = ax.
n—-—+0oQ

Ceci est vrai pour tout € R, donc finalement on a ‘ Ve e R, f(z) =ax avec a € R‘

2) Exactement le méme raisonnement mais cette fois on montre que ‘ VreR, f(z)=a" ave

cacR}ouf=0

2 2 -
etsi f(l)=a=0alorsVzeR, f(z)=f1+(z—1)) = f(1)f(x —1) =0 donc f =0 sur

. 11 1\?
Onaa:f(1)€R+carf(1):f<+ :f<2 > 0.

R.

Exercice 14 : On pose f(z) = ze”

1) Donner I’ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité de f et dresser son tableau de variation.

2) En déduire que f est bijective sur I = [—1, +oo[ et calculer f(I).

3) Quels sont les ensembles de départ et d’arrivée de f~!? Justifier que f~' est continue.
Quel est le sens de variation de f=1?

4) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique u,, € Ry tel que f(u,) =n.

5) Quel est le sens de variation de la suite (uy,), ? Admet-elle une limite quand n — +o00 ?

6) Montrer que u,, ~ lnn. 7) Calculer f~'(0) et trouver un équivalent simple en 0 de f~'(x).

1) f est définie, continue et dérivable sur comme produit de deux fonctions définies, continues et déri-

vables sur R.

2) Ona f'(x) = (x+1)e* donc f'(z) >0 < 2+1>0 < z> 1.

f est donc strictement croissante sur I = [—1, +00[. ‘f est donc bijective sur I‘ a valeur dans f(I). Par le

théoréme de la bijection continue, on a f(I) = [f(—1), hr—P f(z)[ donc | f(I) = [—e™ !, +oo]|.
T—r+00

3)Onal| f! [—e_l, +o0o[ = [-1,+00] | Le théoréme de la bijection continue dit que f~1 est continue sur

f(I) et a le méme sens de variation que f donc| f ~! est continue et strictement croissante sur [—e_l, +oo[.

4) Comme on a n € [7671, +oo[. On peut poser ¥n € N, u,, = f~(n).

Onaalors Vn € N, f(u,) = fo f '(n)=[n]

Par ailleurs, comme on a f(0) = 0, on a f~'(0) = 0, et comme f~! est croissante,
onaVneN, n>0 = f*n)>f10)=0 = u, >0. Donc‘VneN7 Up €R+‘.

5) ‘un est strictement croissante ‘, en effet, f~! est strictement croissante sur [—efl, —1—00[
VneN, n+l1>n = fin+1)>f 1 n) = upr1 > un

et donc

Par ailleurs, ona f~!(z) — oo car elle est strictement croissante et non majorée. Donc
Tr— 400

Uy = f‘l(un) n_>—+>00 +0o0 |

6) On a montré que u, —+> +00. Or f(u,) = upe* = n donc Inu, + u, = Inn.
n—-+00o

In u, Inn Inu

1 . , Inn
On en déduit +1 = ‘—— et par croissances comparées — Odonc — —»

1. On en déduit

Up, Unp, Uy n—>+00 Uy N—F00

o o]

7) On a f(0) = 0 donc f~*(0) = 0. On ne peut pas dire que f~*(z) est équivalent & 0, do

nc il faut utiliser

foflz)=2 < f_l(x)effl(“') =2.0rel " ® — 0 =1 donc par produit f_l(sc)effl(”) ~ =)
z—

x—0

or f_l(a?)effl(x) =z, on en déduit :f_l(x)effl(”) ~o finalement | f~*(z) ~o
r—r T—r




n
Exercice 15 : On pose f,(z) = kak.
k=1

1) Pour tout n > 1, montrer que ’équation f,(z) = 1 admet une unique solution sur R} que on notera w,,.
2) En comparant f,41(un) €t frni1(tni1), montrer que la suite (uy,), est monotone.
3) En déduire que la suite (u,,), converge.

1) On a f,, définie, continue et dérivable sur R, comme somme de fonctions définies, continues et dérivables

sur R.
n

On a f,(z) = Zk%k*l > 0 sur R}. Donc f est strictement croissante sur Ry. On a par ailleurs,

k=1
lirf fn(x) = +00, done f,(Ry) = Ry. f,, est donc une bijection continue de Ry vers R..
T—r1+00

On peut donc poser |u,, = f,, *(1)|.

2) fas1(z) = fo(z) + (0 + 1)mn+1 donc fri1(un) = fu(u,) + (n+ 1)(“n)n+1a
done fri1(un) =1+ (n+1)(u,)" ™ > 1= fri1(unt).
On en déduit f41(un) > frnt1(unt1) et done par croissance de f, 11, cela donne w, > tp41.

Ceci est vrai pour tout n > 1, donc ‘ la suite (uy,)n est décroissante. ‘

3) La suite (uy), est décroissante et minorée par 0, donc ‘ elle converge vers une limite £ € Ry ‘

Exercice 16 : (croissance et continuité) Soit f une fonction définie sur [a, b], continue en a.
1) Montrer que si f et croissante sur ]a, b] alors f est croissante sur [a, b].
2) Montrer que f est strictement croissante sur |a, b] alors f est strictement croissante sur [a, b].
Soit f une fonction définie sur [a, b], continue en a.
1) On a déja Vz,y €la, b, >y = f(x) > f(y). On veut montrer : Vz,y € [a,b],z >y = f(z) > f(y).
Il reste donc & montrer que pour z = a, Yy €la,bl,y > a = [f(y) > f(a).
1
Soit y €]a, b], on veut montrer f(y) > f(a). Or f étant continue, on a f{a+—| — f(a).

n n—4o0o

1
Comme — — 0, on a pour n suffisamment grand (disons pour n > N) 0 < — <y —a
n n—+oo n

clest a dire a < a+ 1 < y.On pose y, = a+ l On a donc y,, €]a,b] et y >y, > a, donc f(y) > f(yn) pour
tout n > N. " "

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient donc . D’ot le résultat.

2) On a déja Vz,y €la, b,z >y = f(z) > f(y). On veut montrer : Vz,y € [a,b],x >y = f(x) > f(y).
11 reste donc & montrer que pour z = a, Yy €la, b,y >a = [f(y) > f(a).

Soit y €]a, b], on veut montrer f(y) > f(a) f étant croissante, le raisonnement précédent nous donne f(y) >
f(a), ce qui est insuffisant car nous voulons une inégalité stricte.

+a

Supposons par absurde que f(y) = f(a). Si on prend y; = 4 , on a alors y; €la,y[C]a,b].

Donc f(y) > f(y1) car f est strictement croissante sur ]a,b]. Mais d’aprés le raisonnement de la question
précédente, comme f est croissante, on a y; > a = f(y1) > f(a) = f(y). Donc f(y1) > f(y). Clest
contradictoire avec f(y) > f(y1)

11 est donc impossible d’avoir f(y) = f(a). La seule option est donc | f(y) > f(a) |

n

x
Exercice 17 : (Avec la définition de la continuité) Etudier la continuité de la fonction f :  — sup —
neN T

Déja montrons que f est bien définie.



n

La suite <' est une suite qui converge vers 0 par croissance comparée (exponentielle < factorielle) donc
n!

n
elle est bornée. On peut donc définir sa borne supérieure.

n

T
Etudions la suite de terme u,, = — pour trouver son maximum.
n!
u T
OnaunZOetL—H: 1 >l <= z>n+l <= z—-1>n < |z]—-1>n.
U, n
On a donc uy 41 > u, si et seulement si n € [0, [z] — 1]. Autrement dit, u|,) > u|z)j—1 > ... > u1 > uo.

Mais apres u|, |, la suite devient décroissante, donc u,| est le terme maximal de la suite,

gl rlzl
Autrement dit on a Ulp) =SUp — = —— On adonc |Vz e R, f(z) = W ,
z|!
k

nen ! Edl
Donc, si k € Z, on a Vx €]k, k + 1], f(z) = % est continue (c’est une fonction polyndmiale).

Donc f est continue sur R\Z. Etudions la continuité en k € 7Z :

.’I,‘k_l kk—l
=y done im @) =

xk kk k~kk71 kkfl
Limite & droite : V& €]k, k+ 1], on a f(x )*(k)—)'donc hm fl@) = @Z PR = ]

Comme la limite est la méme, on en déduit que f est contmue en k € 7. Ceci étant vrai pour tout k € Z, on
trouve que ‘ f est continue sur R. ‘

Limite & gauche : Vo €]k — 1,k[, on a f(z) =

Exercice 18 : (Avec la définition de la continuité) Soit f une fonction continue sur R.
max f siz >0

o . [0,$]
On pose la fonction ¢ : & — I[na)](f Siz<0
x,0
1) Justifier que ¢ est définie sur R. 2) Déterminer ¢ dans le cas ol f = exp et f =sin

3) Montrer que ¢ est continue.
4) Montrer qu’on peut avoir ¢ définie sur R et continue sans avoir f continue.

1) Siz > 0, comme f est continue sur [0, z], elle admet bien un maximum sur [0, z] donc ¢(z) est bien défini.
Pareil si < 0. Ainsi ¢ est définie sur R

sinz simE[O I}U .l -
D) 2 7
T 3 i
2) Si f = exp alors 30(55)_{ e1 ssilaf<>00 -51f = sin alors) ¢(z) = (1) S%x>[2 0]
< slx € |—m,
1 gp< 0T
- 2

3) Soit € > 0 alors comme f est continue, 30 >0 |Vz,y e R, [z —y| <6 = |f(z) — f(y)| < e.
Soit z,y € R tels que | —y| < 4. On montre que |p(x) — ¢(y)| < € a 'aide d’une disjonction de cas.

ler cas : si z,y € Ry. Onap(x) = r[na>]<f et p(y) = I[na}]{ f. Supposons y > x le raisonnement serait identique
0,z 0,y

pour z > y) Ainsi, [0,z] C [0,y] et v(x) < p(y).
On a 3zo € [0,2] | f(z0) = max f = () et Fyo € [0,4] | f(yo) = maxf = ¢(y).

)

On a p(z) < p(u) = f(zo) < f(yo) (*) - Siyo € [0,z] : alors f(yo) < r[gm](f = f(xo) et donc d’apres

(+), ona f(yo) = f(wo) = w(z) = o(y) ainsi [p(z) — @(y)| = 0 < e. Clest vérifié! - Si yo €] : on a
alorsyp <y = y—r<y—r = |y —z|<|y—2/ <9 |f(yo) — f(@)] <e = [f(wo) — flz) <e
car f(yo) > f(z)

Alnsi [o(y) = @(@) = | f(yo) = f (o)l = fyo) = fxo) = flyo) — f(2) + f(x) = f(w0) < f(yo) — fz) < car



f(x) = f(@0) <0

Conclusion on a bien dans ce cas |¢(y) — p(z)| < e.

2eme cas : si x,y € R_ : C’est exactement pareil que le précédent donc je ne le fais pas.

3eme cas : six € R_ et y € Ry : Alors 3z € [2,0] | f(zo) = I[nag]cf = ()

et Jyo € [0,] [ f(o) = max f = (y).
On a donc |yg—zo| = yo—x0 < y—x < dcaryp <y et xo > zainsi [f(yo) — f(x0)| <e = |o(y)—p(z)| <e

4deme cas : six € Ry et y € R_ : C’est exactement pareil que le précédent donc je ne le fais pas.

Dans tous les cas on a montré que |¢(y) — ¢(z)| < € donc ‘ © est continue sur R. ‘

. lsiz#1
4) Slf(x)_{ Osiz=1"
Alors on peut vérifier facilement que le maximum de f sur les segments de types [0, z] et [x, 0] sera toujours
f(0) = 1 Donc on aura | ¢(x) =1 |sur R. qui est une fonction continue sur R alors que f n’est pas continue
en 1.




