TD 19 - Intégration / DL

1BCPST 2 Feuille d’exercice Année 2022- 2023

‘ Intégration ‘

Exercice 1 : (Sommes de Riemann) Calculer les limites des suites ci dessous quand n — +00 :

n n 2n
n k n 2
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Exercice 2 : Calculer les limites des suites ci dessous quand n — 400 :
2n 3n 2 1
n 2n)\ "
Dun=tn= 300 D=3 g 9w (5F)
................. e
2n n 1 n
— _ / R —_
1) u, =Inn—— Z In(k) = —(nlnn Zln(k —l—n))—nZ(lnn In(k+n)) = Zln( )n_>—+>oo
k=n+1 k'=0 k=1
1
/1n(t+1) dt
! 2 2
/1n(t+l)dt:/ lntdt:[tlnt-i—t] =2In2-1
0 1 1
Donc|u, — 2In2-1|
n—-+oo
3n 2 3n 2 2 3n
n n n
2) un2273:z 3= Z 3
P (k+3n+1) — (3”+1)3<3n]11+1) (3n+1)2 3n+1 P <3n+1+1)
n? 1= 1 Lo o R T T
Or —— — let — — — —dr=| | =—+-=-
lA(?m—%—l)? nodeo o NI;( +1) Na+oo/0 (x+1)3 . [2(1+$)2:|0 PRI
1
Finalement par produit et avec le changement de variable N = 3n + 1, on trouve : | u, —+> 1l
n——+0oo
1 on)1\ ™ 1 1 &
3) Onaln(un):lnn—i—ln((nn!)) :—lnn—l—g(ln(@n))—ln(n')) —lnn+— Z In k£ On retrouve

n
k=n+1



4 4
la question 3. On trouve donc : Inu,, — 2In2—1. Or e2m2-1 — = Jonc Up — — |
n—4oo e n—+oo e

Exercice 3 : Trouver un équivalent quand n — 400 des suites suivantes :
n

1)un—§_:(n+12k)3 2)un—ﬁ<1+zz>i

Or72¥ —>/11dx—[_1]1——1+1—2D0ncu —
(L4 2E)° o o (14 20)° iivene |, 49 179 " o

k? ! 2
2) Inu, = H;IH(1+112> n_>—+>oo/0 In(1 4 2°) da.

1 1 1 1 9
2 2 1)-2
OrparIPP:/ In(1+22) de = | zIn(1 +2?) _/ Y de—ln2_ /u e
0 0 0 1+a2 0 1+ 22
1

1
1
:1n2—2—|—2/ ——der=In2—-2+2| arctanx :1112—2—|—2E:1n2—2—|—z
0 1+$2 4

0 2
— jus ™ _
Donc u,, — e™2-2+% donc on a Uy ~ 2072
n—-+oo
1

1
Exercice 4 : Soit f une fonction continue sur [0, 1], telle que f= 7 Montrer que Jc € [0,1] | f(c) =
0

On peut penser au TVI, et cela va surement fonctionner, mais en I’occurence, le théoréme de Rolle fonctionne
trés bien. Il faut alors construire une fonction g telle que quand on la dérive, on trouve ¢’'(z) = f(z) — x afin

de montrer que la dérivée s’annule
2 T

On pose g(z f—=.0na g(0) = g(1) = 0. Par ailleurs, g est de classe C* sur [0,1] car z / f

est une primitive de f On a donc g continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[. D’aprés le théoréme de Rolle :
e €]0,1[ | ¢'(c) =

c
On en déduit ¢'(c) = f(¢) — ¢ = 0. Donc m

Exercice 5 : Dire sur quel ensemble les fonctions suivantes sont dérivables, calculer leur dérivées et en
déduire les variations de f (sauf pour la question 2) :

2x x+1 sint 2x 1 2
1)z »—)/ exp(—t?) dt 2) x »—)/ — dt 3) z+— / e d¢ 4) x »—>/ zln(tx) dt
—x 1

Réponses : 1) F:x — / exp(—t?) dt est de classe C'' sur R car pour tout =z € R, ¢ — e~ est continue
0

_‘/1:2

sur [0, z] (ou [z,0] si z < 0). On a par ailleurs, F'(z) = e

2x
On a f(z) = / exp(—t?) dt = F(2z) — F(x). Donc W

2

Par ailleurs, Vo € R, | f/(z) = 2F'(22) — F'(z) = 2% — ™"

f In2 /In2 /In2
f(z) >0 <~ 274" S e e In2—42? > —2? Il?>x %

On remarque que f est impaire car f(—x) :/ e dt z/ e (—u ( du) = / e du = —f(x).

0 0
Cela simplifie le travail et on a juste a tracer le tableau de variation de f entre 0 et +oc0.



T sint sint
2) F:zw— / —~ dt est de classe C' sur R car pour tout = € R, t — — est continue sur 0, x] et
0

prolongeable par continuité en 0. On a donc | f € C*(R) |. car f(z) = F(z + 1) — F(z) est la somme et la

composition de fonctions de classe C?.

sin(x +1) sinz
z+1 T

Ainsi,onaVz e R, | f(x) = F'(z+1) - F'(z) =

1 o1
3) t— P est continue sur R\{—-1}. F : z — /o A1 dt est définie et dérivable sur | — 1, +oo].

x

1
Par ailleurs, G : = — / il dt est définie et dérivable sur |—oo, —1]
2

-1
Ona —z €]—00,—1[ <= z>1let 2z €]—00, -1 = z < - Donc on distingue les cas :
2z

1
dt n’est pas définie car —1 € [2z, —z]. et t — ——— n’est
3 +1

-1
ler Cas : z €]—o0, 7[ alors f(x) = /I P
pas continue en —1, ni prolongeable par continuité.
-1 -1
2¢ Cas : x 6]?, 1[ alors f(x) = F(2x) — F(—x) donc f est de classe C* sur ]7, 1[ par somme de fonctions
de classe C*.

3e Cas : z €]1,+o00] alors f(z) :/

Conclusion : | f € C* (] _71, 1 D .

2z

e dt n’est pas définie car —1 € [—x,2z] comme au premier cas.

2 1+823 1—g3

2— 223 —1— 823 1—10z3
. . ! _ _
Ainst f1(#) = gm0 =2~ (180 =)
1

Donc f'(z) >0 <= 1—-102° >0 «—

Par ailleurs, on a Vz € } _—1, 1{ , [(z) =2F'(2z) — F'(—z) =

> .

V10
T —1 ! 1
2 V10
f'(x) + 0 -

DI

2

4) On a f(z) = /jmln(tx) dt = x/ In(tx) dt.

1
On remarque que t — In(tz) n’est définie sur [1,2], qu’a condition que x > 0. Donc f est définie sur RY.

2x du 2z

2z
Par ailleurs, Vz > 0, f(z) = 1‘/ In(u) = / In(u) du = {ulnu—u} =2xIn(2z)-2z—zlnztz =

. x
(Inz —1-In2)x

x



Donc comme somme et produit de fonctions de classe C! sur R’ , on trouve que | f est de classe C*t sur R%

1 1
/ o . o . . pl _ - -
Ona f'(z) =2In(2z)—Inz =|{2In2 + Inz |ainsi f'(z) >0 <= lnz > —2In2 <~ lnx>ln4 = >

D’ou le tableau de variations :

x 0 i 400
f'(@) - 0 +
0 \ +o00
/(@) ~3ln2 -1
4

1 x
Exercice 6 : Soit f(z) = f/ arctan(t?) dt
T Jo

1) Donner le domaine de continuité de f et montrer qu’on peut la prolonger par continuité en 0.
2) Montrer que Vo € R , 0 < arctan(z?) < 2?.

3) Montrer que la fonction ainsi prolongée est de classe C! sur R.

4) Etudier les variations et la parité de f.

5) Montrer que f est bornée, quel est le comportement de f en +oo et —o0?

xT
1) F:a2 — / arctan(t?) est de classe C* sur R car ¢t — arctan(t?) est continue sur R. On a donc
0

F F(x)-F
‘f continue sur R*‘ par produit de fonction continue sur R*. Par ailleurs f(z) = (@) = (z) ©

T z—0
représente le taux d’accroissement en 0 de la fonction F.
Donc comme F est dérivable en 0, on a : lirrb f(z) = F'(0) = arctan(0?) = 0.
z—
Donc ‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
2) D’aprés I'inégalité des accroissements finis sur [0, 2], on a 0 < arctan(z?) < 22.
3) f est C'! sur R* comme produit de fonctions e classe C* sur R*.
1 1 1 arctan(z?)
O ()= —— ——F'(z)=— —_.
naVe#0, fi(z)=-—F@) - —Flz) = _flz) + —
T T xs
Donc 0 < / arctan(t?) dt < / 2 dt < —
0 0 3
1 x3 . f(x) , . L
Cela donne 0 < —f(z) < — — 0. Donc lim ——= = f’(0) = 0. Donc f est dérivable en 0 de dérivée
x 3 z—0 z—0 T
f(0)=0
tan(z? F'
De méme 0 < w < x donne (z)

— 0. Donc f'(z) —
x—0

T z—0

Donc f’ est continue en 0. On en déduit que f € C*(R).
4) On a f(—x) = L/ arctan(t?) dt = —1/ arctan((—u)?)(— du) = 1/ arctan(u?) du = f(z).
—T Jo T Jo 0

Donc f est paire.
On étudie les variations de f sur Ry :

1
() >0 ;(—f(x) + arctan(z?)) > 0 <= arctan(z?) > f(x). C’est toujours vrai, en effet, d’apres

x
linégalité de la moyenne, on a / arctan(t?) dt < z magc] arctan(t?) = z arctan(z?)
0 0,:18

1 €T
= 7/ arctan(t?) dt < arctan(z?) <= f(z) < arctan(z?). Donc f’ > 0 sur R,.
T Jo

‘ f est croissante sur Ry, décroissante sur R_ et atteint un minimum en 0 ‘




5) On a d’apres l'inégalité de la moyenne, 0 < f(z) < arctan(z?) <

S

I
donc | f est minorée par 0 et majorée par 5 Elle est donc bornée.

Par ailleurs, comme f est décroissante sur R_ et croissante sur R, on en déduit que‘ f converge en +00 et en —oo ‘

(vers la méme limite, par parité).

Exercice 7 : Soit f une fonction continue sur [a, b], telle que pour toute fonction g continue sur [a, b], on

a / fg = 0. Montrer que f = 0.

b
Réponse : Tout simplement, On pose g = f, on a alors / f? = 0. Comme f? est continue (produit de

a
fonctions continues) et positive on a f% = 0 sur [a,b]. Cela donne donc sur [a, b].

1
b n
Exercice 8 : Soit f une fonction continue positive sur [a,b]. On pose M = sup f et I, = (/ f")
[avb] a

1) Justifier 'existence de M et montrer que M > 0
2) Montrer que Yn € N* | I,, < M(b— a)%
3) Soit € > 0, a) Montrer qu’il existe N7 € N tel que Yn > N1, I, < M +¢
3.b) Montrer qu’il existe un intervalle (non réduit & un point) J = [¢,d] C I tel que Vt € J, f(t) > Mf%
4) En déduire lim I,.
n—-+oo

Réponse : 1) f est continue sur le segment [a, b] donc est bornée et atteint ses bornes.

‘ M est donc le maximum de f. ‘ On a donc ‘ M = f(x9) >0 ‘ car f est positive.

2) Sion aVx € [a,b] , f(x) < M alors Vo € [a,b] , f(z)" < M™ car f(z) > 0 et t — t" croissante sur R*.
D’ailleurs il y a égalité quand x = xg, on en déduit que M™ est le max de f™.

D’apres 'inégalité de la moyenne, on a donc / f" < (b—a)M"™. Comme la fonction ¢ — tw est croissante,
a

on obtient | I,, < (b — a)%M

1 1

- In(b — a)) el exp(0) =1 donc (b—a)" M R
Donc 3N; € N | ¥n > N | b—a)%M—M‘ <e

On a alors Vn > Ny, (b — a)%M < M + €. Donc en conclusion : ‘Vn >Ny, I, <M +e.

3.b) On a f continue donc 36 > 0 | |t — x| < 8 = |f(t) — M| < g

3)a) Ona (b—a)% = exp(

On a alors Vt € [xg — 0,0 + 9] , f(t) € [M—%,M—i—g} = f(¢) ZM—%
11 suffit donc de poser ¢ = 29 — § et d = xg + 6 et on a le résultat.
4) Si on parvient & montrer qu’il existe N € N tel que Vn € N | |I,, — M| < ¢, alors on a gagné.
ler Cas: SiM —e<QalorsonaVn> N, M —e<0<1I,<M+e.
Ainsi Vn > Ny, |1, — M| < ¢, le résultat est vrai.
€

2eme Cas : Si M — ¢ > 0 Alors par croissance de t — t" sur Ry, on a f"(z) > (M — 5) pour = € [c,d].

Cela donne / f(@) do > (M - E)n(d —¢)

Or, comme f™ est positive, ona/ = /f" /df"-i-/ r> /fn
On a donc (M—%)n( /fn /fn



Par croissance de t s ¢# sur R4, on a donc (M - g)(d - c)le < I,.

€ 1 € €
ill <M77>d7 % <M77>~1: -
On a par ailleurs 5 (d—c¢) AT 5 i 5 i i
Donc pour tout & > 0, 3N, € N | Vn > Ns | (M— 5)(6[—6)% - (M— 5)‘ < ¢’. Choisissons ¢’ = 3> 0,
on a alors Vn > Na, (M—%)(d—c)%> (M—%)—s’:M—%—%:M—s.

On obtient finalement, d’apres la question 3), en posant N = max(Ny,Na) :Vn >N, M —e < I, < M +e.

D’ou le résultat:‘Vs>O,3NeN | I, — M| §5‘

En conséquence :| lim I, = M =max f|
n—-+o0o [a,b]

‘ Développements limités ‘

Exercice 1 : Calculer le DL & l'ordre 4 en 0 des fonctions suivantes : 1) z — cosz — e”
2)z— (1+2%)expr  3) x> /ab + a4 4) x> ze” —2%cosz  5) x > sin(3x) 6) z — (Inz)?
7) x — tanz 8) = — In(cos x) 9) z— In(2 +x) 10) z — cos(3z + 1) 11) z — cos™ (z)

3 3z2 723 132*
Réponse : 1) —x—xz—%+zgo(3§4) 2) 1+x+%+%+ 1; —|—Ego(x4)
9 , a2t 4 x3 2zt 4
3) On réécrit : Vad + a2t =2*Vi+z =2+ — — —+ o (2 Q) |x+—+—+ o (27
2 4 z—0 6 3 z—0
9a® 4 2 3, 4 4
5) 3x—7—|—zgo(ﬂc) 6) |z —x —I—Zx +Igo(x)

z 4
i r— %+ o (z%) 3 2 4
7) tanz = o = 20 =(x—x+ 0 (a:4)> <1+x+x+ 0 (a:4))
xz—0 z—0

x2
COS & -4 mgo(lA) 6 2 4
.’L‘g xg 4 . x?) 4
—x—l—?— E—Fzgo(x ) Finalement : tanx—x—&—?—&—mgo(m ).
z?2 2t 4 22 2t 1) 22 2t 4
8) In(cosx) —1n(1—2+24+x30(x )) = _2+24_2<_2+24> +xgo(m )
2?2zt a2t 4 2 xt 4
STy T s %) T T T %)
9) In(2 + x) 12+1(1+x) In2+ = x2+x3 x4+ (z*)
n xz)=1In n “)=ln2+-—-—+—=—-——+4 o0 (z
2 2 8 48 284  z—o0

9cosl 5 9sinl 5 27cosl ,
- x

10) cos(3z+1) = cos(3z) cos(1)—sin(3x) sin(1l) =|cos1 + 3sinl -z — T2 5 ¢ A .2,

. r? ozt Ry 2?2 2t m(r—1) [/ 2% 2* ? 4
11) cos @)—(1‘2*24%20@ >) —1+”(‘2+24>+2<‘2+24) .9,

_ To, Br=27 , 4
=1 5% + YR +$go(z).
-1
Exercice 2 : Calculer les limites suivantes : 1) lim cos% 2) lim —r
z—0 T z=0e* —1—x

1 1 1 1
3) lim L2hn(1+=) -z 4) lim - 5) lim % — T (Jc3 + E) In(1+—
—+ T z—0t tanxr T z—+o00 2 2 T



3 . cosx —1 —1 — 12
Réponses : 1) |lim ——— = —|carcosz —1 ~ ——
x—0 ;CQ 2 x—0 2
. T . €T T X 2
2)| lim ——— =+oo|et| lim ——— = —oo | car ~—— =
z—0+t e? —1—2x N e e?—1—x2-022/2

1 1 1 1 1 1
2 i T - .t __*
3)x ln<1+ ) T=x ( 2$2+I ) <x2>)+x—m 3 r+ o (1) = 2+m o (1)

1 1
En conclusion| lim z?In <1 + ) —r=—=

x—+00 x 2
z® z 3
1 1 zcosxz —sinx _T_?+zio($ ) 5z . 1 1
4) [ . = _ ~ — Donc| lim ——=0
tanz =z rsinx x? 4+ 00(x3) x—0 12 z—0t tanx
zT—
2 2
2 (3% Do (et 1 )Y 2
5) @ (w + 2>ln(1+x>—m (x + 2)(1: 222 3z3+ac—>0+<x> a3 B
9 o x 1 x 1 1
B R - 1)== 1).
voetg gt g WEgt 2 W
9 5 72 1 1
Finalement | lim 2z —(2°4+ — |In(1+4+ - ) ==
z—+00 2 x 6
Exercice 3 : 1) Justifier que pour tout n € N, la fonction x +— (2 4+ 1)* admet un DL & 'ordre n en 0.
1% —1— 22
2) Calculer son DL a l'ordre 3 en 0. 3) En déduire lir% (z+1) 3 <
T— xT

Réponses : 1) f(x) = (z+1)" =exp(zIn(l + x)). Or z — In(1 4 z) est de classe C* sur | — 1, +o0[ donc
f par composition de fonctions C*°, f est aussi de classe C* sir | — 1, ol

On en déduit que f est n-fois dérivable en 0 et donc d’apres la formule de Taylor-Young, elle admet un DL
a 'ordre n en 0.

2) exp(zIn(1 + z)) = exp (:z: (:17 e + xgo(aﬂ))) = exp <x2 e + wgo(z"ﬁ)) =[1+2% - o + 0 (z%)

2 2 2 —0
(x+1)* —1—2? —z3/2 -1 (1) —1—-2® -1
R R - - R N

Exercice 4 : Soit f est de classe C" sur I avec 0 € I avec f(z) =ap+ a1z + ...+ a2+ o (z")
z—

xr
1) Montrer que la fonction x — / f admet un DL a lordre n 4+ 1 en 0 et le calculer en fonction de celui
0

de f.
2) En déduire le DL de arctan en 0 a Pordre n.

3) Calculer le DL & l'ordre 10 en 0 de = — / dt
0

N

Réponses :

xr
HF:z— / f est une primitive de f, donc comme F’' = f est de classe C™, on a F qui est de classe
0

C™*1. Elle admet donc un DL & l'ordre n + 1 d’aprés la formule de Taylor-Young :

n+1 n+1 n
F(k)(x) k n+1 F(k)(x) k n+1 F(Hl)(l’) k n+1
F) =3 et o™ = 2Tt 0 00 = D Tyt g
k=0 F(0)=0 k=1 k'=k—1k=0
n n
B f(k)(x) k nt+ly _ Ak k+1 ntly _ a an  pt1 n+l
=L G %l S| Lt @) et gt bk SRR 0 (5

Remarque : C’est comme si on avait "primitivé" le DL de f.

_ ‘ 1 _ 2 4 ny2n 2n
2) Onaarctanx—/o mdtavec =1—-t"+t+... +(-D" +tgo(t )

1
14 ¢2



2P (=)
On en déduit, en primitivant : |arctanz = — — + — +... + ———
3 5 2n+1 =0

3) C’est le méme principe. On a =1-t* 45+ . oo(t9
—

~—

1+tt

1+t4 )

S| x° o
Donc en primitivant, on trouve : / dt=2z——+ ry + o (z'9|
0

Exercice 5 : Calculer le DL a 'ordre n de f : x +—

Pour tout n € N, en déduire la valeur de f(™(0).

Réponses :
Ona f(z) = x* = m4<1 +2®+2t 4+ 42+ o (;CQ”)) =at 28 4. T o (22T,
1+ x2 z—0 z—0
Si on donne le DL de f a lordre 2n, on obtient donc : Z 2 4 00(m2”).
r—
k=2
1
Or, comme f est de classe C* en 0 (f € C*°(] —1,1]) car z T2 est C* sur | — 1, 1[), on peut utiliser
—x

la formule de Taylor Young pour avoir :
n
O .
f) =3 Dt o @,
£=0

4l z—0
Par unicité du DL, on en déduit : si £ = 2k 4+ 1 ou £ < 4, alors f*)(0) = 0, sinon f9(0) = 1.
0 si ¢ impaire ou ¢ < 4
rom={ 5o

Conclusion :
1 sinon

P<k> 0
Exercice 6 : 1) Soit P un polynéme de degré n, démontrer que P = Z ( )X k.

k=0
2) Si P = (X" +1)", en déduire les trois derniers coefficients de ce polyndome (devant X9 X et X?).

n n
Réponses : 1) On note P = Z arp X", Clest a dire, en terme de fonctions polynémiales : P(x) = Z apz®.

k=0 =
On remarque que c’est un DL a l’ordre n, donc comme P est de classe C™° donc n fois dérivable en 0, d’apres
P(")(O) k k o P®M(0)
la formule de Taylor-Young : P = Z 7.%‘ "+ 0. *. par unicité du DL de P, on trouve ay = X
r— .

Donc | P = Z T
k=0

2) PI(X)=n?X"" Y X"+ )" =n? (X" + X)" et P/(X) =n*(n—1)((n+1)X" +1)(X" +1)"2
Le coefficient devant X : ag = P(0) = Le coefficient devant X' : a; = P'(0) =

P! 2 -1
Le coefficient devant X2 : as = 2(0) —|2 (n2 )

Exercice 7 : Soit f: R — R une fonction de classe C™ sur R. (on pourra utiliser 'exercice 6).
1) Montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré n tel que Vk € [0,n] , P (0) = £*)(0).
2) Soit Q € R[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir vk € [0,n] , Q¥ (0) = f*)(0).

Réponses : 1) Analyse : D’apres lexercice précédent, pour tout polynéome P de degré n, on a P =



iPUﬂ(O) . . . “ f®)(0) o

i X% Ainsi, on a un seul polynéme possible : | P =
k=0 k=0
Synthese : Vérifions que P est bien solution.P est bien de dégré n et on a, d’apres le développement de la
question 1) de P'ex 6 :

vk € [0,n], P®(0) = kla k'f ( ) = f®)(0), a étant le k™ coefficient de P. Donc P est valide.

2) Analyse : Si Q vérifie cela, alors Q — P vérifie : Vk € [0,n](P — Q) (0) = 0. Cela revient & dire que 0
est une racine d’ordre n 4+ 1 de P — Q. C'est a dire P — Q = X" ™' R avec R € R[X]

Donc ‘ Q= X"""R+ P avec R € R[X] ‘ Synthése : Siona @ = X" R+ P alors P — Q admet bien 0 pour

racine d’ordre n + 1 donc Vk € [0,n](P — Q) (0) = 0 donc Vk € [0,2]Q® (0) = P®)(0) = f*(0). Donc
les polynémes @@ qui vérifient cela sont les seuls polynémes valides.

Exercice 8 : Montrer que f(x) =

T peut étre prolongée en une fonction de classe C'* sur R.

1
Réponses : On pose f(x) = On a z + e” — 1 est de classe C! sur R* & valeur dans R* et z ~— —
x

et —1°
est de classe C! sur R*, donc par composition et par produit, on a déja f € C*(R*). Reste & montrer le
caractére C'* en 0.

Ona f(z) =

x
o T = 1, ainsi ‘ f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) =1 ‘
x—0 I

er —1

- f0) 1 1 1 1—e” —z%/2 -1
OnaalorsM:f x -1 = _7233—1— S z°/ = .

x x -1 e?—1 z z(e*—1) z—0 22 2

-1
Ainsi f est dérivable en 0 avec | f'(0) = < | Reste & montrer que f est continue en 0. On a :
Ve £0. Fla) - ¢ —1—ze® x+x2/2—x2+wgo(x2) - —m2/2+LgO —a?/2 - o
’ (et —1)2 (e —1)2 (e —1)2 em0 22 2

! 1 !
f(x )B?et‘f estcontmueen()‘ Donc | f € C*(R)

Exercice 9 : On pose Vz € R, f(x) = ze”.

1) Montrer que f est bijective sur [~1, +o00[. On note f~! sa réciproque.

2) Montrer que f~! est de classe C sur son ensemble de définition ouvert.
3) Calculer le DL & P'ordre 4 de f~* en 0.

Réponses : 1) Classico, on I'a déja fait dans le TD sur la continuité : faire I’étude de fonction et voir qu’elle
est strictement croissante sur [—1, +o0].

2) Par récurrence. on montre que f~! € C" (]—eil,z’ip[)
Initialisation : On sait que f~! est continue par théoréme de la bijection continue. Donc f~1 € C° ([—e_l, zzp[)

1
Hérédité : Si c’est vrai au rang n alors au rang n + 1, comme on a (f_l)' Frof- 1
Par hyp de rec, on a f~* de classe C™ de |—e™*,
ip[ & valeur dans | — 1, +o0[
et f’ de classe C™ sur | — 1, 4o0[ & valeur dans R*

1

enfin 2 — — de classe C™ sur R*. Donc (f~')’ est de casse C™ par composée de fonctions de classe C™ et
T

donc f~1 e C"(]—e 1, iip])

Conclusion : Comme c’est vrai pour tout n € N, on obtient | f~1 € C* G—e—l7 —1—00[) )

1 1 1
3) On a f71(0) = 0 car f(0) = 0. Par ailleurs, (f~1)'(0) = Y0 = 70 =7= 1. On pourrait
continuer comme ¢a, dériver ’expression de (f *1)’ pour obtenir les suivants.
Autre méthode : On sait que f~! admet un DL & Pordre 4 car elle est de classe C*. On peut donc écrire




fHx) = a+ba+cx? +dad 4 ex* +o(2?). Avec a = f(0) =0 et b= f'(0) = 1 d’aprés ce qu’on vient de dire.
3 4

Alors on utilise f o f~'(x) = z sachant que f(z) = ze® = x + 2 + % + % +o(a").
1 1
Ona: (ac—l—catQ+dac3+em4)+(x+cx2+dx3+ex4)2+§(x+cx2+dx3+ew4)3+6(x+cac2+dw3+ex4)4+o(x4) =z.
3 4 4
3
= z+cx2+dz3+ex4+x2+czx4+20z3+2dx4+u+%+o(x4) =z

1 1
— z+(c+1)2*+ <d + 2c+ 2)903 + <e +c+ % +2d + 6)x4 + o(z?) = z Par unicité du DL, on trouve

le systeme suivant :

c+1=0 c=—1 c=—1 c=—1
1 1 3 3
9 c 1 1 1 1
—+2d+ - = 1—-+2d+ - = 2d = - = -
e+c+2+ +6 0 e+ 2+ +6 0 e+ 3 e+3 3
c=—1
d—3 1 2, 3 8 4 4
= = 28 Finalement | f~ () =2 — x +§x3—§x +z2>0(x)
iy

sinx
Exercice 10 : Montrer que z — —— prolongeable en une fonction de classe C2 sur R et calculer son DL
x

a l'ordre 2 en 0.

sinx

Réponses : On pose f(z) = . On a déja que f est de classe C* sur R*, donc le seul probléme & vérifier
x
est en ().
On a 227 — donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
X T—r
; 3
- 3
Par ailleurs, f'(z) = ST Qxcosx ~ 2 é —0
sin® x a0 g2 a—0
— f(0 inx — 6
De méme, f(@) = f(0) _smror / — 0 donc ’ £/(0) = 0 est vérifié et f’ est continue sur R |
€T .IQ x—0 .’132 x—0
I (cosx + zsinx — cosz)sin?x — 2cosrsinz(sine —xcosz)  wsin®z + 2rcos’z — 2cosxsinw
Ona f'(z) = - = 3
(sinz)* sin® x
_ ozt x cos?(x) — 2sin(2z) _ £ cos(2z) + 3£ — sin(2z) _ z cos(2x) — 2sin(2z) + 3z
sin® sin® ) 5 25sin® x 5
2 2(2 2
Par ailleurs x cos(2z) — 4sin(2x) 4+ 3z = = — @ —4x + % + 3z +o(2®) = % + o(z%)
223/3 1 1
. " _ =+
Finalement f"(z) o923 — 3003
/ gl 0 / : o 3 3 1 1
On a ensuite f@) = f10) _ ffx) _ sinz - zcosx ~ T8 —. Donc| f”(0) = = et f” est continue en 0 |
x x rsin’x =0 23 3 3
On en déduit | f € C*(R) |
3 6 3 2
On a f(z) = v+ a’/6+o(z’) = 1+x—+0(9€2) .
T 3
In(1
Exercice 11 : Soit a € R*. On pose f(z) = w. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f
x

présente un point d’inflexion en 0.
Remarque : Un point d’inflexion est un point au voisinage duquel la courbe de f traverse sa tangente (la
courbe de f n’est pas entiérement au dessus, ni entiérement en dessous)

Réponses : Analyse : Faisons un DL a 'ordre 3 de f :



On a f(z) = am—a; +a; +0(m3)>(1—x+x2+0(9€2))
2,2 3,.3 2,.3 , 9 202
iax—a z ar 7a1;2+a z +ax3+0(x3)ZQI,MI2+M$3+O@3).
2 3 2 6
2 2a?
La tangente de f en 0 est y = az. Ainsi : f(x) — ax = ng + wx?’ + o(z®) donne le

signe de f — ax au voisinage de 0. Si c’est un point d’inflexion, alors f traverse la tangente, le signe doit
donc varier.

a—+2)a a+2)a a+2)a
Or si lat2)a = 0, le signe est constant : %12 est positif ou négatif, selon le signe de u
Pour avoir un point d’inflexion en 0, il faut donc avoir a = —2 ou a = 0. Pour faire la Synthese, étudions ces
cas :
Synthese :

8 3 3 8a3 N . 3 .
a = -2 alors f(z) = 3% + o(z?) ~0 6 donc z — f(x) — ax est du méme signe que x — x°, qui change
z—
de signe en 0, cela veut dire que f traverse la tangente. ‘a = —2 est un point d’inflexion |.
a =0, alors f(x) = o(2®) ce qui ne donne pas d’info sur le comportement de f... Et pour cause : revenons
In(1
la définition, on a f(x) = 1 _f_ ) = 0. Donc f = 0. La courbe ainsi définie n’admet pas de point d’inflexion.
x

Le seul cas ou f présente un point d’inflexion en 0 est a = —2. ‘

Exercice 12 : On pose f(z) = xze *. Montrer que la courbe de f présente un point d’inflexion dont on
précisera les coordonnées. Tracer la courbe de f.

Réponse : Un point d’inflexion n’arrive qu’a condition que la dérivée seconde s’annule (voir I'exercice précé-

dent).

Dons notre cas, f est de classe C® et on a : On a f'(z) = (1 —z)e * et f"(z) = (z — 2)e”™ donc

f"(x) =0 <= =z = 2. Le seul point d’inflexion possible est en x = 2.

L’équation de la tangente & f en 2 vaut y(z) = —e ?(z — 2) + 22

Au point = = 2, on a alors : f”(z) = (3 —z)e™%, donc f”(2) = e~? > 0, cela veut dire que f(z) — y(x) ~,

xr

-2

%(m—2)3 est de signe variable au voisinage de 2. ‘ Donc la courbe de f admet un point d’inflexion d’abscisse z =2 |.
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