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Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des criteres de notation.

Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. Logique propositionnelle et ensembles

1. (a) ‘non(A) est I'assertion Vn € N, dp € N, n < p.
(b) Démontrons non(.A).

2. ANB=AUB.
Par report,
AAB = (AUB)N (AUB)

= (An (AUB)> U <Bm(AUB
AN(AUB)=(ANA)U(ANB)=10
BN (AUB)=(BNA)U(BNB) = (

Par report,

AAB = (ANB)U (BN A)

Soit n € N. On remarque que n+ 1 € N et que n < n + 1 donc 'assertion dp € N, n < p est vraie.

Le nombre n est quelconque dans N donc on vient de démontrer Vn € N, dp € N, n < p autrement
dit non(.A).

non(.A) étant vraie, on en déduit que

Exercice 2. Quelgues calculs
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D - n’4+n (n(n+1)>2+n(n+1)(2n_1)

2 2 6
_Gn(n+1) 3 n*(n+1)°  2n(n+1)(2n-1)
N 12 12 12
1
= n(nl;)@ ~3n(n+1)+2(2n 1))
n(n+ 1)
1
- n(nl;—)(” +1)(=3n+4) -1 racine évidente ou A = 49...
D n(n +1)%(4 — 3n)
12

3 D - n?+n B (n(n+1)>2+ nn+1)(2n—1)

2 2 6
_6n(n+1) 3 nln+1)®  2n(n+1)(2n—1)
N 12 12 12
_n(n+1)
= = (6= 3n(n+1) + 220 — 1))
1
12
= 71(711—21-1)(n +1)(=3n+4) -1 racine évidente ou A = 49...
D n(n+1)%(4 — 3n)
12
V2—z
@) =g

e \2—zestdéfinie2—z>02<2
eln(z? — 1) est défini 22 —1>0&22>1r>1lour< -1
e la fraction est définie & In(z? — 1) #0222 —1# 12?42 x4 V2et x# —V/2

l<2<4doncl <v2<2et —v/2< -1 —v2 -1 1v2 2
f est définie Sur]*oov*\/i[U]*ﬂ,fl[u]l,\/ﬁ[u]\/iz]

Exercice 3. Equation, iméquation et encadrement
1. D = R*.
Soit x # 0.
(E) x—8+§=0 = P8l () = 32 84 15=0
A=(-8)2?—-4x15=4doncz =52 =3ctaz,=32=5

2

2. Vr+2=2 <= z>0ctz+2=22 < z>0ctz2—2—-2=0



Le polynéme 22 — x — 2 a pour racine évidente —1 donc on peut le factoriser par  + 1. Par identification
on trouve r? — z — 2 = (z + 1)(x — 2) donc la deuxieme racine est 2.

D’apres l’équivalence précédente on peut affirmer que seul 2 est une solution de (E) car —1 < 0.
S i) = {2}
3. L’équation |z + 1| = [3x — 4| est définie sur R.
Soit z € R.
lz+1=3z—4|<z+1=3r—4oux+1=-3v+4
S2xr=5oudr =3
3
4

Sr=—-ouzx=
2

5 3
s-{33)

4. Ip =R\ {-2}

Premier cas : © > —2
1
733 > 0 donc
(E) < z+2> % par stricte décroissance de la fonction inverse sur |0, +o0]
<~ > -1
On obtient comme solutions sur | — 2, +o0[ : | — 1, +00].
Deuxiéme cas : © < —2
:#2 < 0et1l>0donc (E) est toujours vérifiée.

On obtient comme solutions sur | — oo, —2[ : | — 0o, —2.

Bilan : | ./ =] — 00, —2[U] — 1, +oo[}

5. In(z +3) + In(z — 1) < 2In(v/3)
z+3>0 { > -3

2150 s> 1 donc elle est définie sur |]1, +o00[|.

L’inéquation est définie ssi {
Soit x €]1, 400[.
In(z +3) + In(z — 1) < 2In(v3) & In ((z + 3)(z — 1)) < In(3)
s’ +2r-3<3
22 +20-6<0
A =4+4x6=28donc VA = /28 = 2/7.
Les solutions de 22 + 22 — 6 = 0 sont —1 — /7 et —1 + /7.
D’apres la regle du signe d’un trinéme, on a donc :
In(z+3)+In(z+1)<2In(v3) & -1 —V7<2 < -1+V7

Or z €]1,+oo et —1 — /T < 0 donc —1 —/7 < 1
De plus, 4 < 7<9donc 2 < V7 <3donl< —1++7

-7 | 14 v7 S=]1,-1+7]

Exercice 4. Encadrement

D’une part on sait que 2 < e < 3, donc 4 < €2 < 9 et ainsi 2 < €2 —2 < 7.
D’autre part, 4 < 2e < 6 donc 5 < 2e + 1 < 7 et en prenant U'inverse (tout est strictement positif),
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< 1 < 1
ona — —.
7 2+1 5
7
En multipliant membre & membre les deux encadrements (tout est positif), - <A< 5

Par produit, —2 > —e > —3
Par somme, 2 >4 —e > 1
Par stricte croissance de la fonction racine sur R, V2>Vi—e>V1=1

. , . . . * 1 1 1 _
Par stricte décroissance de la fonction inverse sur R, B <17 1

2
Sachant que % = @, on obtient ’encadrement \2[ <B<l1

Exercice 5. Récurrences

1. On considere x > 0.
On considére la propriété Z(n) : “(14+x)" > 1+ na”.
Initialisation.
(1+2)2—(1+22)=1+2v+2%—(1+22)=22>0car x #0.
On en déduit que (1 + z)? > 1+ 2z qui correspond & la propriété au rang 2.
Hérédité.
Soit n > 2, supposons que (1 + )" > 1+ nz.
Obj: (1+z)""' > 1+ (n+ 1)
Par hypotheése de récurrence on a : (1 + )" > 1+ nx
On multiplie par 1+ 2 > 0: (14 2)"™ > (1 + n2)(1 + )
On développe le membre de droite : (1 + 2)"*! > 1+ nx + z + na®
On rassemble les termes en  : (1 + )"t > 1+ (n + 1)z + na?
Par ailleurs n > 0 et = # 0 donc nz? > 0
Par somme : 1+ (n+ 1)z +n2? > 1+ (n+ 1)z
Par transitivité : (1 + 2)"* > 1+ (n + 1)z d’ou la propriété au rang n + 1
Conclusion.
‘Vn € 2,400, 14+2)" >1 —I—nm‘

2. Démontrer par récurrence d’ordre 2 que Vn € N, u,, < 2™

Initialisation.
up =1 et 2° = 1 d’ott la propriété au rang 0.
w1 =1 et 21 = 2 d’ou la propriété au rang 1.
Hérédité.
Soit n € N, supposons que u, < 2" et 1,1 < 2"
2" 4 2ntl
Sachant que U, 12 = Up41 + Upn, o0 obtient 1,9 < 27 + 27+
Ona?2®+2"H =27 41 2x 2" = (142)2" =3 x 2"
On a également 2712 = 222" = 4 x 2"
2" étant positif on a 3 x 2" < 4 x 2" donc par report, 27 + 21 L 27 +2

Par transitivité on obtient 1,2 < 2772 ce qui correspond & la propriété au rang n + 2

N N

Par somme & membre on obtient u, + up11

Conclusion.
VYneN, u, <2"




3.

(a) ‘u2:2‘et’u;3:3‘

(b) ‘On conjecture naturellement que Vn € N, u, = n.

(¢) Démontrons la conjecture de la question précédente par récurrence d’ordre 2.

Initialisation.

ug = 0 et u; = 1 d’out la proposition aux rang 0 et 1.
Hérédité.

Soit n € N, supposons que u, =n et u,+1 =n + 1.

Obj : Uupto =n+ 2.

Upto = 2Upt1 —Up =2(n+1) —n=2n+2—n=n+ 2 d’ou la propriété au rang n + 2
Conclusion.

VneN, u, = n‘

Exercice 6. Etude de fonction

1. Vz € R, e > 0 donc 1+ ¢* > 0 donc In(1 + €*) est bien défini

2.

(a) Soit x € R. Raisonnons par équivalence :
o fx)<zxer—2In(1+€") <z
& —2In(1+¢€%) <0
< In(l+¢€%) >0
Sl4+e’>1

< e >0 ce qui est toujours vrai

Donc‘f(x) <z Vxe ]R‘ (%)

Rédaction alternative : signe de la différence

f(z) —z=—-2In(1+ €").

Or e® >0donc 1+¢e®”>1douln(l+e*) >0donc —2In(l1+¢€*) <0
Ainsi, f(z) —x < 0 et on a donc ’ flz) <z, Vo e R‘

o fa) < —z e zx—-2In(l1+¢€") < —x
& —2In(l1+¢€") < -2z
< n(l+€e*) >
S 14e" >e”
< 1>0 cequiest vrai

Donc‘f(a:) < —z,Vz € ]R‘

Rédaction alternative : en utilisant la parité (plus rapide!)

D’apres (x), f(—z) < —z. Or f est paire donc f(—xz) = f(z). Donc f(z) < —=z.
(b) Soit z € R.

lere méthode : D’apres la question 3a)

f(z) < —z et f(z) <z donc 2f(x) <0 d’Ofl‘f(l’) <0, Vre R‘

2eme méthode : D’apres la question 3a)

Siz >0, comme f(xr) < —zet —x <0,ona f(xr) <0
Si z <0, comme f(x) <z ona f(z)<0.
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Dans tous les cas, on a ‘ f(z) <0,Vz eR

3eme méthode : via une inéquation
fx) <0< z—2In(1+¢€%) <0
& —2In(1+€") < —x
< In ((1 + e”)2> >z
S (14e)2>e”
142"+ (%) > e®

()P +e+1>0
Etudions le trinéme X2+ X +1. A= -3 <0donc X2+ X +1 > 0.

Donc Vo € R, ()2 +e*+1>0 d’oﬁ‘f(:v) <0,Vre R‘
3. (a) f est dérivable sur R.

/
In(1 + €”) est de la forme In(u) avec u(z) =1+e* et (Inu) = L.
u

u'(z) = e”
e 1+ e* —2e*
Yz eR, f =1—-2x =
zER, fi(z) 1+e” 1+e®
1—¢*
i R, f'(x) =

(b) Soit x € R.
Comme 1+¢* >0, fl(z) >0 1—-€e">0

S1>e”
S0>x
T —00 0 +0o
f(x) + 0 -
—21n2

f(z) 7 L

f(0) = —2In(1+¢%) = —2In2

4. Pour tracer la courbe on utilise :

- les variations
- f(z) <z et f(x) < —x : la courbe de f est en dessous des droites d’équation y = = et y = —x

\




