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Planche d’exercices 4 Sommes, produits, formules usuelles, coefficients binomiaux

‘Sommes et produits : télescopage, sommes doubles et formules

Exercice 1
Ecrire & 'aide du symbole Y puis calculer :

S1=34+64+9+---+300et So=1—-2+4—-8+4+16—---+ 1024

Exercice 2

On range des boulets de canon de la facon suivante : on fait un carré de 18 x 18 boulets
au sol puis on monte une pyramide en posant chaque boulet d'un étage entre quatre
boulets de ’étage précédent. Combien cette pyramide contient-elle de boulets ?

Exercice 3
Calculer les sommes suivantes :

2022 n+1
e A= > 3, B,= (Zk3+6k2+4k—n+1> +2n

p=987 k=2
n+1 2k
° Cn = ZukJrn avec ug = (_2)k7 D” = Z W
0 k=3
k
o Ep=>) (5x27%4+2x3% —(—4)*)
n=1

Exercice 4 (Télescopage non caractérisé), “ b .

1. Dét b,cd t =— .
éterminer a, b, ¢ de sorte que : SR k+k+l+k+2

n
1
En déduire la valeur de Z _ .
P k(k+1)(k+2)

2. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que :

k—5 a b c
k€ N\{0, 1}, k(k2—1) k—1+k+k+1
k—5

En déduire la valeur de la somme kZQ m

Exercice 5 (Création d’une somme télescopique)
Soit (ax)ke[o,n) une famille de nombres réels.
(Z ak> — NGy,

n—1
Justifier I’égalité suivante Z k(ag — ag+1)

Application : en choisissant a, = k, retrouver la valeur de la somme Z k.
k=1

k=0
n

Exercice 6 (Sommes et produits télescopiques)
Simplifier les expressions suivantes :

s_ém(u}{) Zkk' P= H<1—>.

Indication pour S : on pourra factorlser (k + 1) — kL

Exercice 7
Calculer les sommes doubles suivantes :

n—1 n n j—1
Si= Y ij Sa=)_ > i(i+1) Ss=)_ > i(i+1)
1<i<j<n i=1 j=i+1 j=2i=1
D DT ) =
1<i,j<n Jj=1i=j

Exercice 8

n
Le but de cet exercice est de calculer S,, = > kx* de cing facons différentes.

N k=1
e Premiere méthode. d( > wk>
1. Montrer que S,, = z—"*

2. En déduire une expression de .S,, ne faisant pas intervenir le symbole >_.

o Deuziecme méthode.

1. Montrer que S, = zn: zk: zk.
k=1i=1
2. En permutant les compteurs k et 4, retrouver I’expression de .S,,.
Troisieéme méthode. .
Calculer de deux maniéres Y. ((k+ 1)z**!

k=0
Sh.
Quatrieme méthode.

— kxk) Retrouver l'expression de

1. Pour deux suites (a,) et (b,), établir la formule de sommation par parties :

n n—1
> ag(by — b—1) = anby, — aobo — 3 (ap+1 — ax)bi
k=1 k=0

2. En appliquant cette formule lorsque ay = k et by, = retrouver S,.

:rl’

o (inquieme méthode.

nz™t — (n4+1)a" +1

(1)

Démontrer par récurrence que Vn € N, S, =«
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Planche d’exercices 4 Sommes, produits, formules usuelles, coefficients binomiaux

’ Coefficients binomiaux et formule du binéme de Newton‘

Exercice 9
Soit k et n deux entiers tels que 1 < k < n.

. n n—1 L. - n
Justifier que k(k) = n(k - 1), et en déduire la valeur de S; = ; k(k)

En vous inspirant du calcul précédent, déterminer les valeurs des sommes suivantes :
- 1 n " n - n
Sop=Y —— S3=Y k(k—1 tSy=» K ).

Exercice 10
On dit que la suite (uy,)nen est de Fibonacci si pour tout n € N, up10 = Upy1 + Uy.

n
Pour n € N, on définit = ne k)
Sn kg ( B
1. Ecrire une fonction python bino d’arguments n, k qui renvoie (Z) Cette fonction
utilisera la formule du pion itérée. On remplacera k par n — k si k > 3.
2. Ecrire une fonction python fibo d’argument n qui renvoie ¢,,.
3. Démontrer que (¢, )nen est une suite de Fibonacci.

4. Eerire une fonction python fiboBis d’argument n qui renvoie ¢, en utilisant la
relation de récurrence de Fibonacci.

5. Démontrer par récurrence simple que Vn € N*, ¢,11 > 1+ ¢, > 2.

6. Montrer par télescopage que Vn € N*\ {1}, ¢, > n.
Cette inégalité est-elle valable pour n=1et n =07

7. En déduire la limite de la suite (¢,).

Exercice 11
Soient n et p deux entiers naturels tels que n > p.

1. Montrer que : Vi € [0, p], (?) (Z_z) = (Z) (f)

2. A l'aide de la formule du bindme de Newton, déterminer la valeur de :

> ()(2)

(3

S:

Exercice 12 (Inégalité de Bernoulli)
Soit a € R4. Démontrer que pour tout n € Nona: 1+na < (1+a)™.
On utilisera trois méthodes :

1. par récurrence,
2. a l'aide de la formule du binéme de Newton,
3. en étudiant la fonction f:x — (1+ )" — (1 + nz) sur Ry.

n+1\"
Application : déterminer un minorant de la suite (( + ) > .
n neN*

Exercice 13
Soit n € N. Montrer que (3 +v/5)" + (3 — v/5)" est un entier pair.
En déduire que | (3 + /5)"| est un entier impair.

Exercice 14

n
Soit n € N* et (p,q) € Z*. On note S = z:(—l)’C (Z)
k=p
1. Un cas particulier. On suppose que p = 0 et ¢ = n. Déterminer directement la

valeur de S.

2. Cas général. Appliquer une formule au coefficient binomiale puis clore S par
télescopage. Retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 15
Démontrer la formule du binéome de Newton.

Exercice 16
Démontrer la formule du pion.



