1BCPST2 Planche d’exercices 9

Calcul de dérivées, dérivées partielles, primitives et intégrales

Exercice 1 (Primitivation et intégration a vue)
Dériver puis déterminer une primitive pour chacune des fonctions f suivantes en
précisant I'intervalle de primitivation :

X x

e
e +1
1
e* +1
(a) On multipliera en haut et en bas par e™%.
e’ 1
et + 1 + et + 1

2
1. f:xr— . En déduire / dz.
0

e +1

2. fixr— on utilisera deux méthodes :

(b) On simplifiera

x4+ 2

3. fraxr— ——— .
frx 22 +4x +4

On pourra factoriser le dénominateur.

4. f:

z
x +— cos(x)sin®(z). En déduire / cos(z) sin®(z) da.
0

1

5 frxr— o (ot D) (= +12)

. t —> tan? <4t— g)

t

:x— 2%, En déduire lim 2%dzx.
u—

— 00
u

. ™ , . g . ™
T T sm(g — 230). En déduire / sm<§ — Qx) dx.
0

™

T
it — tant. En déduire / tant dt.
0

2
10. f:z+— +/3x — 1. En déduire / V3xr — 1dx.
1
) sint . T sint , 1
11. f:t— 1T co i’ En déduire | Trcot dt. On donne arctan’(z) = i
12. f:x— (20 +3)*
13. f:zxv+— !
N e
V3r+2
14. f:z v+ In(3z — 1). On vérifiera que x — zlnz — z est une primitive de In.
2
x
15. fro— ————
/ V5 +a?
1
16. f:2z+— 5
zln®zx

1
17. frz—s e
T
18. f:x+—
rlnx
19. f:x+—— e ®In(1+4 e %) On rappelle que x — zlnx — z est une primitive de In.
1
20. f:ixz+— e—;
T
21. frax— 221+ a3
T
22. frxr— ———<
fia cos?(z2)
(z 4+ Va? + 1)2

23. frxr— dériver le numérateur

2+ 1

Exercice 2 (IPP)
Calculer les intégrales suivantes a ’aide d’une ou de plusieurs IPP.

4n

st
1./ 3 dt
. Cos“t

1
(22 +1)e* da.

-1
2
tIn(1+4t)dt dans 'IPP, on choisira judicieusement une primitive.

T
Intdt pour z € RY sans utiliser de primitive de In. Qu’en déduit-on?

x

ot

a
S— T

arctan(t) d¢ pour = € R sans utiliser de primitive de arctan. Qu’en déduit-on ?

On admet que la dérivée de la fonction arctan est la fonction définie sur R par
1

x .
1+ a2
T sint ; Lo
6. — dt pour z € R. Qu’en déduit-on?
0 [§

—

Exercice 3 (Primitivation par parties)
En effectuant une intégration par parties, déterminer les primitives de la fonction
x— e Tln(l+ 7).

Exercice 4 (Primitivations par parties multiples)

A Tlaide de plusieurs intégrations par parties, déterminer une primitive de la fonction
suivante :

x +— cos(lnx) (on pourra remarquer que cos(Inz) =z x 1 cos(In x))
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Exercice 5 (Intégrale avec deux par{';\m‘etres entiers et IPP)
On pose pour tout (n,p) € N2, I, , = / 2" (1 — x)Pde.
0
1. (a) Calculer I, g.

(b) Etablir une relation entre I,, ,, et I, 1.
(c) Calculer I, ,,.

P
1
2. En déduire une expression simple de la somme ];)(fl)k <g) nTEEL

/ * sin® (t)dt
0

1. A l'aide d’une IPP, déterminer une relation entre I,, ;5 et I, pour n € N.
2. Calculer Iy et I;.

3. En déduire, pour tout n de N, une expression de Is,, et de I, 1 en fonction de n.

Exercice 6 (Intégrales de Wallis et IPP)
Soit n un entier de N. On note I,, I'intégrale suivante : I,, =

Exercice 7 (Changement de variable)
Calculer les intégrales suivantes, par le changement de variable proposé :

Yy
1. / sin®t cos® t dt changement de variable z = cost
0

™

1 1 b
2./W Edt T = cost. Onchercheraaetbtelsquex2_1:mi1+m+1.

3
1
3. / dt, n e N* changement de variable x = Int
9 (ln )"

™

ks 1
4. / ——dt changement de variable z = tant
o 1+42cos?t
Indication : apres changement de variable on cherchera une primitive de la forme
X
T A arctan(ﬁ)
2
5. / vVa(2 —x)dz changement de variable x =1 4 cost
0
%
6. / In(1 +tanz)dzr  t= 7 — x. On simplifiera tan(a —b).
LV2
7. R t = 2% — 2. On cherchera a,b, ¢ tels que £~ = a+ -2 5

1—|—t

Exerc1ce 8
Calculer 2L
des fonctlons f sulvantes

1
2
3.
4.

ot

( ,y) et af(x y) et préciser les valeurs de 8’C(O 0) et 8f(() 0) pour chacune

,y) = In(z 4+ y* +2)

(34 vz +1)cos(2y)

(x+1)Y

tanx

1+y2

(x + 2)'*Y. On pourra utiliser les calculs de la question 3.

y) =
y) =
y) =
) =



