Mathématiques
Anncée 23-24 14 février 2024
Durée : 2h

Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des critéres de notation.
Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. Systéme d’équations non linéaires & paramétres

1. Les trois inconnues sont strictement positives donc on peut appliquer le logarithme,

Iny+Inz=0 Y+Z2=0
(S) = Inz+Inz=1 < (9) X+7Z=1
Inz+Iny+alnz=0> X+Y+aZ =0
2. Appliquons & (S’) 'opération élémentaire Lo <+ Ly puis I'opération L3 < L3 — Lq et enfin L < L3 — Lo :
X+7Z=1 X+Z=1
(8 — Y+Z=0 = Y+Z=0
Y+(a—-1)Z=0b-1 (a—2)Z="b-1

Ce dernier systeme est échelonné. Si a — 2 # 0 alors le systéme a une unique solution.

Si a = 2 alors la derniere équation est 0 = b — 1 donc le systeme admet au moins une solution si et

seulement si b — 1 = 0.

Pour que (S’) admette au moins une solution il
faut et il suffit que a # 2 oubiena =2 et b = 1.

X+Z=1 X=0 r=¢ =1
3. () (8) <= Y +Z=0+= Y =-1 = {y=c!
Z=1 Z=1 z=c'=¢e

Sia = 3 et b =2 alors 'unique solution de (S”) est (0,—1,1)
et 'unique solution de (S) est (1,1, e).

X+Z=1
X=1-Z
(b) (8) <= (Y +Z=0 <
0=0 Y=-7

Sia = 2etb =1 alors les solutions de (S’) sont les triplets
(I =X =X A) avec A € R donc les solutions de (S) sont les

triplets (e!™*, e™*, ¢*) avec A € R qui s’écrivent aussi (u’ i, 1)
avec pu € R

Exercice 2. Autour du minimum

1. def mini(lst):
m=1st [0]
for t in 1st:
if t<m:
m=t

return m
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2. def rgMini(lst):
n,i=len(1lst),0
for k in range(n):
if 1st[k]<1lst[i]:
i=k
return i

Exercice 3. Puissances de matrices et équations matricielles

-2 0 -2 2 0 2
1. (a) Lecalcul donne|A=1]1 0 1 et|A2=-1 0 —1] |donc .
1 0 1 -1 0 -1

(b) On sait que A= 1(M —1I) donc 34 =M — I et |[M =1+ 34

(¢) Démontrons par récurrence que pour tout n € N, il existe u,, € R tel que M™ = I + u, A.
Initialisation. MY = I 4+ ugA avec ug = 0 donc la propriété est vérifiée au rang 0.
Hérédité. Soit n € N, supposons qu’il existe u, € R tel que M™ = I + u, M.
M™M= (I +u,A)(I +3A) d’aprés 'HR et la relation M = I + 34

= I? + 3T A + up Al + 3u, A2 en développant
=T+ (34 un)A—3u,A car I?=Tet A=Al =Aect A>=—A
=1+ (—2u,+3)A
=TI+ u,t1A en posant up+1 = —2u, + 3
La propriété est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence on peut affirmer que
‘pour tout n € N, il existe u, € R tel que M" =1+ u,A ‘

La relation de récurrence vérifiée par la suite (uy,) est ‘Un+1 = —2u, +3 ‘

Par conséquent ‘ (uy,) est une suite arithmético-géométrique. ‘

(d) La suite (uy) est arithmético-géométrique. Le point fixe de x — —2z + 3 est 1.
On a upy1 = —2u, +3 et 1 = —2 x 1 4 3, par différence u,q11 — 1 = —2(u,, — 1) done (u, — 1) est

géométrique de raison —2 et de premier terme up—1 = —1 d’ott u,—1 = —1(—2)" et ‘ Up =1—(=2)" ‘

Par report, ‘M” =I+(1-(-2MA ‘

1 -2 —1—(=2)n*!
La premiere colonne de M™est 0| +(1—(=2)")| 1 | = 1—(=2)"
0 1 1—(=2)"
(e) i Yn-i-l = MX,
ii. On montre facilement par récurrence que X, = M"Xj.
1
iii. M"Xg=M"Xg=M" |0 | = premiere colonne de M"
0

T, =—1—(=2)"*!
D’apres les questions |1d| et [1(e)ii Yn =1—(=2)"
Zp=1—(=2)"




a) Le calcul donne | J2 = J|.
(a)

Démontrons par 'absurde que J n’est pas inversible. Pour cela on suppose que J est inversible.
Multiplions la relation précédente & droite par J~ ! : J2J ! = JJ' <= J = I ce qui est
manifestement faux donc ‘ J n’est pas inversible |.

(b) On conjecture et on démontre par une récurrence facile que Vp € N*, JP = J.

(c) Pour tout (u,v,u,v') € R* on pourra, dans la suite de I'exercice, admettre I’équivalence
ul +vJ =ulI+vJ <= u=uetv="1
i. Soient (a,a’,b,b') € R%, Etant donné que J2 = J, on obtient en développant :
(al +bJ)(a'I+bJ) = ad I+ (abl +a'b)J + bV J* = ad'l + (ab/ + d'b+bV)J € &

ii. Soient a,a’,b,b’ € R. D’apres la question précédente,
(al +bI)(@T+VT) =1 <= ad'l+ (ab +a'b+b0)J =11 +0.J

aa' =1 ad=2Lcara#0 a=1
— —
ab’ 4+ a’b+ by =0 ab’ +a'b+ by =0 ab' + 2+ b =0

a =1 a =1
(a —HC)L)b’ = b’—a car a+b#0
- a(a+b)
L’unique solution de I’équation (af + b.J)(a'I + ¥'J)=1 d’inconnues a’,b’ est le couple (1, —ﬁ)
On en déduit que al + bJ est inversible et (af +bJ) "1 =11 — a(a+b)J
iii. On pose X = al + bJ. D’apres X2 =a’I + (2ab +b?)J
9 9 9 a?=1 a?=1
X°=1 < a*I+ (2ab+b°)J =11 +0J = =
b? +2ab =0 b(b+2a) =0

{a =loua=-1

<

b=0oub+2a=0

— (a,b) € {(1,0),(—1,0),(1,—2),(—1,2)}

‘Les solutions dans & de 1'équation X2 =1 sont I, —I, I —2J, —I + 2J.‘
iv. On pose X = al + bJ. D’apres X2 =d’T+ (2ab+b?)J

a’=a ala—1)=0
—
b’ +2ab="b b(b+2a—1)=0

X2 =X <= a’I+ (2ab+V*)J = al +bJ <~ {

a=0oua=1
—
b=0oub+2a—-1=0
= (a,b) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1,-1)}
Les solutions dans & de I’équation X2 = X sont 03, J, I, I —J.

v. D’apres 'une des deux questions précédentes on peut affirmer qu’une équation matricielle de
degré 2 peut admettre plus de 2 solutions.

(d) i. Par identification des coefficients on trouve que M = al + bJ <= a = —2et b = 3 donc
(M =-21+3J€&)|

ii. —2I et 3J commutent. D’apres la formule du binéme de Newton on a :
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Or on sait d’apres 2.(a) que JP = J pour p € N* donc on obtient en décrochant le dernier terme :

M" = (=2)"] + nf (M) (=2)k3"FJ = (=2)"1 + an_:l (1) (—2)k3n—F
k=0 k=0

=(=2)"I+J <—(—2)” + > (Z)(—2)k3”_k) par raccrochage

k=0
=(=2)"I + J(—(—2)" 4 (3 —2)") d’apres la formule du binéme de Newton pour les nombres
|M" = (=2)"T + (1 - (-2)")J] |




