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Planche d’exercices 2

Nombres réels

Minoration, majoration, encadrement

Exercice 1

Etant donnés trois nombres réels z € [2,3[, y €J4,10],
possible, un encadrement des expressions suivantes :
vy, 2z +y), (z+2)? — €%, (fo + 2]).

Exercice 2
Moyennes arithmétique, géométrique, harmonique et quadratique.
Soient x et y deux réels strictement positifs tels que z < y. On pose

r+y 2xy

1
a=—5 g=+ry, h= , q= §(x2+y2).

r+y
Montrer que z < h < g < a < ¢ < y. Que peut-on dire de tous ces nombres si x =y ?

z €] — 4,—-2], déterminer, si

1 =z
rty+z’ y+z’

Inégalité triangulaire
Exercice 3
1. Montrer que pour tout (z,y) € R?,

det 5 < b

2| = |yl| < |+ yl-

< 6. Utiliser 'inégalité de la question précédente
a?lb+ 1|

la+2b]

2. On suppose 2 < |a| <

et I'inégalité triangulaire du cours pour encadrer
3. Démontrer que Vo € R, |z — 3|+ |z +4| > 7

Equations et inéquations

Exercice 4 (Equations)

Résoudre les équations d’inconnue réelle x suivantes :

—22432=2; mx+InRr—e)=2; |z +4|+ 22 -1 - |z +1]=0;2+3r -1 =1;
2t —22—-1=0;e"2+e2 % =q; |32 -2|=|5—x|;2-2=x; |22 - 32+ 2| ==z.
Exercice 5 (Inéquations)

Dans cet exercice, on demande d’utiliser les regles de calcul algébriques sur les inégalités
et non d’étudier les variations d’une fonction. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
|z — 3|+ | +4] <9; In(2z+1) <In(4 —22); In(2?) >1; 2lnxz > 1; (Inz)? > 1;
Ve+lzViz—T1; |z -1 >[4z +1|; V322 =3z > |% —1|; V322 -3z > 3 —1;
x4+ Va2 -5z +4<2; (Inz)?—3(nz)+1>0.

Exercice 6 (Systéme d’inéquations) {

|z + 1]
Va4 ax—2

5
, N . . < 3
Résoudre dans R le systeme d’inéquations N f

I8

Partie entiére

Exercice 7

1
Montrer que : Vx € R, LgJ + Vj;r J = |z].

Indication : on pourra poser n = |z] et discuter suivant la parité de n.

Exercice 8
1. Représenter la fonction f: z+—— x L J sur ’ensemble ]—oo, —%] U [%, 400 [
T € Ri} est borné.

1
2. Démontrer que I'ensemble E = { f(z),
), inf(E).

En déduire max(F), sup(E), min(FE

Bornes supérieure et inférieure, maximum et minimum
Exercice 9 (Bornes supérieure et inférieure, plus petit et plus grand élément)
Déterminer, lorsqu’ils existent, les bornes supérieures et inférieures ainsi que les plus
petits et plus grands éléments des ensembles suivants :

A=]2,7[; B=]— C={(- L neN}, D= {(—1)"cos(%)7 nEN*},
E= {sin(x), T € ]O,‘%ﬂ }, F= {ln(x), T € ]O,—|—oo[}.
Pour les ensembles C' et D, on commencera par représenter graphiquement les éléments

correspondant an = 1,2,3,4,5,6 puis on conjecturera la valeur des nombres cherchés et
enfin, on prouvera ces conjectures.

00, 5];

Quelques sommes

n
§ 2 _
i=1

1)2 = 0. Qu’en déduit-on pour les nombres x; 7

Exercice 10

n
Soit n € N* et (21,2, ...,x,) € R™ tel que sz =

i=1
n
Démontrer que E (x; —

i=1

Exercice 11 1
1. Montrer que Vo € R% , z + o > 2.

2. Démontrer par récurrence que Vn € N*, V(r1,22,...,2,) € (R})", on a :

11 1 )
(T1+z2+-tan) | —+—++— | =0

& X2 Tn

Exercice 12 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
On considere 2n réels a1, as, ..., an,b1,b2,...,by,.

n
1. Montrer que Y (ax + bxx)? est un trinome du 2" degré dont on déterminera les
k=1
coefficients de 22 et de x ainsi que le terme constant.

2. Déterminer le signe de ce polynome. En déduire le signe de son discriminant.

< (y ) (JE7)
)

3. Etablir I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

k

ainsi que l'inégalité : \/Z (a; + ;)2
i=1

=_:
3k



