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Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des critéres de notation.

Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. Quelgues calculs
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On peut factoriser la somme des numérateurs par n(n + 1) car n? — 1 = (n + 1)(n — 1)

On choisit le dénominateur commun 12 car 12 est un multiple des nombres 2, 4 et 6.
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L’inéquation l(zx/Txl) > 0 est définie sur [—2, —v/2[ U] — v/2, —1[ U ]1,v2[ U ]V/2, +<]
n(x? —

Exercice 2. Equatz’ons et inéquations
1. 9 =R
Posons y = e* > 0.

1
(F) <= y+1= 6; <= 1% +y = 6 par produit sachant que y # 0

— y’+y—-6=0
Le discriminant du trinéme y? +y — 6 est égal & A = 12 — 4(—6) = 25 = 52
donc ses racines sont y; = 12 2 = _3etyy = 1+5 =2.
Pour trouver les racines y; et yo on aurait aussi pu remarquer que 2 est une racine avant de factoriser
y> +y — 6 par y — 2.
(F) <= y=-3ouy=2 <= e"=—-3o0u e’ =2
L’équation e = —3 n’a pas de solution car e* est toujours strictement positif.
e* =2 <= z=1In2 donc
2. 1 €9 <= 24+2x>20 < x> -2
Dr = [-2,+o0|
Soit x € [-2, +o0.
{1 —x =0 {ZL‘ <1
(B) <= V24+z=1—2 < =
24z =(1-21)° 2+z=1-2z+2°
2+zx=1-2r+2% < 22 -3z-1=0
Autrement dit les solutions de (FE) sont les racines du polynéme 22 — 3z — 1 appartenant & [—2, 1].
Le discriminant de z2 —3z—1 est A = (—3)2—4(—1) = 13 donc ses racines sont 21 = 3= \ﬁ et xg = 3+§/ﬁ.

On sait que 9 < 13 < 16 donc 3 < v/13 < 4 on a successivement —4 < —+/13 < —3 et —1 <3—-—+13<0

3—@}

et —% < 3_5/ﬁ < 0. Par ailleurs 3 + v/13 > 6 donc 3+75/ﬁ > 3 et finalement | .5 = { 5




Remarque : étant donné que les expressions 2 + x et 1 — x sont définies sur R, la détermination de
'ensemble de définition de (E) n’est pas nécessaire car 'égalité 2 + x = (1 — x)? entraine que 2 + x est
positif ou nul. Ainsi, seule la condition < 1 permet de savoir si une racine du polynéme z? — 3z — 1 est
solution ou non de ’équation (F).

. Léquation |2z + 1| = 1 + |z — 1| est définie sur R.

(F) <= |z—1|—]2z+1]+1=0

20 +1>0 <— a:>—% par ailleursz — 1 >0 < x> 1

Représentons la discussion par un tableau.

x —00 —% 1 +00
|z — 1 —r+1 —r+1 x—1
|22 + 1| —2r—1 2z +1 20 +1
(E) x+3=0 -3z4+1=0 —2—-1=0
solutions -3 %
1
o1}
. 95 =R\ {-2,2} =] — 00, —2[U] = 2,2[U]2,+00[ car 22 — 4 = 2% — 22 = (z — 2)(z + 2)

Soit z €] — oo, —2[ U | —2,2[ U ]2, +00]
205 >—4)—(2z-5 2 2z41
(BE) <= 0<1- 2820 — o< &4-0r) e

<= 22 —-4>0etx#1 car (x—1)? est positif et ne s’annule qu’en 1

<:>0<(§;—_1)2

— 0< 1

Le polynéme de degré 2 z? — 4 a exactement deux racines qui sont —2 et 2 donc il est du signe de 1
c’est-a-dire strictement positif uniquement a ’extérieur des racines.

On en déduit que ‘YE =] — o0, —2[U]2,—|—oo[‘
. x4+1>0 x> —1 oo 3
.xe@Es&{ 392> 0 1{ v <? donc (E)estdeﬁmesur]—l?{.

Soitwe]—l,%[.
In(z +1) +In(3 —2z) >0 < In((z+1)(3 - 2z)) > In(1)
& -2 +z+32>1
2% —2-2<0
A=14+4x2x2=1T. Lessolutionsderz—:L‘—2:0sont%met H#m.

D’apres la regle du signe d’un trinéme, on a donc :
In(z +1) +In(3 — 22) > 0 & =17 < g < LYIT

On sait que 16 < 17 < 25 donc 4 < V17 < 5
Onaalafoisb<1++V17T<6et =5 < —+/17 < —4 donc

B L IT 63 o 4 <1— /17T < =3 dlo —1 < 1217 < 3

yE:[l_4 » T4

Etant donné que [PT‘/ﬁ, HT\/ﬁ} C }—1, %[ on en déduit que
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Exercice 3. Encadrements
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D’une part on sait que 3 < 7 < 4, donc 9 < 72 < 16 et ainsi 8 < 72 — 1 < 15 et en prenant l'inverse (tout est
1 1 1

strictement positif), on a 5 <5 1< 3

D’autre part, 6 < 2r <8 donc 1 <27 —5 < 3

1 3

En multipliant membre & membre les deux encadrements (tout est positif), R <-A< 3
3 1
dou|—- <A< ——
R 15

Par produit membre a membre, 6 < e < 12

Par produit, —6 > —7e > —12

Par somme, 7 > 13 —me > 1

Par stricte croissance de la fonction racine sur R, Vi>VI3—me>V1=1
. , . . . * 1 1 1 _

Par stricte décroissance de la fonction inverse sur R, N UBe <1— 1

7
Sachant que % = g, on obtient ’encadrement \7[ <B<l1
Exercice 4. Récurrences
2 2
1. On considere la propriété 2 (n): “13 +23 + ... 4+ n? = %”.

Initialisation.

13=1et M = % = 1 donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité.
Soit n > 1, supposons que 13 4 .- 4+ n3 = W.
Obj: 13+ + (n+1)3 = (427 4(”“)2.
On a:
B4+ (n+13=0134 403+ (n+1)3
= 7712(”4“)2 (n + 1) par HR
nQ(n4+1)2 + (nil) = ("—21)2 (n2 +4(n+ 1)) = (n—zl) (n +2n x 2+ 22)
= (nzl) (n+2)? = (n+1)” ((Z+1)+l)2 d’ot Z(n+1)
Conclusion.
. 3 n%(n + 1)
Vn € N ; k 1

2. (a) Montrons par récurrence que pour tout n € N*, n < 27+,

Initialisation.
2141 = 22 — 4 d’on I'inégalité au rang 1.
Hérédité.
Soit n € N*, supposons que n < 2"+1,
Par produit 2n < 272 car 2 x 2"+ = 22
Pour que l'on ait n + 1 < 272 il suffit donc de montrer que n + 1 < 2n

Par somme on a I'équivalence n + 1 < 2n <= 1 < n, cette derniere inégalité est vérifiée par
hypothese donc on a bien n + 1 < 2n d’ou la propriété au rang n + 1 par transitivité.

Conclusion.
Vn e N*, n < 2"t




(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N*, u, < n2".

Initialisation.
u =2ug+0=2x1=2et 1x2" =2 dou l'inégalité au rang 1.
Hérédité.
Soit n € N*| supposons que u, < n2".
Par produit 2u, < 2n2" = n2"t! car 2 x 2" = 2"+l
Par somme 1,41 = 2u, +n < n2ntl 4 n
Par ailleurs (n + 1)27+1 = p2ntl 4 on+l
Pour que l'on ait u,+1 < (n+ 1)2""! il suffit donc de montrer que n < 2"! mais cette derniere
inégalité a été démontrée a partir du rang 1 a la question précédente d’ou la propriété au rang
n + 1 par transitivité.
Conclusion.
‘Vn e N*, u, < n2”‘

(a) ‘u2:4‘,‘U3:8‘et’tL4:16‘

(b) ‘On conjecture naturellement que Vn € N, u,, = 2",

(c) Démontrons la conjecture de la question précédente par récurrence d’ordre 2.

Initialisation.
up =1, u; =2, 2% =1 et 2! =2 d’olt la proposition aux rangs 0 et 1.
Hérédité.
Soit n € N, supposons que u, = 2" et 1,1 = 2"
Obj : Up g = 2712,
Upto = Upi1 + Up + 270 =201 on o0 — gl 4 9 5 on — ontl 4 ontl cap 2 x 27 = 27+l
=2 x 2"t = 2nF2 cap 2 x 2L = ont2
d’ou la proposition au rang n + 2
Conclusion.
Vn €N, u, =2"




