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Exercice 1 (Suite récurrente)
1. En utilisant a trois reprises la relation de récurrence, on trouve successivement :

D
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8 24 |
On reconnait pour les termes wuy, us, us, U7, Ug, au dénominateur, les cinq premiers

termes de la suite factorielle (1, 1, 2, 6, 24).

1 _ 1 _ 1
o U2x1+1 = 11, U2x2+1 = 3
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w
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On peut écrire usxpr1 = Ugxg+l = % et
U2x44+1 = 71
La conjecture devient évidente :

récurrence.

1
g

Vn € N, ugpy1 = Démontrons-la par

Initialisation. L’égalité est vérifiée au rang 0.

Hérédité. Soit n € N, on suppose que ug,11 = ni (HR).
2

= m d’apres la relation de récurrence

U2(n+1)+1 U2(n41)+1-2

= A1)
1 1 R (
= — par hypothese de récurrence
n+1/ nl
1
= CE] car (n+ 1)n! = (n+ 1)!

L’égalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire a partir du rang 0 donc
elle est vraie pour tout n € N.

2.\2 (Qn—f )( —4).
2) =|2"n!
3. On noteP— (2n—-1)(2n—3)---1.
P est un produit de nombres impairs consécutifs. On multiple P par un pro-
duit de nombres pairs consécutifs pour aboutir a une factorielle en interca-

lant chaque nombre pair entre les deux nombres impaires qui ’encadrent :
(2n)(2n—2)---(4)(2) P=(2n)(2n —1)(2n — 2)(2n — 3) -+~ (4)(3)(2)(1) = (2n)!

1:‘P: (2n)! _ (2n)!
(2n)(2n —2)---(4)(2) 2nn)!

4. Pour qu’'un produit soit télescopique il faut que son terme général soit le quotient
de deux termes consécutifs d’une suite. On pense tout de suite a la suite des termes

d’indices pairs (premiere suite extraite de (un) par parité de 'indice).

Par quotient ‘ 2n—-1)2n—-3)---

Calculons de deux fagons le produit H

uz(k 1)
U2n U2n
Premiére facon. Par télescopage H = = =y,
U2(k 1) U2(1-1) Uo
k=1
" . [12
U2k 2 k=1
Deuzieme fagon. = = = — -
H u2(k 1) kl;[l U2k—2 1_[1 2k -1 H(Zk: 0
k=1
2" d’apres 4
W apres 4.
2nn!
2)%nl 227
On trouve finalement H ( ) ? = n'
Pt u2(k 1) (2n)! (2n)!
22”71!
En identifiant les résultats des deux calculs, on trouve |ug, = @n)!
n)!

Exercice 2

n = eval(input("Entrer n : ")

s =0

for k in
s +=

print(s)

range(1l, n+l):

kxx4 # équivalent & s = s + k¥*4

Exercice 3

(I,) /3 —2a2+4 22> 1— z. Etudions le signe du trinéme —z2 + 2z + 3.

A = 42 et les racines sont ; = —1,z5 = 3. D’apres la regle du signe d’un trinéme
2?2 +2r+32>0 < x€[-1,3].

21,y = [-1, 3]. Dorénavant on supposera que = € [—1, 3].

Premier cas : z €]1,3].

Onal—z<0etv—2242x+3 >0 donc (I;) est vérifiée sur |1, 3].
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Deuxiéme cas : z € [—1,1].

l—z>0etvV—22+22+3>0donc (I;) & —2?2+22+3> (1 —x2)? car t — t? est
strictement croissante sur R, .

(I) <= —-22+22+3>22-22+1 <= 0>22? 40 -2 < 0>2?-22r—1

Le discriminant de ce dernier trinéme est 8 et ses racines sont 1 — \@, 14++2.

D’aprés la regle du signe d'un trinéme 0 > 2% — 2x — 1 <= =z €]1 —v/2,1+V2[.
Ona+v2<2donc —vV2>-2et1—+2>—1. De plus, ilestévidentquel—\/§<l<
1++2.

D’aprés ce qui précede, on peut dire que 'ensemble des solutions de (I7) situées dans

[—1,1] est ]1 — 2,1 +v2[N[-1,1] =]1 — v/2,1].
f5ﬂ(11) :]1 - \/57 3]

Conclusion

(I) V3—az—Vz+1>3.
r€Yy,) = 3-—r20etr+1>0 < —1<x<3donc I g,y =[-1,3].
Dorénavant on supposera que z € [—1,3].

1 1
(L) <= V3—-z>-+Vr+l = 3—ax>-+z+1+Va+1
N—— 2 4

= >0

7
<= —2:c+1>\/w+1

On va discuter sur le signe de —2x + %.
—2x + g <0 <<= x> %

Premier cas : € [L,3] donc —2z + 1 <0.

Il est clair que (I3) n'est pas vérifiée sur [£, 3].

Deuxiéme cas : z € [-1,{] donc =2z + T > 0.

(L) = (22+ 1)’ >a4+1 <= 42+ % _Te>a4+1 < 42 -8+ 3 >0

V3L ot 1 4 V21
8 8

Le discriminant du dernier trinéme est 31 donc ses racines sont 1 —
Comparons ces racines aux nombres —1 et %.

On a 31 < 256 donc on a successivement /31 < 16, @ < 2, 7@ > —2et 17@ > —1.
On a v/31 > 1 donc on a successivement @ > %, —@ < —% et 1 — @ < %.
Enfin il est clair que 1 + @ >1> %.

On obtient alors —1 < 1 — ‘/TST < % <1+ ‘/TST.

D’apres la régle du signe d’un trinéme, ’ensemble des solutions de (I2) situées dans [—1, %}

est (Joo, 1= ¥B[U |1+ Y3, 4oo[) N [-1, 5= [-1,1- 2]

Conclusion

Exercice 4
1. On note (E) I'inéquation —2 < z + 5= et (I) I'inéquation z + 5= < 2.

S est Uintersection des ensembles de solutions des inéquations (E) et (I). Pour
déterminer S on est donc amené a résoudre (E) et (I) qui ont un sens pour tout
r € R*.
(B) <= o+2+ & >0 « 2itlerl 5 g
Déterminons le signe de 2x2 4 4x + 1, pour cela cherchons les éventuelles racines
de ce trinome.

A =16—4x2=8=(2/2)2 Les racines sont x; = _4%2\/5 :flfg <0et
x2:—1+§:—1+%<00ar\/§>1d0nc%<1.
Le signe du trindéme est positif a I'extérieur des racines.
x —00 1 2 0 +00
222 + 4z + 1 + 0 - 0 + +
2
2% +4x + 1 . 0 + 0 . +
2x

Lsﬂ(E') :]xla ‘"EQ[U}O, +OQ[

(I) <= 2 -2+ £ <0 = 2detl

Déterminons le signe de 222 — 4z + 1, pour cela cherchons les éventuelles racines
de ce trinéme.

A =16 —4 x 2 = 8 = (2v/2)%. Les racines sont y; =
VZ>1done 5 <1)etyy =1+ =1+1>0.
Le signe du trinéme est positif a 'extérieur des racines.

%ﬁ:l—§>0(car

x —00 0 Y1 Y2 “+00
202 — 4z + 1 + + 0 — 0 +
2 _
222 —dx + 1 _ 4 0 _ 0 4
2x

1) =) —00,0[U [y1, 2]
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S=Sm N Ly = (]zl,zz[U}0,+oo[) n (] *OO»O[U[ZJLM])

= (Jo1, 22l —00,00) U (Jar, 2a[Nly, o] ) U (10, ool —o0,0) U (0, +o0lNly1, s
par distributivité de I'intersection par rapport & la réunion (de la méme fagon que
la multiplication est distributive par rapport a 'addition).
Il est clair que |0, +o00[N] — oo, 0[= 0.
D’autre part on a vu que x; et x5 sont strictement négatifs et que y; et yo sont
strictement positifs donc :

o |z1,22[N] — 00,0[=]z1, 2]

o |z, x2[N [y, y2] =0

i ]07 —|—oo[ﬁ [yla y2] = [yla yQ]

V2 V2

On en déduit que U ll — —,14+ —| | qui est bien

2 2

la réunion de deux intervalles.
A partir de .7 ) et (1) on peut également déterminer S graphiquement.

2
inf(S) = —1 — V2|
2
Le nombre —1 — @ n’appartient pas a S donc ’ S n’a pas de plus petit élément. ‘

L’ensemble des minorants de S est }foo, —-1- g} donc

sup(.S) :1+§ !

donc

L’ensemble des majorants de S est [1 + g, +oo[

V3

Le nombre 1 + 72 appartient a S donc V2

1+ 72 est le plus grand élément de S.

Exercice 5
1. Par définition de la partie entiere, |z] < = < |z] + 1. En retranchant = + |x]
aux trois membres de cet encadrement, on obtient : —z < —|z] < —x + 1 et en
multipliant par —1 : « > || > 2 — 1. Comme ’encadrement obtenu précédemment
est vrai pour tout & € R, on peut remplacer x par —x : —x > |—x| > —z — 1.

On effectue la somme membre & membre : ‘0 > x|+ [—x] > -2 ‘

2. Le nombre |z| 4+ |—z] étant entier, 'inégalité |x| + |—xz| > —2 est équivalente
a |z] + |—x] > —1 et 'encadrement 0 > |x| + [—2] > —1 est équivalent &
|lz] + |—z] € {—1,0}. Il n’y a donc que deux valeurs possibles pour |z] + |—z] :
—1ou0.

Premier cas : x est entier

x et —z sont entiers donc |z| + |—z| =z + (—2) =0

Second cas : x n’est pas entier

Ni z ni —x n’est entier donc |x| < z et |[—x| < —x et par somme

|z] +|—z] < x+ (—z) = 0. En particulier |z |+ |—z] # 0, ce qui donne comme
seule possibilité |z | + |—x] = —1.

si x est entier

Lﬂ+%ﬂ={0

1 iz n’est pas entier

Exercice 6

Notons (I) cette inéquation qui a un sens pour tout = € R.

(I) <= (e®)2?—e®-1>0 <= X?-X—-1>0enposant X = e %

Le discriminant du trinome X? — X — 1 est A =1+4 =5 > 0 donc ce trindome possede
comme uniques racines X; = HT‘/‘F’ >0et Xo = 1*2—\/5 < 0 (car V5 > 1). I est positif a
lextérieur des racines.

(I) = X>Xj0uX <Xy <= e *>Xj0ue®<Xy

L’inéquation e < X5 n’a pas de solution réelle car la fonction exponentielle définie sur
R prend ses valeurs dans R et X < 0.

(I) <= e >X; < —x> In(X;) car X7 > 0 et In est str. croissante sur R*,

(I) &= z2<-In(X;) <= z< ln(X%) < z< In(2) — In(1+5)

A :]foo, In(2) — ln(l + \/5) [




