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Sommes, coefficients binomiaux, python

a rendre le mercredi 13 novembre 2024

Exercice 1 (Sommes de coefficients binomiaux dans tous lesnse 18
1. Tl suffit d’écrire, par la formule du binéme, (1 + 1)" = Z & 1"7*1% donc
k=0

£0)-7)

k=0

k k kE+1
2. (a) La relation de Pascal donne 1’égalité : + = + pour
m m+1 m+1

m+1< k.
K\ (k+1\ [ &
m) \m+1 m4+1/

< ) en décrochant le premier terme
m

Par conséquent, on a bien

(b) Il suffit d’écrire :

> ()= )+

k=m k=m++1
1
=1+ (n + ) -1 par la question précédente
m+1
n
k n+1
C id : = .
e qui donne kZ (m) <m+ 1)
=m

) Par la propriété de symétrie des coefficients du binéme, on a :

r+k\ r+k Par conséauent - r+k\ [(r+k
i = (rt k) — k) ar conséquent : L = . .

(b) On applique la question précédente, puis le changement d’indice j =k + r :
" r+k " (r+k sy j
S22 (0):
k=0 k=0 Jj=r
On reconnait la formule du 2.(c), avec r au lieu de m et n + r au lieu de n (le

sy n+r+1
compteur est muet). Donc Z (i) = ( 1 >

Jj=r

Enfin, par symétrie, on a :

(njflrl) - ((n—l—rn—jl;tzr-i-l)) B (n+;+l>'

On a bien établi Iégalité : | (T Z ) _ (n Y4 ) |
n
k=0

Exprimons chaque coefficient du binéme :
e d’une part :

(Z) (i) - b!(aai b)! c!(bbi N (a— b)!c(lzly— el

e d’autre part :

(a> (a - c> B al (a—c)! B al
cJ\b—c) dla—c)!b-c)l(a—c)—(b—0c))! c(b—c)(a—b)
a\ b\ [(a\fa—c
b)\c) \c)\b—-c/|
Effectuons le changement d’indice j = m — k (pour les bornes de sommation :
k = 0 entraine j = m et k = m entraine j = 0, que l'on remet dans 'ordre) :
m 0 . m .
n—k\ n(mg)) (nm+j>
2 () =2 ) =2 (70 )
On reconnait la formule de sommation “parallele” du 3.(b), avec m au lieu de
n et n —m au lieu de 7.

Donci(”_?Jrj) _ (m—l—(nT;m)—&-l) _ (n;;l)

On a bien I'égalité

§=0
. L= (n—k n+1
On a ainsi démontré : kZ:O (m— k) = < " > .
Par la question (a), on a : <n> <m> = (n) (n B k), pour tout k € [1,m].
m) \ k k)\m—k
On a alors :
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nm) () R q
Z Ak Z scission
RPN 7= 3k S e S done |1, ~ T+ 3
k=0 k k=0 m k=1 =1 k=p k=p
= (}L) Z (:;_i) car (;) ne dépend pas de k (c) D’apres la question précédente et sachant que p —1> —1l et ¢ > —1,
m) k=0

q q p—1 2 2
glg+1) (-Vp ¢-p’+q+p
1 [n+1 . D k=D k=) k=T - 2
par la question (b) k=p k=1

k=1
Encore une fois pourquoi se fatiguer a factoriser ?

Développons plutot I'expression que 'on doit obtenir :

| | — |
ntoomin+l-m) p+a_(a—pla+p)+p+a_ ¢ —p+p+q
n+1 (g—p+1) = =
= — car (n+1)! = (n+ 1)n! 2 2 2
n+1—m par conséquent,
et (n+1—m)! q i
=(n+1-m)(n—m) Si p et g sont des entiers tels que 0 < p < ¢ alors Zk‘ =(qg—p+ 1)%
k=p
m m 1
On a bien démontré que Z @ __ntt ) ~n(n+1)(2n+1)
P (k)) n‘i’l*m 2 Sn* 6

n Démontrons cette égalité par récurrence.
Exercice 2 (Calcul de Y k?)

Initialisation.

K=1
1.(a) | T, = nn+1) Si=12=1et % = 2X3 — 1. L’égalité est vérifiée pour n = 1.
" 2
s s AsL 2 _ n(n+1)(2n+1) . *

On va prouver cette formule avec un changement d’indice par symétrie. Preuve Heredlte.lsupposons que Sn = 6 pour un certain n € N*.
retrouvée par Gauss lorsqu’il était agé de 10 ans. jas o décrochage 5 | N2 HR 5 nn+1)(2n+1)
n ntl—i=n i=1 n Spy1 = Z k =" (n+1)°+ Z = (n+1)"+ 5

To=Y k"7 N nt1-i=)n+1-i=> n+1-i k:—lu k=t .
n n
P n+1mim1 i=n i1 = = (6 + 1) +n(2n+ 1)) = = (2n® + Tn +6)
n n
- Z(n +1) — Zz =nn+1)-T, Pourquoi se fatiguer & factoriser 2n? 4+ 7n + 6?7
i=1 i=1 Ecrivons plutot expression que I'on veut obtenir et développons partiellement.
1
On en déduit que 27}, = n(n + 1) et on retrouve T, = M (n+ 1)((” +1) + 1) (2(71 +1) + 1) n4+1
: . 2 = (n+2)(2n + 3)
On peut citer d’autres méthodes : par récurrence ou bien avec la formule 6 ) 6
d’itération de Pascal obtenue par télescopage (>, _; (llc) = (";1)) qui donne or (n+2)(2n+ 3) = 2n” 4+ Tn + 6 donc par report :
directement le résultat car (}) =k et ("}') = W (n+1) ((n +1)+ 1) (Q(n +1) + 1)
n(n+1) Snt1 = d’ou I’égalité au rang n + 1.

On remarque que la formule 7T, = est valable a partir de n = —1. 6

nn+1)(2n+1)

Cette remarque est importante pour les questions suivantes. Conclusion. |Vn € N*, S, = 5

(b) Soit (p,q) € N2 tel que p < q.

3. (a) def sommeDouble(n):
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s=0 d’apres la formule de du binéme de Newton, (k — 1)3 = k% — 3k? + 3k — 1 donc
for k in range(1,n+1): ‘k3—(k—1)3:3k2—3k+1‘

s1=0 n n
for j in range(l,k+1): (b) Par somme, Zk?’ —(k—1)3 = Z3k2 — 3k + 1 donc
si=s1+k k=1 k=1
s=s+sl somme télescopique
return s

Version plus courte :
def sommeDoubleBis(n):
s=0
for k in range(1,n+1):

for j in range(1,k+1):

s=s+k

"
M-

b
Il

1

n n

>

k x k car k ne dépend pas de j

k
Z = k car les compteurs vérifient 1 < j < k< n
k=1 j=1 j=1k=j
= Z(n —j+1) ;—] d’apres la question 1
j=1
I "~ n(n + D1 1 .
=32 (et 4= %) = ty2 g2 s
Jj=1 Jj=1 =1 j=1
S, =-n*(n+1)+ }n(n +1)— }S’n
2 4 2
. . L 3 1 5 1 .
(d) D’apres la question précédente, §Sn =35n (n+1)+ Zn(n +1) d’on
3 1 1)(2 1
55'" = % (2n + 1) on retrouve bien | S, = n(n + )6( nt1)

4. (a) La ligne correspondant & n =

3 dans le triangle de Pascal est 1

3 3

L

n
Sachant que Z 1 = n on obtient
k=1

n® — 0% =38, —32k+21
k=1
3Sn:3<zn:k>—n+n3

k=1

(¢) D’apres la question précédente,

1 ,
3Sn:3%fn+n3:3(3(n+1)f2+2n2):g(2n2+3n+1)

nn+1)(2n+1)

or (n+1)(2n + 1) = 2n? + 3n + 1 donc on retrouve G

5.(a) On observe que i = k — 1 < k=i+1

n 1+1 n
i=k—

E apbp—1 =

k=1

S, =

Z aZHb —ZaH_lb.

1+1=1

Le compteur étant muet,

n n—1
E apbp_1 = E Q41 br;
k=1 k=0

(b) Déterminons une forme équivalente & la formule de sommation par parties :

n—1
Z ag(by — br—1) = anb, — agby — Z(ak+1 —ag)by
k=0
n n—1
<~ Zak(bk — bk-_1) + Z(ak_H — ak)bk = an,b, — apby
k=1 k=0
A

Simplifions A :
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n n—1 e nd k(i)
A= ay(by —bp_1) + Z aps1 — ag)b (d) Effectuons le changement d’indice ¢ = k 4+ 1 dans kZO =2
k=1 k=0 = PP B i
n n—1 + k=i—1
= = —1)i
= (arbr — agbr—1) + (ak+1br — axby) on développe les t.g 2% 2 ) ; ‘
k=1 k=0 i—n
n n 1« . 1
] SEDWCEURE ) SR oY
= 2 apbr — kz arbr_1 + Z ak+1bk — Z arbr linéarité de Z 2 Pt — 2 —
=1 =1
1 1«
" n-l n-! n-l On vient de démontrer que |U,, = =S,, — = )
= apbr — Z T bk + Z T 1bg — Z aby, question précédente 27" 2 ;
=t I 0 i h=0 (e) D’apres les deux questions précédentes :
= anby, + Z axpb — (aobo + Zakbk> décrochages g — n*(n+1) _ 15‘ 1 Ny ~ n*(n+1) _ ES 1 Ny
ot P nT T 27" 222 -T2 2"+2;Z
n—1 n—1 2
n“(n—+1 1 nn+1 . .
= apb, + b — aoby — b = anbn — aobo = % - §Sn + % d’apres la question 1.(a)
! ! On ajoute %Sn aux deux membres de 1’égalité :
Par équivalence on en déduit la formule de sommation par parties : 5 1 5 n2(n+1) n(n+1)
n o1 gt 2 4
ap(by — bp_1) = anb, — agby — Z(akﬂ — ay)by On factorise par S, dans le membre de gauche et par % a droite :
= = 1 1
k=1 k=0 (14_2)5”:”(”2')(2”_#1)
(¢) En posant ap =k et by, = M on trouve : 1_3 P
p ’Z 1) (1) 2 ) Sachant que 1+ 5 = 5, on multiplie les deux membre par £ pour isoler S,
b — bp—y = 5 — ——szﬁ(k+1y_%—4)::H%+1_%+4):&z:k 5 ;
2 n“ l 2 4 Shzng@fJ@n+D:3X4xnm+D@n+U
donc ay(by, —by_1) = k2 et ap(by —bi_1) = k2 =S,. 1
(o k1) ; bk = be-1) ; Sachant que —, on retrouve la désormais célebre formule
= = 3x4 6
2
b =1 x n(n2+ 1) _n (n2+ 1)_ . n(n+1)(2n + 1)

a0b0:O><O:O.
agy1 —ar =k+1—k=1donc (ak_,_lfak)bk:

n—1 n—1
k(k+1
Z(akJrl —ay )by = Z kk+1) 5 ) _ Un
k=0 k=0
Par report des calculs précédents dans la formule de sommation par parties on

n?(n+1) . k(b +1)
— —UnouUn—kz:;)72 .

k(k+1) 15 s
—5— d'ou

obtient | S,, =

6

6. (a) Démontrons par récurrence que pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a :
Z”: (k) B <n + 1)
= 2 3

Initialisation. L’égalité est vraie au rang 2 car (3) =1= (g)

- 1
Hérédité. Soit n € N, supposons que Z (Z) = <n;— ) (hypothese de
k=2



1BCPST2

24/25 Corrigé du DM 2  Sommes,

coeflicients binomiaux, python

a rendre le mercredi 13 novembre 2024

récurrence).
n+1 n
k 1 k
Z <2> = (n;— ) + Z <2> par décrochage
k=2 k=1
1 1
= (n; ) + (n;r > par hypothese de récurrence
2
= (n;— ) d’apres la relation de Pascal

L’égalité est vérifiée au rang n + 1.

Conclusion. L’assertion est initialisée au rang 2 et elle héréditaire a partir du

- 1
rang 2 donc |Vn € N* ~ {1}, Z (g) = (n;— )
k=2

k k(k—1
Sachant que <2) = % on peut affirmer d’apres la question précédente

n

k(k—1 1

que Z % = (n;— ) En raccrochant le terme d’indice k& = 1, qui est
k=2

2 3

1 — 1< n+1 " n+1 n(n +1)
SN -2k = t S, = S k42 - mnry
2k y k= () s = Teaa(T]T) = g

(n+1)n(n—1) _n(n+1)
=53 T 6 (342(n—1)).

" k(k—1 1
nul, on obtient Z g = <n + ) il s’ensuit
k=1

n(n+1)(2n+1)

Encore une fois, on retrouve la valeur de S,, : | S, = 5




