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Planche d’exercices 6

applications

Exercice 1 (Composition, antécédent, image, restriction, prolongement)

. R+—>R R—)R+
Soit f: :
! {xl—> z+1 {xl—>4x2

Déterminer ’expression des composés foget go f.

Calculer les images de —1 et 2 par ces deux composés. (Attention au piege!)
Déterminer les éventuels antécédents de 0,1,2 par fog.

Déterminer g(] — 2,1]) puis fog(] —2,1]).

Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f,g,go f et fog.

Déterminer une partie A de R telle que g4 soit une bijection.

A

Déterminer un prolongement i de f tel que g o h soit une bijection.

Exercice 2 (Fonctions indicatrices... qui sont en fait des applications)

Soit E un ensemble et A et B deux parties de E.

On appelle fonction indicatrice de A, notée 1 4, 'application de E dans {0, 1} définie par :
1 sizeA

Ve e E, lA(.’IJ)—{ 0 sizg A"

Démontrer que :

1. AcCB&1,4<1p

1 4 est aussi appelée fonction caractéristique de A.

laup=14+1p —141p
14.8 =14(1—1p). On rappelle que AN B = AN B.

2. A=B&1lsy=1p
3. 14 = (14)°

4. 1aq = 14lp
5.ly=1-14

6.

7.

Exercice 3 (Bijectivité par résolution explicite d’équation)
Soit f la fonction x +— 3z — 1.
1. Pour y € R, résoudre I'équation f(z) =y d’inconnue réelle .
2. Montrer que f définit une bijection (encore notée f) de R sur R et expliciter
).
3. Tracer & la main les courbes de f et de f~1.
Exercice 4 (Bijectivité par résolution explicite d’équation)
2z 41
3z +1°
1. Déterminer le domaine de définition de f.

On considere la fonction f : z ——

2. Soit y € R. Résoudre I'équation f(z) =y d’inconnue réelle .
Indication : on pourra discuter sur la valeur de y.

R\ {a} — R\ {8}
x— f(x)

également f ou « et 8 sont des nombres que 'on déterminera.

Justifier que f est bijective et donner I'expression de f~1(y) pour y € R\ {3}

3. Montrer que 'on peut définir 'application que ’on notera

4. Ecrire deux fonctions Python f et reciproque_f de parametres respectifs x et
y qui renvoient les valeurs de f(x) et de f~!(y) lorsque le parameétre est dans
I’ensemble de départ de ’application considérée.

5. Sans utiliser la fonction reciproque_f, écrire une fonction Python courbes1 de
parametre a qui affiche la courbe de f sur Pintervalle [—0.3, a] et la courbe de f~!
sur f([—0.3,al).

6. Sans utiliser la fonction reciproque_f, écrire une fonction Python courbes2 de
parametre a qui affiche la courbe de f sur l'intervalle [a, —0.37] et la courbe de
=1 sur f(la, —0.37]).

Exercice 5 (Bijectivité par résolution explicite d’équation)
On considere la fonction f : x +— 22 — 3z + 2.
1. Soit y € R. Résoudre ’équation f(x) =y d’inconnue réelle x.

Indication : on pourra discuter sur la valeur de y.

2. Montrer que la fonction f réalise une bijection (encore notée f) de | — oo, a] dans
[B,+00[ oll v et B sont des nombres que 1’on déterminera puis expliciter f~1(y).

3. Ecrire une fonction python courbes de parametre u qui affiche la courbe de f sur
[u, ] et la courbe de f=1 sur f([u,a)).

4. Déterminer quatre applications f1, fo, f3 et f4 de méme expression analytique que
f telles que :

f1 n’est ni injective ni surjective.

fo est injective mais pas surjective.

f3 est surjective mais pas injective.

f1 est bijective mais différente de D'application définie a la question
précédente.

Indication : pourra choisir des intervalles pour les ensembles de départ et d’arrivée
de ces quatre applications.

Exercice 6 (Bijectivité par le théoréme des valeurs intermédiaires)
Soit f la fonction = — 23 — 22 + 2 + 1.

1. Soit y € R. Est-il possible de résoudre explicitement I’équation f(z) =y?
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5.

. En factorisant 1’expression de f par 3, déterminer les limites de f en —oco et en

+00.

Montrer que l’équation f(z) = y d’inconnue réelle z admet une unique solution que
Pon ne cherchera pas & expliciter. En déduire que f réalise une bijection (encore
notée f) de R dans R.

Ecrire une fonction python graphe de parametres a,b qui affiche la courbe de f
sur [a,b] et celle de f=1 sur f([a,b]).

En revenant & la définition, démontrer que f~! est strictement croissante sur R.

Exercice 7 (Les ensembles de départ et d’arrivée ne sont pas inclus dans R)
Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives 7 bijectives ?

Dans ce dernier cas, donner ’expression de sa bijection réciproque.

On écrira également une fonction python £_1 de parametres x et y qui renvoie fi(x,y).

1.

2.

f1 : R2 — R?
(x,y) — (z+y2z-y)
f2 : R? — R?
(x,y) — (x—2y,—2z+4y)

Exercice 8 (Bijectivité et imparité)
Montrer que si f est impaire et réalise une bijection de R dans R alors f~! est impaire.

Exercice 9 (Propriété caractéristique de la bijectivité)

Soit f lapplication de R dans R, définie par : Va € R, f(x)

R

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2. Déterminer f([—2, 2]) et f ([%, 3]) a ’aide du tableau de variation de f.

3. Déterminer I'image directe de R par f. Qu’en déduit-on pour f7?

. o O
Justifier que ’application : 27 20 est bien définie.
— f(z)

Quelle propriété possede cette application ?
Déterminer le nombre d’antécédents de chaque élément de ]0, % [ par f.
Qu’en déduit-on pour f7

Déterminer les antécédents de i par f et retrouver le résultat de la question 5.

7. La restriction de f & [—1, 1] est-elle bijective, injective ?

8. Justifier, a I'aide d’une question précédente,

_ 11
L1 — [ 2’2] est bien définie.

que 'application g : ¢ — fl2)

[-33] — [—1,1]ﬁ
. 1—4/1—4y? . . fr s
9. Montrer que h : g — ——— siy#0 est bien définie.
siy=20
10. Déterminer les applications g o h et h o g. Qu’en déduit-on 7

11. Tracer les courbes de g et h a la main et avec un programme python.



