Mathématiques
Lycée THIERS Devoir surveillé n° 3 1BCPST 2
Année 24-25 30 novembre 2024
Durée : 3h

Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des critéres de notation.
Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. 3 dans tous ses états
1. (a) Exprimer cos(3z) en fonction de cos(z) et sin(x).
cos(3z) = cos(2z + x) = cos(2x) cos(z) — sin(2z) sin(x)
= (1 —2sin*(z)) cos(z)—2sin(z) cos(z) sin(z) = cos(z) —2sin®(z) cos(z) — 2 sin®(z) cos(z)

cos(3z) = cos(x) — 4 cos(x) sin?(z)

(b) D’apres la question précédente cos(3x) = cos(x) — 4 cos(x)sin?(z) donc
4 cos(x)sin?(z) = cos(x) — cos(3z) et finalement par quotient on obtient :

1
1 (cos(x) — cos(3z) )

Vr € R, cos(x)sin?(z) =

Autre méthode.
Soit x € R.

COS(x) Sinz(:c) _ (eizze—iz) (eizaie—iz>2 _ (eizEe—iz> <e12172eiz_e;iz+e—i21)
(eICE 4 e—m:) (eiQ:z: —24 e—i2x)

el3$ _ 2611 4 e—i:s 4 ei:v _ 26—ix 4 e—iSz)

[ i3z + e—i3m} _ [eix + e—i:v])

—5(2cos(3z) — 2 cos(z) )

[

Oo\»—t 00| 00| oo\»i

1
On a démontré que |Vr € R, cos(z)sin?(z) = 1 (cos(z) — cos(3z))

(c) Soit (k,n) € (N*)2. On remplace 2 par - dans 1'égalité établie & la question précédente :

cos(3k) sin? (3k) = %(cos(glk) — Cos(331k)) = i(cos(glk) — cos(:s,j’—_l))

Additionnons les égalités précédentes pour k € [1,n] :

T - Zn: 1 (Cos<‘;€> — cos(B,ZTj))

1 — s T
=1 E (cos(3—k) — cos<ﬁ> ) on reconnait une somme télescopique
=1
1
=1 (cos(%) — 005(30>> par télescopage
1 us
=—-|cos|l—)+1
4 ( <3”) )

Autre méthode de calcul :

1 < 1<
T, = 1 Z: cos(%) 1 ; cos(3,:1> chgt indice i = k — 1 dans le 2¢ )
1 Ty lex 7
= Z Z COS<37]€> — Z COS(§>
k=1 =0
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() )
()0 () = (m(3)

(d) lim T —0donc lim cos(l) = cos(0) = 1. Par somme et produit on obtient :
n——+oo 3N n—+4oo 3n

n
. s o(my 1
Jim 3 cos(zg ) s’ (37) = 3

3

k=1

(e) import math as m

def seuil(p):

= 3/8
k=1
while abs(T-1/2) > p:
= k+1

T = T+m.cos(m.pi/3**k)*m.sin(m.pi/3**k)**2

return k
2. (a) 2911 =2% x 2! =2(2%)? =2 x 47 qui est le terme général d’une suite géométrique.
n

241 _ A 1 IS 2 _ 2 gni
> 2% sz4f—224ﬂ_2 .Zzﬂ =3 (@ -1)

Jj=0

j=0
n n
(b) Y > 2= >~ 2ii = 222221 = 221221
1=0 j=1 0<7,<]<n 7=0 =0
B 23+1 S 22j+1 92j+1 _ 9J
o 91 EE: jz: jz:
§=0 =0 J=0
_ 2 _ 2n+1 12002 oun
3(4 -1) 51 — 3¢ 327 +L
ZZQH-] 2 x 4n+1 2x4"+1
=0 j=1

n

n—1 n
3.) Y Bk-1)= ) (Bk-1)= (3k —1) ka 3k—1)=> 3k%—
k=1

3
?T‘
,_.

=0 k=j+1 0<j<k<n k=17

Il
o

n

B - _onn+1)2n+1) nn+1) nar+1)2n+1) n(n+1)
_3;#—2};_3 . -y = 5 -

n(n+1) ((2n +1) - 1)

n(n+1)2Zn
2 B 2

n

n—1
YY) Brk-1)=n*(n+1)

§=0 k=j+1

Exercice 2. Suite définie par récurrence.



1. Pour tout nombre réel a, on a les formules de duplication :

cos(2a) = cos®(a) —sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)

| sin(2a) = 2sin(a) cos(a) |

2. ug = 2cos(f) uy — ug = 2cos?(9) — 1. m d’apres les formules de duplication.
3. cos(30) = cos(26 + 0) = cos(26) cos(#) — sin(26) sin(0)

cos(f) = cos(20 — 0) = cos(20) cos(f) + sin(26) sin(h)

Par somme membre a membre des deux égalités précédentes, on obtient :

cos(30) + cos(f) = 2cos(260) cos(h)

1
Par quotient | cos(#) cos(26) = B (cos(36) + cos(6))

Autre méthode.
cos(#) cos(26) ( 18*‘3_19) (em*ze_m> = 1(el? 4+ e71) (e 4 7120)
1
1
1
1

129_|_ e—19 12€_|_ el e 129+ e—19 —129)
Bl + 6713 4 ol + e71%) = 1(2cos(36) + 2cos(0))

G
(

(cos(36) + cos(8))

1
2
4. ug = 2cos(f) ug —uy = 2cos(f) cos(26) — cos(h)

=2 x 1(cos(30) + _costt)) — cos{@] d’apres la question précédente
5. |cos ((n — 1)) = cos (nf — 6) = cos (nb) cos (6) + sin (nf) sin ()
cos ((n —2)8) = cos (nf — 26) = cos (nf) cos (26) + sin (nf) sin (26)

= cos (nG) (2 cos? (0) — 1) + sin (n9)2 sin (9) cos (0)

cos ((n —2)0) = 2cos () (cos (n8) cos (#) + sin (nd) sin (9)) — cos (nd)

cos(0) cos(26) =

6. Démontrons par récurrence d’ordre 2 que pour tout n € N, u,, = cos(n#).
Initialisation. L’égalité est clairement vraie au rang 1.
cos(00) = cos(0) =1 et up = 1 donc 1’égalité est vraie au rang 0.
Hérédité. Soit n > 2, supposons que u,_a = cos ((n — 2)0) et u,_1 = cos ((n — 1)§). (HR)
Démontrons que u,, = cos (n&)
Par définition de la suite (uy,), on a : u, = 2cos(0)up—1 — Up—2.
Par hypothese de récurrence on obtient : u,, = 2cos(d) cos ((n — 1)8) — cos ((n — 2)6).
En reportant les expressions de la question précédente dans cette égalité, on trouve :

uy, = 2cos(d) (cos s(f) + sin i >

—<2cos (0) (cos (nycos ) + sin (n8) st (7)) — cos (ne))

= cos (n@) d’ou I’égalité au rang n.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, |Vn € N, u, = cos (n0) .

Exercice 3. Equation trigonométrique
(E) <= V6cos(2x) — V2sin(2r) = 2
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VB2 + (—v2)? = 672 = VB = VIR 2 = VAVI = 2V3

3 3 1 1
(E) #V3 cos(2z) — 2 sin(20) = 2 e V3 cos(2) — Esin(2e) = =
2/2 2%/3 22 2 2 NG
= cos(—z) cos(2x) + sin<—§> sin(2zx) = cos(ﬁ) = cos(2x+ z) = COS(E>
) 6 6 4 6 4
20+ 5 =7 +2km, keZ 2r =% —g+2km kel
< ¢ ou < ¢ ou
v+ 5 =—7+2kn, kel 2r=—-7—§+2kn, kel
(907 =32 _ 21 4 9kr ke r=2+kr kel
< ¢ ou < ¢ ou
(20=—35 — B +2km, kel x=—0+kr, kel
m o
s Z} o7 Z
i {gg +hm ke u{ kT ke }

Exercice 4. Autour de la formule du binéme
n—1 n n
Ly (Z) (—2F =-1—(=2"+)_ (Z) (—2f =—1-(-2)"+ > (Z) (—2)k1n—F
k=0 k=0

D’apres la formule du bin6me de Newton Z (:) (=2)F1"F = (=24 1) = (=1)"
k=0

7

()2t = a1 - o
(

n J .
j) = <‘7> On reconnait la formule du binéme, & laquelle il manque un terme (i = 0) :
1<i<j<n J=1 =1
n

. J . . 7 . i
J J J I\ qiqj—i i y s J i
E :E — :E 1" —-1 = 1+1)YY-1.D = 27 1 =
Z) - 1) <0> <Z> binﬁme( 1) o Z <z> Z( )linéarité
1=0 1<i<j<n

=0

n .

» 1-2" J

J _ _ o — _onN _ . _ _ n__ 5 N _on+l _

E{ 2o l=2x g —n=-2(1-2")—n=-2+2x2"—n Doi E (i>_2 n—2|
1<i<j<n

3. (a) La formule du binéme permet d’écrire :

24V3)° = 2P 45x2xV3+10x28x V3 +10x22x V3 +5x2' x V3
5
+V3
= 324 80V/3 + 240 + 120v/3 + 90 + 9V/3

5
donc (2 + \/§> = 362 + 209v/3 | ce qui est la forme attendue, avec a = 362 € N et b = 209 € N.

(b) D’apres la formule du binéme :

e =S (0 ()= £ () () s & () )

k pair k impair

[NIES

Si k est un entier naturel pair alors % est un entier naturel et (\/g) = (\/?:)2

I
/N
—~
B
~—
[N}
N———
I
w
[SIE



3§ est un entier naturel car 3 et % sont des entiers naturels.

Si k est un entier naturel impair alors % est un entier naturel et (\/g)k = V3 (\/g)k_1 =
k=1 k-l _

V3(V3)" 7 =V3((v3)?) T =vBxa'

k—1 . _ .
372 est un entier naturel car 3 et % sont des entiers naturels.

En reportant dans le calcul précédent, on trouve :

2+ V3)" = Zn: (2) on—k3h 4 /3 Zn: (Z) gn—kghsl

k=0
k pair k impair

Ces deux sommes sont des entiers naturels car leurs termes généraux sont des entiers naturels.
(24 V3)" =a, +b,V3

n n
ou a,, est 'entier naturel Z (Z) 2”7’“3% et b, entier naturel Z (Z) 2”*’“3%

k=0 k=0
k pair k impair

Autre méthode.
On note & (n) la propriété : il existe deux entiers naturels a,, et b, tels que (2 + \/§)" = a, + b,V3

Démontrons cette propriété par récurrence.

Initialisation
En choisissant ag = 1 et by = 0, I’égalité est bien vérifiée au rang 0 car (2 + \/§>0 =1.
Hérédité
Soit n € N, supposons qu’il existe deux entiers naturels a,, et b, tels que (2+ \/3)” = a,+b,V/3.
(24+V3)" = (2+V3)"(2+ V3) = (an + b, V3)(2 + V3)
= 2a,, + anV3 + 2b,V/3 + 3b,, car (V3)2 =3
= (2ay, + 3b,) + (an + 2b,)V3
= aps1 + bn+1\/§ ol ant1 = 2ay + 3by, et bpy1 = an + 20,
Les nombres a1 et by41 sont des entiers naturels comme produits et sommes d’entiers naturels
d’ou Z(n+1).
Conclusion
Pour tout n € N, il existe deux entiers naturels a,, et b, tels que (2 + \/§)” = a, + bn\/g.

Exercice 5. Python
def courbe():
x=np.linspace(0,4,200)
y=np.sin(x)
plt.plot(x,y)
plt.show()

Exercice 6. Applications

Partie 0. Préliminaires.

1. L’ensemble d’arrivée de f est égal a I’ensemble de départ de g donc ‘g o f est bien définie

et‘gof:E—)G‘.
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2. On sait que la composée de deux bijections est une bijection donc

‘si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.‘

3. Supposons que g o f soit surjective.
Soit z € G. g o f surjective, il existe x € E tel que go f(x) = z.

En posant y = f(z), on obtient g(y) = z, ce qui montre que g est surjective.

On a démontré que ‘si g o f est surjective alors g est surjective. ‘

4. Supposons que g o f soit injective.
Soit (z1,22) € E? tel que f(x1) = f(x2).
Par composition par g, g(f(ml)) = g(f(xg)) donc go f(z1) = go f(x2)

or g o f est injective donc 1 = 3, ce qui montre que f est injective.

On a démontré que ‘si g o f est injective alors f est injective. ‘

5. La bijectivité de g o f entraine a la fois I'injectivité et la surjectivité de g o f.

D’apres les questions précédentes on en déduit que :

‘si g o f est bijective alors f est injective et g est surjective.

Partie 1. Etude de Papplication f

1.
La fonction n’étant pas continue en 0, on doit dresser son tableau en deux parties : sur R} et sur R*

Sur R* f est dérivable et f’(z) = 1, on en déduit que f est strictement croissante sur R et sur R* (mais pas
sur R).

lim f(z) = limz +v3 = V3 et lim f(z) = limz — V3 = —/3.
ac;>0 a:;>0 3020 sz

lim f(:E):xETm$+\/§:+OoethIPoof(m): lim r—+/3=—00.

T—+00 T——00

x —00 0 —+00




2.
J(®) = (1= 00,0[U[0, +00[) = £ (] = 00,0[) U £ ([0, +o0])

:] Em f(z), lir%f(x) [ U [f(O), ET fx) [ car x +— x — /3 est continue sur | — 00, 0[ et z > x + /3

x — 0o T—r T o
<

est continue sur [0, +00]
F(R) =] — 00, —V3[U[V3, o0
Par définition f(R) est ’'ensemble de nombres réels ayant un antécédent par f or 0 €] — oo, —v/3[U [V/3, +-00]
donc 0 n’a pas d’antécédent par f ce qui entraine que ‘ f n’est pas surjective. ‘
3.
D’apres la question précédente f n’est pas surjective donc ‘ f n’est pas bijective. ‘

Soit (z1,22) € R? tel que f(x1) = f(x2). Sans perte de généralité on peut supposer que x; < Ts.

Il est impossible que 1 € R* et 29 € Ry car dans ce cas on aurait f(z;) < 0 < f(z2) ce qui n’est pas
compatible avec f(z1) = f(x2).

Il y a donc deux cas : (z1,22) € (R*)? ou bien (z1,22) € R%

Dans le premier cas on obtient 1 — V3 =19 — V3 dol 21 = 9.

Dans le dexiéme cas on obtient z1 + v/3 = z9 + V3 dolt 21 = z5.

On en déduit que ‘ f est injective.‘

Partie 2. Etude de Papplication g

1.

g est dérivable sur R et ¢/(z) = 2322 —1 =22 — 1= (2 + 1)(z — 1)

Cette factorisation montre que 22 — 1 a pour racines —1 et 1. De plus ce polynéme est positif uniquement &
Pextérieur de [—1,1].

_ 1,2 . 1.2 1 _ . _ . . _
g(z) =z (32> —1) or xgrfoo 37° — 1= 400 et xgrfoox +00 donc par produit zgrfoog(x) +o00.

De méme lim %xQ —1=+4ocet lim x= —oo donc par produit lim g(x)= —oc.
T—r—00 T—r—00 T——00

g(—1) = H(-1P = (- =—24+1=2etg() =L —1=—-2.
D’apres tout ce qui précede on a le tableau de variation suivant :
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x —00 -1 1 +oo

J'(x) + 0 - 0 +

g(x) . / % \ - /

+o0

Wl

2.
D’apres le tableau de variation précédent on a :

9(R) = g(] = 00, —1] U [=1,1] U [1,400[) = g(] = 00, ~1]) U g([-1,1]) U g([1,+oc[)
= |, im_gte).o(-0)| U[s0.o(-0] U [s0). tim o) = |-oe. 3| u[-3.5] U |5 +e0]

T——+00

On en déduit que
Comme l'image directe de ’ensemble de départ de g est égale a ’ensemble d’arrivée de g, on peut affirmer que
‘g est surjective. ‘
3.
Déterminons les éventuels antécédents de 0 par g, pour cela résolvons 1’équation g(z) = 0.
g(2) =0 < 23 —2=0 < 2 (322 -1)=0 < z=00u 32> —1=0

«— z=0ouz’=3 < z=0ouz=+v3ouz=—V3
Les antécédents de 0 par ¢ sont les nombres —v/3,0, /3.

Le nombre 0 a plus d’un antécédent par g donc ‘ g n’est pas injective. ‘

L’application g n’est pas injective donc ‘ g n’est pas bijective. ‘
4.

x




