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Exercicg 1 _ _ . _ 5. (un)nen est solution ssi (up)neny vérifie (R) pour tout entier m et ug = 1 et
1. Soit (vp)nen une suite arithmétique de raison r : pour tout n € N, v, = vy + nr. u; = —2. D’aprés ce qui précede, ceci est réalisé ssi u, = 1 — 2n + A(=1)" +
(vn) vérifie (R) <= 2(vo+ (n+2)r) — (vo+ (n+1)r) = 3(vo +nr) =4n—8 < 3\" _ e — 9 Ces deux dernic diti ccuivalent
Qg+ 201+ A1 — v — T — 1 — B — 31 = An—8 —200+3r—2nr = 4n—8. Pour plg avec u9g = 1 et u; = —2. Ces deux dernieres conditions équivalen
n = 0, ceci donne —2vy + 3r = —8 et pour n = 2, —2vy —r = 0. En soustrayant ces 1+ +pu=1 Ap=0
deux équations, il vient 47 = —8 donc r = _T = —2. On a alors —2yy =r = —2 a { 11—+ §,u = _9 { i §/J =—1 Ly Lo+ 1Ly
2 2
—2
donc vy = == 1. Nous venons de prouver que pour que (v,,) arithmétique vérifie A= —p= 2

(R), il faut qu’elle s’écrive sous la forme v,, = 1 — 2n.

Réciproquement, si (v, )nen est la suite définie par v,, = 1 —2n, il s’agit d’une suite
arithmétique de raison r = —2 et pour tout n € N, on a —2vg + 3r — 2nr =
—2 — 64+ 4n = 4n — 8 : d’apres les équivalences ci-dessus, ceci entraine que
2(vo+(n+2)r) — (vo+ (n+1)r) =3(vo+nr) = 4n—8, et donc 2vy, 42— Vyp1— 30, =
4dn — 8 : (vy,) vérifie (R) pour tout entier n.

Dot la suite ’ (1 = 2n)pen est arithmétique et vérifie (R) pour tout n € N ‘

. Vn € N, u, vérifie (R) <= 2upt2 — Uny1 — 3u, = 4n — 8 —

(vn)vérifie (R)
2un+2 — Up41 — 3’LLn = 2vn+2 — Un41 — 3vn <~ 2(un+2 - Un+2) - (unJrl -
Upt1) — 3(Up —Up) =0 <= 2wpi9 — Wyy1 — 3w, = 0. Dol pour tout entier

Wn=Un—Un

n ‘ (up) vérifie (R) ssi (wy,) vérifie (R”) ‘

. La relation (R’) définit une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation ca-
ractéristique associée 2r2 —r — 3 = 0. r = —1 est solution évidente, le produit

3 3
des solutions valant 5 lautre vaut 5 Par conséquent, il existe des réels A et

3 n
w tels que Vn € Ny w, = AM=1)" + <2) . L’ensemble des suites vérifiant (R’)

3 n
est ensemble des suites s’écrivant sous la forme | w, = A\(—1)" + u (2> avec

(A p) € R%.
. D’apres les questions précédentes, Vn € N, u,, vérifie (R) <= w, vérifie (R’)

3\" 3\"
— wn:A(—l)”+u<2> = un—vn:)\(—l)”+u(2> = u, =

n n

U FA=D)" + (3) = up,=1-2n+A-1)"+pu (2) . L’ensemble des

suites vérifiant (R) pour tout n € N est ensemble des suites s’écrivant sous la

3 n
forme |up, =1 —-2n+ A(=1)"+p (2> avec (A, u) € R2.

A+p=0 z

5 p=—1 = 9 5 . Le systéme admettant une unique solution,
2" T p=—x

5

il existe une unique valeur du couple (A, ), et donc une unique suite satisfaisant

2 3\"
les trois conditions : elle est définie par |u, =1 —2n + R {(—1)" — <2) } pour

tout entier n.
u, est une somme dont le terme dominant semble étre la suite géométrique

2 3 n 3 n
—= () . On va donc factoriser u,, par ( 2) . Pour simplifier les calculs on pose

5\ 2

=—ectp=—-.
q ) p 3

n 2 2

u:n n_27+7_ n__ _
p et —p appartiennent & ]—1,1[ et ¢ > 1 donc on a les limites de suites géométriques :

lim p" = lim (—p)" = 0 et lim ¢" = 4oo. Par croissances comparées
n—-+o00 n—-+o0o n—-+o00

. n

lim — =0.
n—+oo g
Par somme et produit de limites| lim wu, = —o0|

n—-+o0o

n

n k n n
S S =Y l1—2k+§ ((—1)’“— (‘Z) )] = kzzo1 - 2;_01« + %Z(—l)k _

k=0
n+1

5 () cper gt 2L 210

— ntl—n(n+1
5 51— 5 1-2 n+l—n(n+1)+

- 11 4 4 3\
-z —r L0 - — o x (1) s S (2)
7 5 -1 pl=n kg e x (C)T 43 (2>

1 6 /3\"
Dot sn:2_n2+(_1)n_() .

S, est une somme dont le terme dominant semble étre la suite géométrique
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2) On va donc factoriser S, par (;) . Pour simplifier les calculs on pose
et p

oﬂcn
1\3\00/-\

3
n? 1 6
Sn:n 2yt — T\
q(p qn+5( ) 5)

pet —p appartiennent a]—1,1[ et ¢ > 1 donc on a les limites de suites géométriques :

lim p" = lim (—p)" = 0 et lim ¢" = 4oo. Par croissances comparées
n—-+oo n—-+o00 n—+00
2
lim — =0.
n—-+oo q"

Par somme et produit de limites| lim S, = —
n—+o0o

Exercice 2 (Intégrale avec deux parameétres entiers et IPP)

1 n+1 1
1.(a) [ Ino :/ andy = | 2 =
’ 0 n+1], n+1

n+1
(b) Effectuons I'TPP avec u'(z) = 2™, v(z) = (1 — x)?, u(z) = m+1 et v'(z) =
n
—p(1 — 2)P~1. Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1].
1 xn+1 1 1 P L L
2™(1 — z)Pdx = 1—2x)? +/ —— "1 — )P
P i [y
=0
p
In,p = "+ 1In+1,p—1
(¢) On applique a plusieurs reprises la relation de récurrence précédente.
;P __plp=1) _
n,p n4+1 n+1l,p—1 (n+ 1)(n+2) n+2,p—2
plp—1)---1 p! X
= I, = d’apres 1.(a
(n+1)(n+2)---(n+0p) 0 (n+1)---(n+p+1) P (2)
pln!

Lp=—2"
P (n+p+1)!

2. I,y = / (1 —2x)Pdx = / Z ( ) dx d’apres la formule du bindéme
0

de Newton

P 1
_ Z (z) (71)19/ 2" E car (7I)k = (- 1)k k et par linéarité de I’ intégrale
k=0

0

k=0

D’apres la question précédente,

-2 () [

|-

AV
k)n+k+1

()

1

pln!

n+tk+1

(n+p+1)!




