1BCPST2 24/25 DM 5 Matrices et systemes linéaires a rendre le vendredi 28 février 2025
Exercice 1 (Transfert de populations) e Personnes résidant dans Y : 20 % restent dans Y, 40 % vont dans X, 40 % vont
Partie A : Calcul matriciel. dans Z.

4 4 1 e Personnes résidant dans Z : 60 % restent dans Z, 10 % vont dans X, 30 % vont dans
On considere la matrice Ag = | 2 2 3 |, et pour tout réel A, on définit Ay = Ayg—AI3. Y.

4 4 6

On rappelle que 0,4, ,(r) désigne la matrice nulle de taille n lignes et p colonnes.

1. (a)
(b)
()

La matrice Ag est-elle inversible ? Si oui, préciser son inverse.

Expliciter A,.

Echelonner le systéme Ay X = 0 Ms..(R) €t en déduire que Ay est inversible si
et seulement si A est différent de 0, 2 et 10 (on ne demande pas de calculer son
inverse).

Soit X une matrice appartenant a Ms 1(R).

Montrer que AgX = AX <= A\X = O, ,(r)-

Déduire des questions précédentes le nombre de solutions de I’équation AgX =
AX, d’inconnue X € M3 :(R), en fonction des valeurs du parametre A (on
précisera l'expression de la solution dans le cas ou elle est unique).
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Montrer que AgX = O, ,(r) & v €R, X =2C; ot () =

Montrer que AgX =2X <= Jy e R, X =yCy ou Cy =

(¢) Montrer que AgX = 10X <= Jy e R, X = yC3 ou C3 =

N — = l\-'>'—“.lo

3. On définit P € M3(R) par P = (C; Cy C3).
Montrer que P est inversible et calculer P~ 1.

4. Montrer que la matrice D = P~1AyP est diagonale.

5. Exprimer A, en fonction de D.

6. En déduire Aj pour tout n € N (on explicitera les coeflicients de Af) : la relation
obtenue peut-elle étre étendue an € Z 7

Partie B : Application.

Un pays est divisé en trois zones X, Y, Z de populations initiales (année zéro) respectives
T, Yo, 2z0- Des transferts de population s’effectuent chaque année entre les trois zones
selon la loi suivante :
e Personnes résidant dans X : 40 % restent dans X, 20 % vont dans Y, 40 % vont
dans Z.

On note x,,, Yy, et z, les populations respectives de X, Y et Z a la fin de la ncannée.

1. Exprimer z1, y; et z; en fonction de zq, yo et zp. Que dire de la population totale
a la fin de la premiere année ?

2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

Tnt1 = 0,4wy + 0,4y, + 0,12,
Ynt1 = 0,22, +0,2y, +0,3z,
Zn41 0,4z, + 0,4y, + 0,62,

3. On note T = xg + yo + 29- Montrer que Vn € N, z,, + y, + 2, = T, et interpréter.
Pouvait-on prévoir ce résultat 7

xn

Yn

Z'ﬂ

Exprimer X,,+1 en fonction de X, a ’aide de la matrice Ay.

4. ¥Yn € N, on pose X,, =

5. En déduire I'expression de X, en fonction de Xy, pour tout entier naturel n.
6. Donner alors les expressions de x,, ¥, et z, en fonction de xg, yo et z.

7. Etudier la convergence des suites (n)nenNs (Yn)nen €t (zn)nen, puis interpréter le
résultat obtenu : la répartition des population a tres long terme dépend-elle de la
répartition initiale ?

Exercice 2 (Un systéme a parameétre)
Résoudre le systeme suivant, de parametre m € R :

mxr + Yy o+ z = 1
r + my -+ zZ = m

() T + y + mz = 1
r + Yy + zZ = m

On précisera le rang du systeme en fonction du parametre m.



