Mathématiques
Lycée THIERS Devoir surveillé n° 5 1BCPST 2
Année 24-25 1°" mars 2025
Durée : 4h

Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des criteres de notation.
Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. Matrice et systéme (2,2)

1. det (A) = m? +4 > 0 et en particulier det (A) # 0 donc ‘ A est inversible. ‘
QAo (m DN _ 1 m 2
2 m m2+4\—-2 m

2. L’écriture matricielle de ce systeme est AX =Y avec X = <§> et Y = ( m )

1—m
AX =Y <— A 1AX =A4"1Y — X=A"1y

A-ly 1 m 2 m \ 1 m? +2(1 —m)
T mZid m)\1—m) m2+4\-2m+m(l—m)
mr— 2y=m et<m2—2m+2 —m(m—l—l))
S 9y
2r4+my=1—m m? + 4 m? + 4

L’unique solution du systeme {

Exercice 2. Suites récurrentes linéaires

1. Par un calcul matriciel explicite on trouve J? = J.

On conjecture que Vk € N*, Jk = J.

Démontrons cette conjecture par récurrence.
Initialisation. J' = J donc la relation est vérifiée au rang 1.
Hérédité. Soit k € N*, supposons que J* = .J (HR).
J = g7 B 77 = 72 = J donc la relation est vérifiée au rang k + 1.

Conclusion. |Vk € N*, J¥ = J

2. |M = I3+ J| On sait que I3 commute avec toutes les matrices. En particulier I3 et J commutent.
Soit n € N.

n

M" = I3+ J)" = Z <Z> Ig‘_kJ ¥ d’apres la formule du binéme de Newton pour les matrices
k=0

=Y (Z) JF car IyF =13 et I3JR = J*

k=0
= (8) JO + Z <Z> J¥  par décrochage du premier terme
—I3+Z< >J car ):1, JO =I5 et pour tout k> 1, JF = J

=13+ J Z < > car le facteur matriciel J ne dépend pas du compteur k

0 n
< >1k1”_k =I3+J (— <0> 191" + Z (Z) 1’“1”"“) par raccrochage
k=0

T+ (1+D)") =L+ (2" —1)J
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(VneN, M" =I5+ (2" —1)J]

1-2" 0 2-22"
(2" —1)J=[2"-1 2 —1 2" —1 | donc
om—1 0 2272

0 0 -2 Ty
1 2 1 yn | =
1 0 3 Zn

\vn EN, Xpi1=MX,, |

3. (a) MX, =

2-—-2" 0 2(1 — 2”)
VneN, M"=|2" -1 2" 2" —1
2n—-1 0 22"—-1
—22y Tn+1
Tn+2yn+2n | = Yn+1 | = XnJrl
Tn + 3zn Zn+1

(b) Démontrons par récurrence que Vn € N, X,, = M"X,.

Initialisation. M°X, = I3X, = X d’ou I'égalité au rang 0.

Hérédité. Soit n € N, supposons que X, = M"X, (HR).
D’apres la question précédente X,,+1 = M X,

En utilisant I'hypotheése de récurrence on a X,, 11 = MM" Xy = M™ X, d’ou I'égalité au rang

n+ 1.

Conclusion. |Vn € N, X,, = M" X,

(C) MnXO :MnX() =M"

D’apres les questions H et H

O O =

Exercice 3. Traitement matriciel d’une SRL3

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1 1 x a
1.Soit P=| 1 -1 2 |.SoitX=|y|etY=1]Db
1 4 z c
r+y+ z=a N r+y+=z
PX =Y — 25 =} _9
T\ e leon |
y T s Is— I

premiere colonne de M™"

Vn € N,

T, =2—2"
yn:2n_1
Zp =2"—1

Le systeme est de Cramer donc | P est inversible

—a+b
—a—+c



r=a—Y—=2
PX=Y &< y=ia—1ib+1iz

==L 1
( 2= 3500+ 3¢

r=a—y—2
e y=30-3b+3(Fa+3)
z:%a+gc

x:a—(a—fb—k 5c) — (%a—i—%c)
S 4 Yy=3 a—fb—l— =C

z:%a+§c

T=a+3b—3c

& y:3a 1b+ 5

Z:?CL_FEC

Comme PX =Y < X = P7'Y, on en déduit :

1 5 =3 (6 3 -3
-1 _ 1 11 _
P7=13 -5 3 =3 2 -3 1
1 1 _
-+ 0 1 2 0 2
1 6 3 -3 1 0 0
2 P—lA:6 -2 3 —1|et|P1'AP=|0 -1 0| =D
—4 0 4 0 0 2
1 -1 2
On avait aussi AP=|1 1 4| et P 'x AP=D
1 -1 8

3. Montrons par récurrence pour tout n € N la propriété P(n) : 7 A" = PD"P~17,
Initialisation : pour n = 0, on a A =T et PD°P~! = PIP~! = [ d’ott P(0)
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) : A" = PD"P~1
Comme P~'AP = D, on a PP~'AP = PD donc AP = PD et APP~! = PDP~! d’ott A= PDP~!
On obtient donc : A"t = A x A" = PDP~! x PD"P~! = ppntip~!
D'ou P(n+1)

Conclusion : ‘Vn €N, A" = ppnp—1

Partie II : Etude de la suite

4. def suite(n):
u,v,w = -6,0,0
for k in range(n):
u,v,w = V,W,2%xw+v—2*%u

return u
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Un, Un+1 Un+1
5. Soit n e N, X, = | upyq donc Xpp1 =\ upya | = Up+2
Up 12 Un43 2Upt2 + Unt1 — 2Up
0 1 0 Unp Up+1
Par ailleurs, AX,, = 0 0 1 Upr1 | = Up42
-2 1 2 Un+2 2Upi2 + Upp1 — 2Up

Vn € N, XnJrl = AXn

6. Montrons par récurrence pour tout n € N la propriété P(n) : " X,, = A" X,”.
Initialisation : pour n = 0, on a A°Xy = I Xy = X d’ou P(0)

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) : X,, = A" X
D’apres 5., Xpi1 = AX,, = A x A"Xy = A" Xy d’ott P(n + 1)

Conclusion : |Vn € N, X,, = A”XO‘

, X, =PD"P 1z,

~

7. Soit n € N. D’apres les questions 6. et 3.(c

n
uQ —6 1 6 3 -3 —6 —6
Or Xo= (w1 | = 0 ] donc P71 X, = sl2 31 0|=1-2
U2 0 -2 0 2 0 2
1 0 0 —6
D est diagonale donc D" = [0 (=1)" 0 | et D" x P71Xy = | —=2(-1)"
0 0 2n ontl
Un 11 1 6
Enfin, [ wpet | =X, =P xD"P'Xo=[1 -1 2| x [—2(-1)"
U2 1 1 4 ontl

Vn €N, u, = —6—2(—1)"+2"*1 | (on n’a besoin que du ler terme)

8. (—1)™ n’a pas de limite... On peut raisonner par comparaison.

Vn eN, (=1)" > —1 donc u, > —7 —2"*!

lim —7 —2"*t! = 400 donc par comparaison, | lim wu, = +oo
n—-+00 n—-+00

On aurait aussi pu écrire :
—6 2(—1)" —6 —-1\"
un=2”+1<2n+1—( ) +1)=2n+1< —() +1)

on+1 on+1 2

1 _ -1\" . —6 -1\" .
Comme |[—| <1, lim [— ) =0donc lim —|—= ] +1=1et lim wu, =400
2 2 n—+00

2

n—+00 n—-—4oo 2n+1

Exercice 4. Systémes linéaires

1. Echelonnons ce systéeme afin de déterminer son rang :

z +2y+22=0 z+2y+22=0
(S) = 4zt y +2:=0 Lot Lo—4L; <= { —Ty—62=0 Lo Lo—4L; . Voila
20 + 4y + z =0 L3 < L3 —2L, —32=0 L3+ L3—2L4

une chance incroyable : le systeme est déja échelonné! On en déduit que ‘le rang de (5) vaut 3 ‘

2. Le rang d’un systéme étant indépendant du second membre, (S) et (S2) ont méme rang. D’apres la

question précédente, | le rang de (S2) vaut 3 ‘




ot

3.¥m € R, (1 — m)(a+bm+cem?) = a + bm + em® — am — bm* — cm® =
a+ (b—a)m+ (c — b)m? — em?. Par identification, ceci est égal & 1 —m3 ssia=1,b—a=0,c—b=0

et —c = —1, ce qui équivaut Aa=b=c=1. Dot VYm e R, |1 —m?® = (1 —m) (1+m+m2).

r + my +mz=m+1
(Sp) <= {m?zr+ y +mz=m+1 Ly< Ly—m?Ly
mr +m?y+ z =m+1 L3+ L3 —ml

T + my + mz = m—+1
— (1-m3)y+ (m—m3)z=(m+1)(1-m?) .
(1-m?)z = (m+1)(1—m)

Encore une chance incroyable, le systéme est échelonné. Empressons-nous de factoriser, notamment en
utilisant la question précédente :

T + my + mz = m+1
(Sm) = (1-m)(1+m+m?)y +m(l—-—m)(1+m)z=1+m)*1-m) .

(L=-m)(1+m)z = (1+m)(1—m)

e Sim=1:(5]) < z+y+2=2 < = =2—y— z et le systéme est de rang 1.

[ ] . < < e‘ €S Sle“le eS‘ e .
[ ] Sl m ¢ { 1, 1} :

En effectuant les opérations Lo <+

1
Lo et Ly + L3, il vient :
1—m 25 (1=m)(1+m) 3, 1 vien
T + my + mz = m+1
(Sm) — { (1+m+m2)y+m(1+m)z: (14 m)? . Le systeme est de rang 3, car 1+m+

z =
m? est un trindme du second degré ne s’annulant jamais sur R (de discriminant —3), et Lo donne :

1+m
1+ )y = (1+m)*—m(1 =(1 l+m—m) =1+m < =——— . Pui
(1+m+m?)y=( ) —m(1+m) = (14+m)( m) 1+m+m2#0y T2 Fuis
1+m L+m+m?—m—m? 1
L;d = l-my—mz = l-m—— —p = =
1 donne x = m+1—my—mz = p+ m1+m+m2 v T mtm? [p———

e Sim=1:8= {(2—y—z,y,z), (y, z) GRQ} et le rang vaut 1.
eSim=-1:8= {(x,O,:U), :UE]R} et le rang vaut 2.

'Sim¢{—1,1};5_{< 1 1+m

1+m+m2’14+m+m?2’
Exercice 5. E’quatz’ons différentielles linéaires d’ordre 2

Conclusion :

1> } et le rang vaut 3.

1. (a) Déterminer une solution particuliere de (E) sous la forme z,(t) = Acos(t) + Bsin(t) ou A et B sont
des constantes.
On pose 2,(t) = Acos(t) + Bsin(t) avec (4, B) € R?
z,(t) = —Asin(t) + Bcos(t) et z,(t) = —Acos(t) — Bsin(t)
Par report,
2y (t) = 52, (t) + 42p(t) = —Acos(t) — Bsin(t) — 5(—Asin(t) + B cos(t)) + 4(Acos(t) + Bsin(t))
= (3A —5B)cos(t) + (5A + 3B)sin(t)
3A —5B=34

Par conséquent, pour que z, soit solution de (F) il suffit que
q pour que z, (E) q {5A 3B 0
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Dans le cadre de la méthode du pivot de Gauss, appliquons Lg «— 3Ls — 5L; a (5)

34 — 5B=34 3A—5(—5) =34 A=3
(9) = = =
34B =-5x34 B=-5 B=-5

La fonction z, définie sur R par z,(t) = 3 cos(t) — 5sin(t) est une solution particuliere de (E).
(b) (Eg) 2"(t) —52/(t)+4z(t) =0
(E;) 2?—5x+4=0donc A =25-16=9 =32 et les solutions de (E,) sont 252 =1 et 2 = 4.

La solution générale de (Ef) est la fonction zz définie sur R par zp(t) = Ae + pe.

La solution générale de (F) est la fonction définie sur R par :

2(t) = 2p(t) + 2 (t) = 3cos(t) — 5sin(t) + Ael + pe! avec (A, ) € R?
(c) Soit z la solution générale de (E). On a z(0) =3+ X+ p.

Z/(t) = —3sin(t) — 5cos(t) + Ael + 4pet! done 2/(0) = =5+ A +4pu

2(0) =3 A+ p=0 A 4+ pu=0 A= —1
— <~ <~
Z/(O):—Q A +4u=3 Lo—1, 3u=3 w=1
La solution de (F) vérifiant les conditions initiales z(0) = 3 et 2/(0) = —2
est la fonction f définie sur R par f(t) = 3cos(t) — 5sin(t) — ef + e,

(d) | Une primitive de f sur R est la fonction F définie par F(t) = 3sin(t) + 5cos(t) — e’ + J et

2. (a) Par composition | 2/(t) = e'y/(e') et |2"(t) |= ety/(e) + etety’(e!) = e'y/(e) + ey (")
(b) 2(t) - 5(t) +42(0) = o5/ (<)) + Py (e) — 5oy () + dy( &)
— (o) — dely/(e) + dy(e)
On at = In(z) donc e =z et e = z2.
z(t) est solution de (F) <= 2"(t) — 52/(t) + 4z(t) = 34 cos(t) pour tout t € R
= eMy’(el) — dely/(et) + dy(e') = 34 cos(t) pour tout t € R

< 2%y’ (z) — 4oy (z) + 4y(x) = 34 cos(In(z)) pour tout = € R,

On en déduit que : ‘z(t) est solution de (F) si est seulement si y(x) est solution de (E’). ‘

(c) Siz(t) =y(et) alors y(z) = z(Inz).
D’apres la question précédente, on peut affirmer que la solution générale de (E’) sur RY est la
fonction y : z +— z(Inx) ou z est la solution générale de (F) définie sur R.

La solution générale de (E’) est la fonction définie sur R¥ par :
y(x) = 3cos(Inz) — 5sin(lnz) + Az + pat avec (A, u) € R

Exercice 6. Autour du minimum et du mazimum avec python

1. (a) def minimax(L):
m=M=L[0]
for t in L:
if t>M:
M=t
if t<m:
m=t
return m,M

Autre version :



def minimaxBis(L):
m=M=L [0]
for k in range(1l,len(L)):
if L[k]>M:
M=L [k]
if L[k]<m:
m=L [k]
return m,M
(b) Une liste numérique est constante si et seulement si son minimum est égal & son maximum, d’ou le
code :
def constante(L):
m,M = minimax (L)
return m ==
Version n’utilisant pas minimax :

def constanteBis(L):

p = L[O]
for t in L:
if t != p:

return False

return True

(a) def moyenne(L):

s =0
for t in L:
s += t

return s/len(L)
Version sans len :
def moyenneBis(L):
s =cpt =0
for t in L:
s,cpt = s+t,cpt+i
return s/cpt
(b) def rgsMin(L):
1st,i = [1,0
for k in range(len(L)):
if L[k]<L[i]:
i,lst = k, [k]
elif L[k]==L[i]:
1st.append (k)
return 1lst
Autre version :
def rgsMinBis(L):
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1st,i = [0],0
for k in range(l,len(L)):
if L[k]I<L[i]:
i,1st = k, [k]
elif L[k]==L[i]:
1lst.append (k)
return 1lst
(c) def moyRgsMin(L):

return moyenne (rgsMin(L))
Exercice 7. Tableau de fréquences absolues et application au tri comptage

1. def tabFreq(L):
t = [0]*100
for k in L:
t[k]+=1
return t
2. def triComptage(L):
t,1st = tabFreq(L), []
for k in range(100):
1st = lst+[kl*t[k]

return 1lst

Exercice 8. Etude d’une fonction et approrimation de la solution d’une équation par dichotomie
On considere la fonction f définie par f(x) = zIn(x) — 1.

l.x2€ %y < x>0donc|Z; =R |

1
Pour tout # > 0 on a f'(x) = In(x) + T = In(z) + 1.

2. Soit z > 0.
F@)>0 < In(z)+1>0 < In(z)>-1 < z>e¢! = z>1
fAy=fle)=e'ln(e!)—1=el(-1)-1l=—-el-1=-1—

e

mggloo In(z) = +o0 p?r prO(iuit p?r somme
mggloox = 400 Jm n(z) = +oo w_l}f_‘{loof@?) = 400
L’énoncé nous donne la limite lim zIn(z) = 0 donc par somme lim f(z) = —1
z—0 z—0

Ce qui précede nous permet de dresser le tableau de variation suivant :

T 0 % 400
r@ - 0+
-1 +00
e T,




3. D’apres son tableau de variation, f prend des valeurs strictement inférieures a —1 sur }O, %] donc f ne
s’annule pas sur cet intervalle.
La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [%,e], f (%) = —% —1<0et fe) =
elnfe)—1=e—1>0.
D’apres le cas particulier du théoreme des valeurs intermédiaires (appelé aussi théoreme de la bijection),
I’équation f(z) = 0 admet une unique solution notée a sur [é, e].
D’apres son tableau de variation, f prend des valeurs strictement supérieures a e — 1 sur e, +o00[ donc f
ne s’annule pas sur cet intervalle.

1
On en déduit que |I’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans R et o € {, e] .
e

4. (a) import math as m
def f(x):
return x*m.log(x)-1
(b) f (%) < 0, f(e) > 0 et f est continue sur [%,e] donc on peut appliquer la méthode de dichotomie
pour approcher a.
def dichotomie(p):
a,b = 1/m.e,m.e
while b-a>p:
c = (atb)/2
if £(c)>0:
b=c
else:
a=c
return a
Pour information la commande dichotomie (10%*(-15)) renvoie 1.7632228343518959 qui est donc
une approximation de o & 10715 pres.

Exercice 9. Approzimation d’une fonction logistique par la méthode d’Fuler
1. def F(y):

return y-y**2
2. def euler(c,h,b):
x,y,1lstx,1sty = 0,c, [0], [c]
while x<b:
X,y = x+h,y+h*F(y)
lstx.append(x)
1sty.append(y)
return lstx,lsty
3. import matplotlib.pyplot as plt
x,y = euler(2,1/100,5)
plt.plot(x,y)
plt.show()
Pour information le code suivant affiche les courbes logistiques pour des populations initiales de 2 et ﬁ.
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x,y=euler(2,1/100,10)
plt.plot(x,y,label="logistique y(0)=2")
x,y=euler(1/100,1/100,10)
plt.plot(x,y,label="logistique y(0)=1/100")
plt.legend ()

plt.grid()

plt.show()



