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Planche d’exercices 16  Suites réelles

Exercice 1 Convergence, divergence

Etudier le comportement des suites ci-dessous lorsque n tend vers 400 :

_ (=" _ : n+1 _ 2"4n%+lnn 5n—6
1. un—cos( - ,vn—nsm( - )7wn_72"+n' tn = 524onta-

24 (—1)" _ VAnZf3n+l _ 275" ez _
2. Un = G Un T TR0 Wn = gagses = — L

= Vn? —VnZ = — n=Vn?H1 _ cos(nin?)
3. up=vVn2+n+1—vn2-—n+1, Un = TUST Wn = g

Exercice 2 Suites extraites

Etudier la convergence des suites proposées en considérant la suite des termes d’indices

. .. . . ntl_(_9)m
pairs et celle des termes d’indices impairs. u,, = WE%;"’ v, = sin (7”)
Exercice 3 Encadrement
2n-+1
On pose, pour n € N* u,, = > T
k=0

1. Démontrer que : Vn € N*, 2—”1 <u, < %

2. En déduire la convergence de (u,,) et sa limite. Valider ce résultat avec Python.

Exercice 4

1. Soit « € R. Encadrer |nz| et en déduire  lim erj Vérifier avec Python.

n n—-4o0o n
2. Déterminer ay, de sorte que 22 = I1 ar. Encadrer [] aj et en déduire lim oL
n n
k=1 k=2 n—+00
n—2 n
3. Encadrer ) k! et en déduire lim 2 > k!. Vérifier avec Python.

k=0

Exercice 5 ,
1. Démontrer que : Vo € Ry, 2z — % <In(l 4 x) < x. Vérifier ces deux inégalités
avec une représentation graphique générée par un programme Python.

2. En déduire la limite de u, = [] (1+
k=1

Exercice 6 {

%) Vérifier ceci a ’aide d’un programme.

Ug = a

Soient a € Ry et (uy,) la suite définie par :
VneN, up4 =

34tuy,
2(14unp)

1. Démontrer que tous les termes de la suite sont positifs.

2. Montrer que si la suite (u,) converge alors lim wu, = 1.
n—+oo
2 TV SUR TIPS _ 1-u,
3. Etablir 'égalité : u,+1 — 1 = 2(1_@”).
4. En déduire que Vn € N, |uyiq — 1 < u, — 1.
5. Montrer que ¥n € N*, |u, — 1| < (l)n71|u1 — 1|. En déduire la limite de (uy,).
6. Etudier z — 2(1+ y sur R, et en déduire un rang a partir duquel |u, — 1| < 1076,

7. Ecrire une fonction Python seuil qui renvoie le plus petit n tel que lup—1] <1076,

Ce programme n’utilisera pas les résultats des questions précédentes.

Exercice 7 Suites monotones

Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et Vn € N, wyq1 = up + ui
1. Montrer que Vn € N, wu,, > 0. En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

. Démontrer par 'absurde que lir}rl Uy = +00.

2
n——+00
3. Montrer que Vn € N, u2 > 2n + u3 et retrouver la limite de (u,).
4. Représenter les 100 premiers termes de (uy,), (vV2n+ 1), (vV2n + 1) avec ug = 1.

Exercice 8 (Série harmonique)
On considere la suite de terme général Uy = Z définie sur N*.

1. Prouver que us, — u, = 5. Déterminer le sens de variation de (uy).

2. Démontrer par l’absurde que lim wu, = 4oc0.

n—-+oo
3. Soit k£ un entier naturel non nul, montrer que : lc+1 <In(k+1) - ln(k) <t
4. En déduire que pour tout n de N*, In(n + 1) < u,, < In(n) + 1 . Retrouver le
résultat de la question 2 et montrer que hm \“f =0et lim 5 n( y = 1.
n—+00 n—r+o00

5. Soit v, =u,—In(n). Montrer que (v,) converge et que sa limite appartient & [0, 1].

6. Ecrire une fonction qui calcule le plus petit n (noté n(a)) tel que u, > a.
n(a)

Conjecturer le comportement du quotient lorsque a tend vers +o0.

Exercice 9
Pour n € N*, on pose u,, = Z m

1. Montrer que (u,) est strictement monotone. Ecrire un programme qui calcule u,.

2. Pour k € [1,n], encadrer m par des expressions ne dépendant que de n.

1

3. En déduire la convergence de la suite (uy,) et Iencadrement : 3 < lim(u,) < 3.

Exercice 10 Suites adjacentes

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites u et v par :
2Uy U ot v _ Up + Un
Uy + Up it 2
1. Démontrer que Vn € N, 0 < u,, < v,, puis donner la monotonie des suites u et v.
2. Montrer que Vn € N|

up=a,vg =bet Vn € N, upyi =

Vo —Uo
DI

lim v, — u,. Ecrlre une fonctlon qui Tenvoie Uy, , Up,.
n—-+o0o

0 < vpy1 — Upgr < 2257 puis 0 < vy — Uy <
Déterminer, si elle existe,

3. Déduire des questions précédentes la convergence des deux suites (uy,) et (vp).



1BCPST?2

Planche d’exercices 16  Suites réelles

4. Montrer que la suite (u,v,) est constante. En déduire la limite des suites u et v.

Exercice 11
Dans chacun des deux cas suivants, montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes. Que

peut-on en déduire ? Déterminer une approximation de lim wu, & 107 prés. On écrira
n—-+oo

également une fonction de parametre p qui renvoie une approximation de la limite a p
pres. Vériﬁer avec cette fonction que la limite est e pour 1. et In2 pour 2.

l.u—z Uy, +

n > 1). Représenter (u,)nen+ et (Vn)nens-

1
et Un = nxn!’ (

q
2. up = agp €t Uy = dopy1 AVEC ag = ) -

2). Représenter (uy) et (vp).

=~
|
MR

Exercice 12 Limites et équivalents

Déterminer la limite éventuelle de chacune des suites :

cosmn

1. u :(l—i- )n, vn:nsin%, Wy =N n

2. up, =vn+1-— ﬁ, Un:n%—l, wn:(z—;i)n.

3. u, =1In (cos?(1)), vp = ™) — 1w, =n o+ (—=1)"n% — 31n(n) + 27

4. u, = (ln(nJr 1) —In(n )) =L - %_H, Wy, (pas d’équivalent de wy,)

Exercice 13
On considere les trois suites définies par ug = 0, vg = %

2 )
relation de récurrence : Vn € N, ¢, 41 = /1 +t2.

1. Conjecturer les expressions de u,, et de w,, puis démontrer cette conjecture.

wo = 1 et vérifiant la méme

2. Montrer que Vn € N, u,, < v, < w,. En déduire la limite et un équivalent de v,,.

) Suites définies par la relation u, 11 = f(un)
Exercice 14

Soit f la fonction définie sur [—2,4o00] par f:z — V2 + x.

1. (a) Etudier les variations de f.
(b) Chercher les points fixes de f (ie résoudre 'équation f(z) = x).

2. Soit la suite (uy,), définie par : ug =0et Vn € N, upi1 = f(un).

Dans un plan rapporté & un repeére orthonormé, tracer €% et la droite
d’équation y = x puis construire les premiers termes de (uy) et conjectu-
rer son sens de variation et sa limite. Ecrire un programme qui trace 7.

Montrer que : Vn € N, u, € [0,2]. Qu'en déduit-on pour la suite (uy)?
(¢c) Montrer que (uy), est monotone et préciser son sens de variation.

En déduire que (uy, ), converge.

(e) Calculer sa limite £.

3. A l'aide de la représentation graphique de la question 2.(a), deviner le comporte-
ment de (u,) lorsque ug € [—2, +00[. Valider avec une fonction Python.

4. Ecrire une fonction Python seuil de parametres u0, p qui renvoie le plus petit
indice n tel que |u, — | < p. On supposera ug € [—2,+00] et p > 0.

Exercice 15

Soit f la fonction définie sur | — oo, 2] par f(z) = V2 — .

1. (a) Etudier les variations de f.
(b) Chercher les points fixes de f (ie résoudre 'équation f(z) = z).

2. Soit (uy), la suite définie par : ug =0 et Vn € N, upi1 = f(uy).

(a) Dans un repere orthonormé, tracer %y et la droite d’équation y = x puis
construire les premiers termes de (u,,) et conjecturer les sens de variation des
suites (uan) et (u2n41)- Ecrire un programme qui trace .
(b) Montrer que : Vn € N, u, € [0,2]. Qu’en déduit-on pour la suite (u,)?
3. Soit h la fonction définie par h(xz) = f o f(z). Justifier que h est bien définie sur
[0, 2] et étudier son sens de variation sur cet intervalle.
4. (a) Vérifier que ug(p41) = h(u2n) et Usni1)+1 = h(uzn41) pour tout n € N.
(b) Montrer que (uay,) €t (u2,+1) sont monotones. En déduire que ces deux suites
sont convergentes.
(¢) Etablir Péquivalence h(z) = 2 <= z'—42?42+2=0et z > 0 et 2—22 > 0.
(d) Vérifier que 1 et —2 sont racines du polynéme x* — 422 +x + 2 et en déduire
que h a un unique point fixe £ que 'on calculera.
(e) En déduire les limites de (ugy,) et (u2,41) et la convergence de (u,,) vers £.
5. A l'aide de la représentation graphique de la question 2.(a), deviner le comporte-
ment de (u,) lorsque ug €] — 0o, 2[. Valider avec une fonction Python.
Exercice 16 Suites définies de fagon implicite
Pour tout n € N* on considere la fonction f, :
1. Etudier les variations de f, sur R;.

[ A S LU I RN JE i x".
k=1

En déduire que 1’équation f,(x) =1 admet une unique solution u,, dans R.

Montrer que Vn € N,V € Ry, f,,(z) < frr1(x). En déduire que (u,,) est monotone.

Montrer que (u,) converge.

Exprimer f,(z) sans le symbole > .

Montrer que us < 1 et en déduire la limite de (uy,)nen«-

S Uk W

Ecrire une fonction Python de parametres n, p qui renvoie une approximation de
Uy, a p pres par la méthode de dichotomie.



