CONCOURS BLANC - 2025 Correction Vn € N, by41 = b, donc (b,) est constante et comme by = 1, | b, = 1 pour tout n € N‘

EXERCICE 1 - Oral AgI‘O—VétO 2007 On a donc, Vn € N, apy1 = 2an, + 1.
0 1 1 11 1 (an) est une suite arithmético-géométrique d’équation caractéristique x = 2z+1 < x = —1
N N N . Vn € N, on pose vp, = an +1 et on a vnt1 =ant1 +1=2an+14+1=2(an+1) = 2v,.
frg —_ — = — = — —_ 2 — ’
L (a) A= 34 3let B=A-1 3.3 3 |- On obtient (vn) est géométrique de raison 2 et de terme initial vo = ap + 1 = 1.

-1 1 0 -1 1 -1
VnGN,vn:2"donc

(b) Supposons par 'absurde que B est inversible. Alors B! existe et comme B? = B, -
onaBxBxB™'=BxB""donc B=1I ce qui est faux. ‘VnEN, A" = anB+ byl avec ap, =2" — 1 et bnzl‘ doncLA”:I—&—(?”—l)Bw

’ B n’est pas inversible ‘

3. Soit n € N. On note C, =1+ (27" — 1)B.

(¢) A= B+1I et comme B et I commutent, A" x C,, = ([+ (2" — 1)B) X ([+ 2™ - 1)3)
A>=B+1)?>=B*+2B+1=3B+1=3A-1)+1 |A*=3A-2I =T+ (2" 142" —1)B+ (2" - 1)@2 " - 1))B
On en déduit que A(A —3I) = —2I donc A(FFA+31) =1 =I4+(2"4+2"-2)B+(1-2"-2""+1)B car B>=B
’A est inversible et A7 = _TIA + %I‘ =1

Donc C), est 'inverse de A" : C,, = A™" doncon a bien A™ =1+ (27" - 1)B

2. Soit n € N.

. . ‘ La relation est encore vraie si n < 0 ‘
Méthode 1 : binéme de Newton (le plus rapide!)

A =B+ 1 et B et I commutent donc d’aprés la formule du bindéme de Newton,

n _ ~(n krn—k _ “~(n k
A" = 2_:@3 = E_%@B EXERCICE 2 - Oral Agro Veto (2016)
Montrons par récurrence pour tout n € N* la propriété P(n) : « B" = B ». . (-t i
L'initialisation est vérifiée car B' = B n €N, un = n Sn = Zu’“’ Tn = S2n,  Un = S2nta
Soit n € N*. On suppose P(n). B""' = Bx B" = B x B = B> = B d’ott P(n +1). k=1
C T T hn ] 1. Montrons que les suites (75) et (U,) sont adjacentes. Soit n € N*.
Donc1Vn e N*, B B
IR A, a e Thi1—T, = Sonta— Son
n n n 2n+2 2n 2n 2n
. . an n n n n n /
Ainsi, A :<O>BO+Z<k>Bk=I+Z(l€>><B=I+< <k>_<0)>XB IZuk—ZukZ Uk + U2n+1 + U2nt2 — Uk
k=1 k=1 k=0 k=1 k=1 Z1 Z1
=I+((1+1)"-1)xB (=) (—1)2 ! 1 1

T o+l 2mt2  2m+1 2n+2

VnEN,A":I—|—(2”—I)BdoncA”:anB—f—anavecan:2"—1etbn:1‘
Or 2n+1 < 2n + 2 donc donc Ty41 — T, >0

2n+1 - 2n +2

Méthode 2 par récurrence oo ---- —---A

) ) o 1 (T,) est croissante 1
Montrons par récurrence, pour tout entier naturel n, la propriété P(n) : « il existe deux b - 4
réels an et by tels que A" = anB +bnl » . e Uni1 —Un = Sonts — Sonit
Initialisation : A° = I = 0.B + 1.1 = agB + boI avec!ag = 0 et by = 11 d’ott P(0). 043 2l 20l 2ntl

bmmmmmmm o= - = Z ug — Z ug = Uk + U2n+2 + U2nt3 — Uk
Héredité : soit n € N. Supposons P(n) : I(an,brn) € R2, A" =a,B + b,1I. k=1 k=1 =1 =1
A"l = Ax A" = (B4 I)(anB 4 boI) = anB* 4 (an + by) B 4 bl = (2a, + bn)B + by 1 _ (= N (=2 -1 L1
car B*=B_ __________________ . 2n +2 2n+3  2n+2 2n+3
On pose 1 ant1 = 2an + by et b1 = by 1 et ainsi, ATt = Gny1B + bpy1l dou P(?’L + 1)' Or 2n + 2 < 2n + 3 donc 71 > 71 donc Upt1 — U, <0
ettt - e - 2n+2 ° 2n+3
Pour tout n € N, (an,bn) € R2, A" = an,B+bnI 1 (Up) est décroissante 1
L e e e e e m - - - o |



r Il
= donc' lim U, —T, =01

I n—-+4o0 |
L

o U,—T, = Sont1— Son =uUznt1 =

Les suites (T5) et (Un) sont adjacentes.

‘ Les suites (T,) et (Uyp) convergent donc vers une méme limite.

. Ton et Up = Uany1 donc (San) et (S2n+1) convergent vers une méme limite.

Par conséquent, | (Sy,) converge

def somme(n):

n (_1)k—1 S=0
. VnGN*,OnaS’nzzi for k in range(1,n+1):
k=1 S+=(-1)**(k-1)/k
return S

. Soit n € N* et z €]0,1]

I, :/'

o +o2
.

: 1+t

Jo=In(l+2)— ——

-1
— 1 I, =
[l—i—t] :E—|—1Jr z+1

/t+1 :/7(#
1+1)2 o 1+t

x

x
In|l+¢ -
[n| - |]o z+1

z+1
. Soit n € N* et z €]0, 1]. Calculons /Z%
On pose u(t) = Aror = =1+t ! V(t) = (z— )"
—(n+ 1) (e — gy
W(t)=(-n—-1)(1+t)"*= T+ v(t) = T

u et v sont de classe C* sur [0, z] donc par intégration par parties

T (z—t)" - 1 —(x —t)" T ]" T —(n+1) —(x —t)"T!
/0 A+ _[(1+t)“+1 T L_/O Gvpr2 *  nx1 @

y T (m_t)n xn+1 /z ($—t)n+1
v N* et V 0,1 dt = - ————dt
n e € x e} ’ ] /0 (1 + t)n+1 n+1 o (1 + t)n+2

. Soit z €]0, 1]. Montrons par récurrence Vn € N* la propriété

P(n): «In(1+2z) = Z%xk + (_1)”/Oz%dt .

Initialisation : pour n = 1. Calculons la partie de droite.
1

(—1)kt /I z—t /ﬂ” 1 /I t
A = 1 - ——dt =x — ——dt + ———dt
; T A Y S (e Ch N AR (e
2 2 2
x x x° +x x

=x—xl, +J, =2 — In(1 - = -
v ade v x+1+n( + ) r+1 r+1 T+

=1In(l+x)

T

+1n(1 +z)— —+

z+ ]

On a bien P(1).
Hérédité : soit n € N*. Supposons P(n).

n -1 k—1 & n T (e )P
2(2395 +(-1) /O ﬁdt

n -1 k—1 n+1 T _ p\n+1
Lmk + (=" <;E+ T~ /0 ET - 2”“ dt) d’apres la question 5.

k
l)kfl & (_1)n 1 " x(x_t)nJrl

In(1+z) =

2
>t

d’otu P(n + 1).

Ve dlo 1, v e N Int ) = 3 ) e e [ Rt

14 t)ntt

. Soit z €]0,1] et n € N*. D’apres la question 6.,

1n(1+m)*27(_1; e

[ o

x (:E_t)’n
< —_ 7
“ \/0 CEnT

(z—t)"
— 7 >
0 donc D =

Comme 0 < z, d’aprés l'inégalité triangulaire,

/z (z -)"

(I4t)ntt
t>0etl41t>

n

In(l+x Z

=1

car, Vt € [0,z], ©

x —t n
Majorons l’intégrale/o % dt.
1
Soit ¢t € [0,z]. 14 ¢ > 1 donc (1 +#)"T! > 1 d’ou (D5 <1
n (1} - t)n n
Comme (z — )" > 0, 4ot <(z—t)

: f A ¢ (.1,’ — t)n /z n
0 d SS de l'intégral L dt < —t)" dt
< z donc par croissance de l'intégrale, /0 0+ ; (x —1)
x _ I n+17T n+1
Or/(x—t)ndt: o Gl 04+ 2 < car z < 1.
0 n+1 0 n+1 n+1
* - (_1)k_1 k 1
1 In(1 -
vz €]0,1], Vn € N n(1+ z) A <o
k=1




8 Soitn e N*. §, — z":(—llz’c‘l EXERCICE 3 - Oral Agro Veto 2016

k=1 Vk € N*, X}, est le numéro du jeton obtenu au k-iéme tirage.

noaNk—1
Or d’apreés la question 7., Vz €]0,1], 0< |In(l1+42z)— ( 1}1 k - i 1 1. N=3. Urne 1={®}, Urne 2={®,®}, Urne 3={®,0,d}
k=1 1
b e o (a) Ona| X1 — U([1,3]) : X1(2) =[1,3] et P(X1:k):§ pour k € [1,3].
Doncavecle,onaiOé’1n(2)75n < +1i(*)
n
b (b) On a X2(Q) = [1,3]. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme
. . complet d’événements (X1 = ©);c[1,3) on a :
Or lim = 0 donc par encadrement, lim ‘ In(2) —S,| =0 ’
n—+4oco N + 1 p n—-+00 ( ) ]P(XQ = 1) = ]P)(Xl = 1)PX1:1(X2 = 1) —|—]P)(X1 = Q)PX1:2(X2 = 1) —|—]P>(X1 = 3)]P)X1:3(X2 = 1)
. - 1 1 1 1 1 1 64342 11
P t, | 1 S, = In(2). == x4 xi=x ot 2
ar conséquent, | lim n(2) 3><1Jr3><2+3><3 3 X 5 i3
9. Soit n € N*. D’aprés (%) on a ‘1n(2) —Sn < L . P(X2 =2) = P(X1 = DPx,=1(X2 = 2) + P(X1 = 2)Px,=2(X2 = 2) + P(X1 = 3)Px,=3(X2 = 2)
n+1 1.1 1_1_ 5
Par conséquent, si T < g, alors S,, est une valeur approchée de In(2) a € prés.
n+ 1 1 P(X2 =3) =P(X1 =1)Px,=1(X2 = 3) + P(X1 = 2)Px,=2(X2 = 3) + P(X1 = 3)Px,=3(X2 = 3)
Or esnt+lz2-=n> - —1. Onpeutdoncprendren:{f—lJ—&—l 1 1 1
n+1 € € =04+04+=x ===
3 3 9
import numpy as np Xa(Q) = [L,3] et P(Xz = 1) = = P(Xa = 2) = >, P(Xa = 3) =
def approx(epsilon): 2(2) = [1,3] et P(X ) 18’ (X2 ) 18’ (X2 ) 9

n=np.floor(1/epsilon-1)+1

return somne(n) 2. Ona| X1 <UL, N]) : X1(Q) = [1,N] et P(X1 = k) = —

pour k € [1, NJ.

N
Alternative : avec une boucle while Vi e N X6 N
n G 5 = 5 .
(_1)k71 1 (_l)kfl 1 (_1)n k( ) [[ ]] ‘
e D S =
k=1 k=1 n+ 3. Soit k € N* et ¢ € [1, N]. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme
. N
def aliprox(epsﬂon): complet d’événements (Xp = j)jep,ng, P(Xir1 =1) = > P(Xk = j)Px; = (Xpr1 = 0)
n= =1
S=? . ) Sachant X = j, le tirage se fait dans 'urne j avec des jetons numérotés de 1 a j.
CLRHEC ii Gl pealon Si 4 > j, alors on ne peut pas tirer le jeton ¢ dans 'urne U; donc Px, —;(Xxy1 =14) =0
n=n o ' 1
S=S+(-1)**(n-1)/n Sii < j, alors P, —(Xp41 = 1) = I
return S
N1
Vk e N* et Vi€ [1,N], P(Xp11 =1) = ;P(Xk =)
j=i

4. Soit k € N* et i € [1, N — 1]. On veut comparer P(X, =i+ 1) et P(X), =1).
Pour utiliser la question précédente en remplacant X par Xy41, on doit avoir k > 2.
Si on veut remplacer i par i + 1, on doit avoir ¢ + 1 < N. On fait des cas.

1* cas:sik > 2et ¢ < N — 1, alors d’apreés la question 3,

N1
PXp=i+1)= > =P(Xp_1=7j)
Jj=i+1
. N1 . N1 . 1 . .
et P(Xk = ’L) = Z ;P(Xk,1 :j) = Z *_]P(kal :])‘FzP(Xk—l = Z) > ]P)(Xk = Z—|—1)
=i j=it1



5.

Done P(Xy = ) = P(Xx = i + 1) + “P(Xe_r = i) > P(Xp = i+ 1) car i > 0 et
K3

P(Xi_1 = i) >0

2éme cas:sik=1et i<

P(X: — i) = P(X1 = i+1) = % done P(Xy = i) > P(X1 = i + 1).

N — 1, alors d’aprés la question 2,

3mecas : si ¢ = N, alors P(Xx = N + 1) = 0 (événement impossible) donc
P(Xy=N) > P(X,=N+1)
Dans tous les cas, on a P(X, =i+ 1) < P(Xx =1)

‘Vk € N*, la suite finie ((P(Xr =1))1<i<n est décroissante ‘

(a) Soit k € N*. On veut comparer P(X; =1) et P(Xyy1 =1)

Méthode 1 : comparaison d’événements
Si Xy =1, alors le tirage suivant se fait dans I'urne 1 qui contient un seul jeton nu-
méroté 1 donc Xx11 =1: (X =1) C (Xk41 =1) donc P(Xp =1) < P(Xi41 =1)

Méthode 2 : a l’aide de la question 3

P(Xpp1 =1) = Z jIP’(Xk =j) = )+ Z P(X. > P(Xy =1)
j=1

carV]E[[2N]]1 >0et P(Xx =37) Odoncz (Xe=34)=20
J

’ La suite (P(Xk = 1))ren+ est croissante‘

Une probabilité est toujours inférieure ou égale a 1 donc Vk € N*, P(X;, =1) < 1:
la suite (P(X, = 1))ren+ est majorée par 1 et croissante, donc d’aprés le théoréme

de convergence monotone, ‘ la suite (P(Xk = 1))ken+ est convergente ‘

(b) Soit k € N*. D’apreés la question 3, P(Xy41 = 1) =

+Z (Xk =17)

1 1
t ainsi —P(Xx =j) > —=P(X =
et ainsi 7 (X =14) N ( k=7)

1 N
oy 2P (X =
Jj=2
N

Or ip(xk =j)=> P(Xy=j)—P(Xp=1)=1-P(X; =

=2 j=1

Vi €[2,N],2<j <N donc - >

1
j

=2~

Par conséquent, P(Xi11 =1) > P(Xy =

Vk € N*, P(Xp1 = 1) > P(X) =

1+ 3 (- B(X, = 1))

(c) On sait que la suite (P(X; = 1))ken+ est convergente. On note £ = i liIJIrl P(Xy, =1).
— o0

On a kliT P(Xk+1 = 1) = ¢ donc par passage a la limite dans la relation précé-
—+ 00

dente, on obtient ¢ > £ + %(1 — ) On a donc 0 > %(1 —{)donc ¢ >1

Par ailleurs, P(X), = 1) < 1 (probabilité) donc par passage a la limite, £ < 1

Onadoncl{=1:| lim P(Xp=1)=1
k—4o0

6. Soit ¢ € [2, N] fixé. Comme i # 1, on a [Xy = i] C [Xx # 1] donc [Xi =] C [Xr = 1].
Par conséquent, P(X, = i) <P ([X,c = 1})
On adonc 0 < P(Xp=14) <1-P(X;=1).

Comme kliT 1-P(X; =1) =0, d’aprés le théoréme des gendarmes ,
— 400

Vi€ [2,N], lim P(Xp=i)=0

—+oo

7. A:" Tous les tirages donnent un numéro différent de 1 "

+o0 Foo
(a) Ona A= () (X, =1) donc| A= [ J(X,=1).
n=1 n=1
+o0 —
(b) Pour tout k> 1, (Xx =1) C | J(Xn=1) donc | (X =1)C A4
n=1
On a donc P(X; = 1) < P(A) < 1.

Comme klil;rrl P(Xy = 1) = 1, d’aprés le théoréme des gendarmes, | P(4) =
—+00

(c) P(A) = 1 — P(A) donc m

L’événement "tous les tirages donnent un numéro différent de 1" est presque

impossible.
8. Python :
import random as rd
def E(N,k):
def simulX(N,k): e S:(() )

urne=N

for i in range(k):
boule=rd.randint (1,urne)
urne=boule

return boule

for i in range(10%*5):
S=S+simulX (N, k)
return S/10%*5

def simulY(N):

urne=N

boule=0

k=0

while boule !=1:
boule=rd.randint (1,urne)
urne=boule
k=k+1

return k



