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Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des critéres de notation.
Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L’usage des calculatrices est interdit.

Exercice 1. Série de la fonction exponentielle et applications
On rappelle que 0! = 1! =1et n! =1 x --- X n pour un entier n > 2. Pour n € N*, on note :

1 1

Sp = k:i et T,=85,+——

WM:

1. Montrer que les suites (Sp)nen+ €t (Tn)nen+ convergent vers une méme limite notée /.
2. Montrer que 2 < £ < 3.

3. (a) Ecrire une fonction facto(n) d’argument n € N qui renvoie la valeur de n!.
(b) Ecrire une fonction somme (n) d’argument n € N* qui renvoie la valeur de S,,.

¢) Ecrire une fonction approx(p) de parametre p € R* qui renvoie une approximation de £ i res.
Pp p b b +q pp bp

4. Montrer a ’aide d’une intégration par parties que, Vn € N et Vx € R

x _ A\n n+1 T _ \n+1
/ (z—1) otdt = =~ +/ (z—1) ot dt
0 n! (n+1)! 0 (n+1)

5. Montrer par récurrence que Vx € R,
n k T n
T r—1
YneN, &= —I—/ uetdt

6. Justifier que Vz € Ry, Vn € Net Vt € [0,2], (z— t)” el < (z —t)"e”.

n-l—l e
7. En déduire que Vx € Ry et Vn € N,
d * Z k! (n+1)!
8. Donner la valeur de lim — pour z € R, apres avoir justifié son existence.
n—-+o0o — k‘
9. En déduire la valeur de /.
e —1
10. On considere la fonction f définie sur R par f(z) = prant

(a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. A partir de maintenant f désignera ce prolon-
gement. Préciser la valeur de f en 0.
=
f@) = fO) g . 1 =M
x

(b) Pour x > 0, on note Ty(z) = . Etablir que pour tout = € R, Ty(z) — - =

2 x2
¢) A laide d’une question récédente, montrer que la fonction 7y admet une limite finie en 0 que 'on
q p q q
calculera.

(d) Qu’en déduit-on pour f? Donner une équation de la tangente a la courbe de f en 0.
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Exercice 2. Suite définie implicitement et suite récurrente
On considere la fonction g définie par g(z) = ¢* — 1+ In(1 4+ ). On donne 2,7 <e < 2,8 et 0,6 <In2 < 0,7.

1. Etudier g.
1

2. (a) Montrer que pour tout n € N*, I’équation g(z) = — admet une unique solution que ’on notera u,,.
n

(b) Etablir Pencadrement 0 < u,, < 1 pour tout n € N*.

)
()
)
)

Comparer g(uy,) et g(un+1). En déduire le sens de variation de (up )nen=-

d

Montrer que (u,)pen+ converge vers une limite a vérifiant g(a) = 0. En déduire la valeur de a.

(e) Montrer que lim 9(un)
n—-+4oo Up,

= 2. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers 4oc.
3. On définit la suite récurrente (v,)nen par vo = 1 et Vn € N, v,41 = g(vy).

(a) Montrer que Vn € N, v, > 0.
(b) Démontrer que Vn € N, v,11 > v,,. Qu’en déduit-on pour la suite (vy,)nen ?
(c) On pose h(x) = g(x) — x. En étudiant h, démontrer que Vo € R%, h(z) > 0. Qu'en déduit-on pour
les points fixes de g dans R4 ?
(d) Démontrer par I’absurde que lim v, = 4oc.
—+00

n

1
4. Calculer l’intégrale/ g(z) dz.
0

Exercice 3. Suite récurrente, une autre approche
Soit la fonction ¢ définie par ¢(x) = /1 + x et la suite récurrente définie par wg = 0 et Vn € N, w11 = @(wy,).
1. Résoudre I'équation ¢(x) = z. On notera b sa solution.
2. Justifier que (R ) C Ry puis démontrer que Vn € N, w,, € R;..

3. Montrer que Y(z,y) € (R1)?, [p(z) — p(y)| < = ; y"
1

4. Montrer que Vn € N, |wp41 — b| < §|wn —b|.

1
5. Démontrer par récurrence que Vn € N, |w,, — b <2 X o
6. Justifier la convergence de (wy,)nen et donner sa limite.

1
7. Calculer l’intégrale/ o(x)da.
0

Exercice 4. Valeur moyenne d’une fonction et méthode des rectangles

1 b
On rappelle que la valeur moyenne d’une fonction continue f sur le segment [a, b] est le nombre 2 / f(x)dz.
—al,
2

Ecrire une fonction python moyenne (n) qui renvoie la valeur moyenne de la fonction = — e~ T sur [0,2] en
utilisant la méthode des rectangles avec n intervalles. On commencera par importer la bibliotheque math.



