Mathématiques
Lycée THIERS Devoir surveillé n° 8 1BCPST 2
Année 24-25 24 mai 2025
Durée : 3h

Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font partie des critéres de notation.

Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions et d’encadrer les résultats. L'usage des calculatrices est interdit.

1.

3.

Exercice 1. Série de la fonction exponentielle et applications

On va montrer que ces deux suites sont adjacentes

n+1
Pour n € N*, Sj,41 — Z*—Zk, n—l—l ?X/% (n+1)! >0

donc la suite (S, )pen+ est crmssante et meéme strictement croissante.

1 1 1
Thy1 =T, = Sy ——=25 Sh —
whL T n+1+(n—i—1)x(n—|—1)! " nxn! S +(n+ )x(n+ DI nxmnl
B 1 n 1 I 1 N 1 1
T n+1)! (n+)x(n+1)! naxnl (n+1l)xn! (m+1)2xn nxnl
- (n+1)n n (n+1)?
(n+12xnxn! (n+1)2xnxn (n+1)2xnxn!
(n2+n)+n—n?+2n+1) —1
(n4+1)2 xn x n! (n+1)2 x n x n!
donc la suite (T,)nen+ est décroissante et méme strictement décroissante.
Ty — Sp =
n x n!
1
Par produit et quotient, lim —— =0donc lim 7T, — S, =0.
n—+oon X n! n—+o0o

D’apres ce qui précede (Sy, )nen+ et (Ty)nen+ sont des suites adjacentes or deux suites adjacentes convergent

vers la méme limite donc ‘ (Sn)nen* et (T),)nen+ convergent vers la méme limite. ‘

Pour la suite on note £ = lim S,,.
n—-+o0o

Le théoreme des suites adjacentes dit que Vn € N*, S, < £ < T, et en particulier 57 < £ < T1.
Si=g+h=1+1=2etT1 =8+ iy =2+1=3dou[2< (<3
(a) def facto(n):
f=1
for k in range(l,n+1):
f=fxk
return f
(b) def somme(n):
s=0
for k in range(n+1):
s+=1/facto (k)

return s

Alternative plus efficace mais un peu plus délicate a coder :
def sommeBis(n):
s, f =0,1
for k in range(n+1):
s,f = s+1/f,fx(k+1)

return s
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(c) def approx(p):

_y fla-t" i (
4. Dans l'intégrale —— €' dt on choisit u (t) =
0 n:

La fonction t — (x —t)"

w"Jr

On a également v'(t) = e’. Les fonctions u et v sont clairement de classe C! sur R.

n=1
while 1/(n*facto(n))>p:
n+=1

return somme(n)

Alternative plus efficace mais un peu plus délicate a coder :

def approxBis(p):
n=2,1
while 1/(n*facto(n))>p:
s,n = s+1/facto(n+1) ,n+1

return s

Alternative encore plus efficace mais plus délicate a coder :

def approxTer(p):
s,f,n =2,1,1
while 1/(n*f)>p:

n+=1

f x=n

s += 1/f
return s

x —t)"
n!

par conséquent t — M se primitive en —

11 (+1

Par intégration par parties on obtient :

i

n!

Y ) _ \n+l1 T T _ \n+l
Metdt:[—wet] _/ _@=O)"
0 0

(n+1)! (n+1)!

xn—i—l T (x . t)n—i—l
=—-0+ 7) + / ~— 7 ___eldt qui est bien la formule attendue
0

(n+1)! (n+1)!

A n+1 z _ f\n+1
Metdtzxﬁ/ @ 4
0

i

n! (n+1)! (n+1)!

5. Soit z € R.

Démontrons par récurrence la formule proposée (notée Z(n)) pour tout n € N.

IOnaZ / x—t T etdt =

nok

x
H. Soit n € N, supposons & (n) c’est-a-dire : e = Z —

T(x—t)" xzn T (g —
D’apres la question précédente / ! eldt = -~ + / (7

+
— ko

n+1 x —t n+1
Par report, €* Z H -|- S / % ot dt
0

(n+1)!

et v(t) =

t

[§]

est de la forme —w'w™ avec w(t) =z —t donc t — (x — )"

) donc on choisit u(t) =

/ eldt =1+ [e']f =1+ " — 1= e" d'ott 2(0).

x(iﬁ—t)net +

se primitive en



10.

n+1 k
x—t)" R
Par raccrochage, €* Z 1 / NCESR eldt dou P(n+1)

2 N\~ Z Tzt
C.|VzeR, VneN, e _;M+/O et

Soit x > 0 et n € N.
La fonction exponentielle est croissante sur [0,z] et 2 > 0 donc V¢ € [0, x] el < e”.
Etant donné que (x — )" > 0, on a par produit (z —t)"e! < (z —t)"e

Vr € Ry, Vne N, Vt€[0,z], (x—t)"e" < (xz —t)"e”

no ok

x T (x—t)"
Soit x > 0 et n € N. D’apres la question |5, e* — E o % el dt
! n!
k=0

| e,
e—kz::oks!—/0 . edt‘

Etant donné que x = 0 et que la fonction ¢t —

o

donc

(z—t)"

' e! est positive sur [0,z], on peut affirmer que
n!

[ ] [
0 n' 0 ’fl'

x—t)"

/ % el dt > 0 par positivité de P'intégrale. On a alors
0 n:

x T — t n x
D’apres la question précédente et par croissance de l'intégrale, / (7') el dt / ( ' e® dt.
0 n. 0 mn.
T ()P e® T e T —t n+17% emxn+1 xn+1 e
/ Z=t" efdt=— [ (z—t)"dt = _{ ) = =
0 n! n! Jo n! n+l |, n!(n+1) (n+1)!
n+1
Par transitivité on obtient finalement |Vz € Ry et Vn € N,
+ Z k! (n+ 1)
xn-l—l T
Si z € [0, 1] alors la suite géométrique (z"1),cn a une limite finie donc par quotient lim ~———— =0.
n—+oo (n + 1)!
xn+1 T
Si z > 1 alors par croissances comparées lim ——— = 0.
n—+oo (n + 1)!
n k
D’apres la question précédente et le théoreme des gendarmes on a lirf e’ — i 0 donc
n—-+0o0o :
k=0

nok
Ve € Ry, lim Z%:ex

n——+oo

Dans le cas particulier z = 1, on reconnait S,, dans la somme de la question précédente donc par unicité
de la limite,

T —1
(a) La fonction f n’est pas définie en 0 et f(z) = ¢

T 0

SHES

= 1 donc ilg(l)f(x) =

‘La fonction f est prolongeable par continuité en 0. ‘

Dorénavant f désignera le prolongement par continuité de x — sur Ry .

En particulier | f(0) =1

(b) Soit = > 0.

1 e=l_1 1 e —1 1 a? N
2 e Y A R . o2 1. T v
(To(a:)—z)a: < . 2)37( . 1) 5T =€ 1—=z o7 = © E i
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(d)

2 .Tk
X —_— JR—
L kz_o Kl
Par quotient, on a bien | Ty(z) — 5= :pi_ pour tout x € R’
2k
x
X —_— JE—
I LI
D’apres la question précédente |Tp(x) — =| = k=0
2 22
2 k 3 AT
s . P B v _ate
D’apres la question [7|on a pour n =2 : |e Z X < 30
k=0
2
1 1 zk 23 e”
el it | et — il
Sachant que = > (0, on a par produit : 2 e kz_o I < 731
N . . . 1 xe®
Apres simplifications on obtient |Ty(z) — 5 < 3
xe® 1 1

Par produit, lim = 0 donc par le théoreme des gendarmes lim Tp(z) — = = 0 et | lim Tp(x) = =
z—0 z—0 2 z—0 2

Par définition de la dérivabilité d’une fonction en un point, on déduit de la question précédente que

1
f est dérivable en 0 et f/(0) = 3

Sachant que f(0) =1 et f/(0) = %, la tangente & € en 0 a pour équation y = 1+ %x

Exercice 2. Suite définie implicitement et suite récurrente

l.z€Y) <= 1+2><+= x> —1donc Z, =] —1,+o0|.
g est dérivable sur | — 1, 400[ par composition et somme.
Soit > —1. ¢'(z) = € + H% > 0 donc ‘g est strictement croissante sur | — 1, +-00]. ‘
2. (a) D’apres la question précédente g est continue (car dérivable) et strictement croissante sur | —1, +00].

Par composition et somme, lim g(z) = +ooet lim g(x) = —o0
r—>+00 r——1

r——1 T—r400 |:

1
n € N* donc - € ] — 00, +00[ :] lim g(x), lim g(x)

D’apres le théoreme de la bijection,

1
I’équation g(x) = — admet une unique solution dans | — 1, +00[ que 1’on notera u,.
n

g(0)=0etg(l)=e—1+In2>27—-1+0,6=2,3 d’apres les données numériques de 1’énoncé.
Sachant que 0 < % <1< 2,3, on peut écrire g(0) < g(uy,) < g(1).
Par stricte croissance de g sur | — 1, +o0[ on obtient m

ln) = > — = gluns) done [glun) > gluns1) |

Par stricte croissance de g sur | — 1,400[ on obtient u, > up4+1. Comme cette inégalité est vérifiée

la suite (u,)pen+ est strictement décroissante. ‘

pour tout n € N*,

D’apres les deux dernieres questions (uy,)nen+ est décroissante et minorée par 0.

Par le théoreme de la limite monotone ‘ (Up )nen+ converge ‘ On note a = lirf Up,.
n—-—+0oo

La continuité de g donne lim g(uy,) = g(a). Par ailleurs il est clair que lim — =0.
n—-+oo n—+oo n



Or on sait que Vn € N, g(uy,) = % donc par unicité de la limite | g(a) = 0.
— =1 li .
0€]—oo,+oo[=| lim g(z), lim g(z)
D’apres le théoreme de la bijection I"équation g(xz) = 0 admet une unique solution dans | — 1, 4+00].

9(0) = 0 donc 0 est une solution de I'équation g(x) = 0. Par unicité de la solution, a = 0.

On a montré que | lim wu, =0
n—-+0o0o

Autre méthode (plus rapide)

D’apres la question [2a] g réalise une bijection de | — 1, +oo[ dans R (théoreme de la bijection).

n—+oo n

1 1 1
g(uy) = - donc u, = g ! <n> Sachant que lim — = 0 on obtient ngr—ir-looun = ¢ 1(0) par

continuité de g~! (théoréme de la bijection). On a g(0) = 0 donc g~ *(0) =0et| lim wu, =0

n—-+oo
g(un) e =1+ In(l+u,) e'r—1 N In(1 4+ up)
un N un o Un un
. . e —1 U,
Sachant que lim w, =0ona e"» —1 ~ u, et par quotient ——— ~ — =1.
n—+o00 +o00 U, +00 Up
. . In(1+u U
On a également In(1+ wu,) ~ wu, et par quotient In(1 +un) ~ —=1.
+oo Unp, +oo Uy,
On en déduit que lim & T et lim M — 1. Par somme | Lim g(un) -9
n—-+4oo Un, n—-4oo Up, n—+00  Up
On sait que g(u,) = % donc par report dans la limite précédente, lim — = 2.

N—+00 NUp

1
Cette derniere limite étant finie non nulle, on peut écrire — ~ 2. On compose par la fonction

nuy, +oo
. 1 .. 1
inverse : nu, ~ — et on divise parn :|u, ~ —
+oo 2 +oo 2n

Démontrons par récurrence que Vn € N, v, > 0.
N——

P(n)

Initialisation. D’apres I’énoncé vy = 1 d’ou £(0).
Hérédité. Soit n € N, supposons que v, > 0.
~——

HR
g étant strictement croissante sur | — 1, +o0[, on a g(vy,) > ¢(0) ainsi v,4; > 0 d’out Z(n + 1).

Conclusion. |Vn € N, v, > 0‘

Démontrons par récurrence que Vn € N, v,11 > vp,.
——
Initialisation. v9 = 1 dot v; = g(1) =e—1+1In2 > 2,7—1+ 0,6 = 2,3 d’apres les données
numériques de I’énoncé. En particulier v; > vy d’ou Z(0).
Hérédité. Soit n € N, supposons que vp41 > vy
N——

H.R
g étant strictement croissante sur | — 1,+o0[, on a g(vp4+1) > g(v,) car d’apres la question
précédente v, et v,4+1 appartiennent a | — 1, +ool.

ainsi vp42 > vpg1 dot Z(n+1).

Conclusion. |Vn € N, v,41 > v, ‘
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(d)

4.

On en déduit que ‘la suite (vn)nen est strictement croissante. ‘

La fonction h est définie 1 ol ¢ est définie c’est-a-dire | — 1, +o0].
1 1
Wr)=g(r)—1=e"+ 5 —1=e" -1+ 3.
Siz > 0alors e® > ¥ = 1 par croissance de I’exponentielle sur R, ainsi e —1 > 0 et ex—l—i—l%: >0

sachant que H% > 0.

On en déduit que h est strictement croissante sur R . Par ailleurs h(0) = 0 donc |Vz € RY, h(z) > 0|.

En particulier h ne s’annule pas sur R7 .

Ona:g(r) =2 < g(x) —x=0 < h(z) =0 donc ‘g n’a pas de point fixe sur Ri‘

Supposons par I'absurde que (v,) ne tende pas vers +00. Sachant que (v,) est croissante (question

3b)), elle va converger vers une limite que 1'on notera ¢ supérieure ou égal au premier terme de la

suite c¢’est-a-dire vg = 1.

Ona lim w,q; =/ et par continuité de g, lim g(v,) = g(¢). Or vy4+1 = g(vy,) donc par unicité de
n—+0o00 n—+oo

la limite, £ = g(¢). Autrement dit, ¢ est un point fixe de g supérieur ou égal a 1, ce qui est impossible

d’apres la question précédente.

Conclusion : | lim v, =+
n—-+o0o

/Olg(x)dx_/ol e“dx—/olld:):—i—/ol (1 + 2) dx_[ex](l]_[x](l)—i—/olul(x)ln(u(x)) dz

avec u(x) =1+ =z et u/(z) =1

/1g(x)dx— el = —(1-0)+[1+2)n(1+2)-(1+z)j=e—1—1+2In(2) —2— (In(1) — 1)
0

/1g(x)da;:e+2ln(2) -3
0

L px)=2 <= Vi+zr=10 < {

Exercice 3. Suite récurrente, une autre approche

142 =a?
x>0

l4zx=2%2 < 22—2x—-1=0.

A = (-1)2 -4 x1x (~1) = 5 donc les deux solutions de I'’équation x

T2

Autrement dit, | 'unique point fixe de ¢ est b = .

= 1+72\/g Seule 9 est positive donc | 'unique solution de ’équation p(z) = x est b = .

2

S

—x—1=0sont z; = 1_2 et

1++5

2

1++5

2

2. Soit x € R4, le nombre /1 + x est bien défini et est positif donc p(z) € R.

On a démontré que | p(R;) C Ry

Démontrons par récurrence que Vn € N, w, € R4

I. wg = 0 donc wy € R;..

H. Soit n € N, supposons que w,, € R.

On a wyy1 = p(wy) € p(R4y) C Ry donc wy41 € Ry

c.\vneN,wneR+\

3. Soit (xz,y) € (Ry)?.



Premiére méthode : expression conjuguée

Y el _Vi+e-VityVita+Vity (U+2)-(I+y)
#le) —ply) = VIt = ity = Vitr+T+y Vit z+VI+y

_ rT—y
Vitz+/T+y
|z —yl
Sachant que 1 +x 4+ 1 +y > 0on a |p(x) — =
q Vity lo(z) — @yl ATt vty
et v/1+z > v1=1. On obtient également /1 +y > 1.

Onsaitquez >0donc 1+z >1
Par somme 1+ 2+ 1T+ y > 2.

1
Par décroissance de la fonction inverse sur RY : ATt Vit <
T Yy

N =

|z — | < lz =yl
Vitz+VI+y = 2

Par produit

On a montré que | Y(z,y) € (B4 [¢(e) — ply)] < 3 !

Deuxiéme méthode : théoréme des accroissements finis

Pour simplifier on suppose que y < x. La fonction ¢ est continue sur [y, 2] et dérivable sur |y, z|.
x J—
D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € ]y, z| tel que plz) = ely) =¢'(c)
T —y

Pour ¢t €x,y[, on at > 0 car x > 0. On a successivement :

1 1 1 1
L+t>1L, ViFt>V1i=1, —— < -=1,¢(t) = —— < =
g1 e <2
— 1
On compose par la valeur absolue : ’go(ac)go(y)‘ =o' (c)| = ¢'(c) < 3
r—=y
- , |z — yl
On multiplie par |z —y| > 0 : |p(z) — ¢(y)| < 5
4 2 [z —y|
On & montré que [¥(z,y) € (B, lo(x) — o(y)| < oY)
. Soit n € N.
|wnt1 — b = |p(w,) — @(b)| car b est un point fixe de ¢
—b
< [an] d’apres la question précédente, sachant que w,, et b sont positifs
1
Vn € N, |wpy1 —b| < E\wn —b)

1
. Démontrons par récurrence que Vn € N, |w,, — b| < 2 x o

2(n)
1++5

1
car wg = 0. Par ailleurs 2 x — = 2.

I. "LU() — b‘ = 20

On sait que 4 < 5 < 9 donc 2 < V5 < 3

3 1 5
Par conséquent 3 < 1+ Vb < 4 et 3 < +2\[

<2 doit 2(0).

1
H. Soit n € N, supposons que |w,, — b| < 2 x o

1

=2X 50T

N | =

L1 1
Par produit §|wn —b<2x on X
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Avec la question précédente on obtient |wy+1 —b| < 2 X

d'on Z(n+1).

on+1
1
C.|VneN, |w, — b <2><2—n
. . 1
6. On sait que lim 2 x — =0.
n——+00 2n

D’apres la question précédente on a par le théoreme des gendarmes lim w, —b=0

li
n—-+o0o

donc| lim w, =

[

-3

5

&
I

W (z)(u(z))? qui se primitive en ("(2) = 2(u(x))? avec u(z) =1+ z et v/(z) = 1.
2

! 2 31l 2 /. 3 3 14l 1
o(x)der = 3 [(1 +:E)2]O =3 (22 - 1). Sachant que z2 = 2" "2 = zx2 = x4/, on a finalement :
0

Exercice 4. Valeur moyenne d’une fonction et méthode des rectangles
import math as m

def moyenne(n):
=0
for k in range(n):
s += m.exp(-(k*2/n)**2/2)
return s/n



