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TD : Séries numériques

1 Pour appliquer et approfondir le cours

Exercice 1
Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

(a) Up = nQLH

__ cosh(n)
(b Un = cosh(2n)

1
c) u, =nn —1

)
()
(d)
(e) u, =e V"
(f)
)
)

Uy, = 1 — cos (%)

N (,UL\/WJ
f Uy = s
(g Up = nn_”L
2n . 2n
(h) u, = — (sina) avec « €0, 7/2]

n2
Exercice 2

Soient E U, €t E v, des séries & termes strictement positifs vérifiant
n>0 n>0

U 1 Un+1
Vn € N, il o Tl
u"L UTL

1. Montrer que si E vy, converge, alors E Uy converge également.

n>0 n>0

2. Montrer que si E u,, diverge, alors E vy, diverge également.
n>0 n>0
Exercice 3

Reégle de Cauchy : Soit (u,) une suite de réels positifs. On suppose que la suite de terme général {/u,, admet une
limite £ € Ry U {4o00}.

1. Montrer que si £ < 1, la série Z Uy COnverge.

2. Montrer que si £ > 1, la série Z uy,, diverge.

w

. Montrer a ’aide de deux exemples qu’on ne peut conclure dans le cas £ = 1.

n
4. En déduire la nature de la série de terme général u,, = (%) )

2  Quelques techniques

Exercice 4

On considére la suite (up)n>1 définie par : Vn > 1, u, = Z

=n
1

1. Montrer que cette suite est bien définie et que u,, = O <—2>
n

[ CDF) g~ (D
2. MontrerqueVNEN*,Z Z 2 Z e

k=1

n=1 \k=n
- (1)
3. Exprimer, pour tout N € N*, Z uy, en fonction de Nuy41 et de Z .
n=1 k=1 k

, . L. , . 1 _
4. En déduire que la série E u,, est convergente et déterminer sa somme, en remarquant que % = fo t*—1 dt, pour
n>1

k € N*.
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Exercice 5
Etudier la nature des séries suivantes :

12\/_L+

n>2
2.3 sin (2m/n2 n (—1)n)
n>1

Exercice 6

1
1. Déterminer un équivalent de la somme partielle de la série E — lorsque 0 < a < 1.
n
n>1

1
2. Déterminer un équivalent du reste de la série Z — lorsque a > 1.
n>1

Exercice 7
Onpose H, =1+ 4 +---+ 1 pourn > 1.
Donner un développement asymptotique de H,, a trois termes.

On rappelle que si (u,,) et (v,) sont deux suites a termes positifs et si on suppose que : u,, ~ v, alors les deux séries

sont de méme nature, et en cas :
—+o0 —+oo
E UL ~ E VEk
k=n+1 k=n+1

— De convergence on a :
n n
E Uk ~ E Vk
k=0 k=0
Exercice 8

Soit (u,,) une suite & termes positifs et décroissante. Si la série > u,, converge, montrer que u,, = o(1/n).

— De divergence on a :



