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1.

4.

Exercice

Soit n € N. Considérons la fonction f,, définie par: Vo > —1, f,(z) = e"+nln(l+z)—2.
On remarque que f, est continue sur | —1,4+o00[. En outre, f,(0) = -1 < 0et f,(1) = e+
nln(2) —2 > 0, donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f,, s’annule sur |0, 1.
Par ailleurs, f, est strictement croissante sur | — 1, +oo[, d’ou 'unicité de ce zéro qu’on
note x,. On a ainsi une suite (x,) a valeurs dans |0, 1] telle que Vn € N, f,,(z,,) = 0.

Soitn € N. On a

fo(Tps1) = e +nin(l 4+ z,49) — 2
= fot1(@n41) — In(1 + 2pi1)
= o) — (1 + 2041)
< fulzy). (car z,4q > 0)

Puisque f, est strictement croissante sur | — 1, +o0o[, on déduit que z,; < z,. D’ou la
stricte décroissance de (x,). D’ailleurs, (z,) est minorée par 0, donc d’apres le théoreme
de la limite monotone elle converge vers un réel L. Comme de plus elle est a valeurs dans
10, 1], on conclut que L € [0, 1].(On pouvait méme exclure le 1.)

D’autre part, pour tout n € N*, In(1 + z,,) = 2". La continuité de z — In(1 + )
et de la fonction exp sur R, assure par passage a la limite dans 1’égalité précédente que

In(1+ L) =0, soit L = 0. Ainsi (x,) est strictement décroissante et converge vers 0.

On a pour tout n € N*In(1 + z,) = % Puisque la suite (z,) tend vers 0, alors

2-emn 1 S 1
In(1+2,) ~ 2, et == ~ = on en déduit que z, ~ .

(a) On peut passer par le produit et le quotient des DL, ou par les équivalents. Au
voisinage de 0, on a In(1 +z) ~ x et 2 —e” ~ 1, donc ¢(x) ~ z. Autrement dit, le
DL;(0) de ¢ est donné par : ¢(z) = = + go(x). Ce qui implique que ¢'(0) = 1 (et

¢(0) = 0).

(b) Les fonctions z — In(1 + z) et & — 2 — € sont de classe C* sur | — 1,In(2)], et
x — 2 —¢e” ne s’annule pas sur cet intervalle, donc ¢ est de classe C' sur | —1,1n(2)],
en particulier ¢’ est continue en 0. Pour ¢ = 7, il existe p > 0, tel que pour tout

€ [—p, p)N] = 1,In(2)[, ¢'(x) > 1 — 5 > 0. Ainsi, il existe a < 0 et b > 0 tels que
[a,b] C] —1,1In(2)[ et pour tout = € [a,b],¢'(x) > 0. (Par exemple a = —w
et b= —a.)
Des lors, ¢ est strictement croissante et continue sur [a, b], donc sa restriction sur |a, b[
réalise une bijection de cet intervalle vers |¢(a), ¢(b)[. Sachant que ¢(a) < ¢(0) =
et ¢(b) > ¢(0) = 0, en posant I =|a,b[ et J =]o(a), ¢(b)[, on aboutit au résultat
demandé.

(¢) Comme dans la question précédente, on justifie que la fonction f est indéfiniment
dérivable sur l'intervalle I. En outre, par construction sa dérivée ne s’annule pas sur
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I, ceci justifie bien que sa bijection réciproque g est également indéfiniment dérivable
sur J. Puisque 0 appartient a la fois a 'intervalle I et .J, d’apres la formule de Taylor-
Young, il résulte que les deux fonctions f et g admettent un développement limité
en 0 a tous les ordres.

(d) Au voisinage de 0, on a

_ 1o 13 3
ln(l—l—:z:)—:c—izc +3 + o (27),

et 1
2—e" =1 (x+ 5% > —I—zgo(x ).
Donc 1 1 3
Yy =1+ax+ (2+1>$2+0($2) =1+3?+§372+$2>0(372)-
Ainsi
1 3 1 1 1 4
f@ =t (1) e+ (55t g)0t+ 000 =t grt gt o)

(e) On sait que f(0) =0, donc g(0) = 0.
Soient a, b, ¢ des réels tels que

g(x) = ax +b2x® +ca® + o (2%).

z—0

En composant par le DL3(0) de f, un petit calcul donne

9(f(z)) = ax + (; + b) z? + <43a +b+ c) 2’ + o (27).

Or, pour tout = € I,g(f(z)) = x. Par unicité du DL3(0) de la fonction x — z, on
trouve les valeurs de a, b, et ¢, et on déduit que :

_ Lo 53 3
g(x)—x—ix — 5% +xgo(x ).

5. Etant donné que (z,,) tend vers 0, alors & partir d'un certain rang N € N*, ona z,, € I (on
peut voir l'intervalle ouvert I comme un voisinage de 0, ou bien appliquer la définition de
la limite pour € = b défini dans la réponse a 4.b.). Pour tout n > N, on a nln(1 + z,) =
2 —e*, donc f(z,) = £, ou encore z, = g (%)

Comme % — 0, d’apres la question 4.e, on obtient que
n—-+00

Gyl 5 ()
gn T n 2n2  6nd nd/)’
Soit

1 1 5 n <1)
Tp=———————=4o|—=].
n  2n2  6n3 n3
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Probléme 1

Partie 1
_ 1, 142 , 1.3 3
L VI+t=1+5t—gt? + 4t +xgo(t ).
2. Méthode 1 : Par calcul

2
On calcule explicitement 1+ X — (1 + %X — %Xz + %X?’) et on trouve que
Q=—5:X"+5X—

256
Méthode 2 : On peut S 1nspirer des réponses aux questions 4.b) et 6).

3. Compte tenu du morphisme d’algebres rappelé dans I’énoncé, de la question précédente,
ainsi que de I’hypotheése sur N, on déduit qu’une racine carrée de N est donnée par :
I,+ 3N — gN? + £ N3

Partie 2

4. (a) Puisque 4x — 0, alors
T—

@:Hg%(5—1><%—2>-~<5—k+1>
— 1_}_%% 71)(73)(372&)<_1)k:4k$k+ 0 (wn—i-l)

, z—0
”*11><3><--- x (2k — 3) "
=1-> I 2k + o (2"t

=1 z—0

- 1><3><---><(2k—1) K
:1_ 2+1 k+1 n+1

_ k n+1
i (—4z)" + o (")

n
0 (x"“)

— 2 Z l kv 2550

"1 2k
=1-2z ( )Ik+ o (z"*h)
k=

k z—0

(b) D’apres la question précédente, on déduit que

1—dz=(1-22P,(2))>+ o (z"*).

z—0

Considérons le polynome P(X) =1 —4X — (1 — 2XP,(X))?. D’apres le théoréme
de la division euclidienne dans R[X]| rappelé dans I’énoncé, il existe deux polyndmes
Qn, R, de R[X] tels que

P(X) = X™2Q,(X) + Ru(X) et deg(R,) <n+1.

Remarquons que P(z) = oo(x”“) et z"2Q,(x) = oo(x’”l). De ce fait, R,(z) =
T—r T—
n+1 *
o (@), ()
n+1
En ce donnant ag, ay, ..., a,1; des réels tels que R,(X) = Z aka, il s’avere qu’au
k=0
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voisinage de 0, on a

= o (z"™). (D’apres (%))

z—0

Par unicité du DL, ;1(0) de  — R, (z), On déduit que pour tout k € [[0,n + 1]],
ar = 0, et donc R,, est le polynéme nul.
Par conséquent, il existe bien @, € R[X] tel que

1 —4X = (1 - 2XP,(X))* + X"™Q,(X).

5. Application directe de la question précédente en remarquant que I, + N = [, — 4 (‘TIN )
Partie 3

6. C’est exactement la méme idée que dans la question 4.b.
D’apres le théoreme de la division euclidienne dans R[X], il existe deux polynémes
Q, R € R[X] tels que

V(X)=XPQ(X)+ R(X) et deg(R)<p-—1.

Comme V(z) = o (2P), alors V(z) = o (zP7!). De méme, 27Q(x) = o (2P7!). Il en
x—0 z—0 z—0
découle que R(z) = oo(xp_l). Mais pour certains réels ao, ...,a,-1, on a au voisinage
T—
de O :

On conclut par unicité du DL.

7. Posons U(X) =1+ 1X + n(n 2Dy oy 2= (**pH)Xp‘

On sait que (1+z)» = U(z) + o (z?). D'on,

z—0

- (Ul (Z) 4, (a0
= W@+ 0, ).

8. On se donne un entier naturel non nul n et on considére le polynéme V(X) =1+ X —
(U(X))™. On applique ensuite les deux questions précédentes.

9. Soit n € N*. On déduit de la question 8 qu’il existe un polynéome @ de R[X] vérifiant
1+ X = (U(X))"+ X? x Q(X). On a ainsi :

I, + N = (U(N))" + N*Q(N)
= (UN))"™.
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Par suite, I, + N est bien TPR.

21 1 01 1
10. Soit n € N*. Posons A= |0 2 —1]|etB=|0 0 —1], desorte que A =2I3+ B,
00 2 00 O

ou encore A = 2(13 + %B)
La matrice %B est triangulaire supérieure stricte (& diagonale nulle), donc elle est nilpo-
tente et vérifie
153
(*B) == 03.

2
(Si 'on ne connait pas encore cet argument, une vérification a la main regle laffaire !)
D’apres la question 9, il existe C' € M3(R) telle que C™ = I3 + %B.
Alinsi,
1
A=2(Is+ 5B)

= (27)'cr

=D", avecD = 2 C.
Par conséquent, A est TPR.

Probleme 2

1 Généralités
1. Supposons que f est log-convexe sur I. Soient z,y € I et A € [0,1]. On a
In(f(\x + (1= \y)) < An £(2) + (1= A) In £(3).
Par ailleurs, vu la concavité de la fonction In sur R7, on a alors
Aln f(x) + (1— A In £(y) < In(Af(z) + (1= N f(1)).
D’ou,
Ve,y € I, VA € [0,1], In(f(Az + (1 = N)y)) <In(Af(z) + (1 =N f(y)).

La fonction In étant strictement croissante sur R7, on déduit que f est convexe sur I.

Pour la réciproque, on considere la fonction f : z +— x définie sur R qui est convexe sur
* 7

R* alors que x — In(x) ne l'est pas.

n 1
2. Soit z > 0. O l R
oit x > i remarque que B o7 n(l+z)  1+a

Ceci suffit pour conclure que la suite de fonctions (f,),>1 converge simplement sur R
vers la fonction g définie par : Vo > 0, g(z) = 115

3. La réponse est négative. On peut considérer par exemple la suite de fonctions définie par
Vn e N, Vx €[0,1], fo(z) = 2"
En effet, soit € [0,1]. Si x = 1, (f.(z)) converge vers 1, sinon (f,(z)) tend vers 0.
Ainsi, (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction

0,1] = R

g: 0, size|0,1]
T —
1, siz=1
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D’ailleurs, pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1], mais g n’est pas continue en 1.

4. Soit (f,,) une suite de fonctions convexes qui converge simplement sur I vers une fonction
g: I —R. Soient z,y € I et A € [0;1], on a

En faisant tendre n vers +oo, on obtient :

gz + (1 = N)y) < Ag(z) + (1= N)g(y).

Ce qui fournit la convexité de g sur I.

5. Soit x € I, on a EIJP fn(z) = g(x), donc par continuité de la fonction In sur RY,
1_1&1 In(fn(z)) = In(g(x)). Autrement dit, la suite de fonctions convexes (In(f,)) con-
verge simplement sur I vers z — In(g(x)), donc d’apres la question précédente, cette

limite simple est convexe sur I, ce qui est équivalent a dire que g est log-convexe sur I.

6. Supposons que f est log-convexe sur I, alors pour tout réel o > 0, la fonction
z+— In(a”f(x)) = xIn(a) + In(f(x)) est convexe sur I, comme somme de deux fonctions
convexes sur [, ce qui signifie que x — a” f(x) est log-convexe sur I, donc convexe sur [
d’apres la question 1.

7. (a) La fonction ¢ est dérivable sur R* , sa dérivée est donnée par :
Va >0, ¢/(a) = A1 = Ny — 2)a V7 (a7 f(y) - f(x)).

Une étude de signe de ¢’ sur R*. permet de conclure que ¢ admet un minimum global

sur R} en a = (?Ei;)y%z dont I'image par ¢ vaut (f(z))"*(f(y))*.

Ainsi, inf ¢(a) = (f(2)'(f(v)"

b) Faisons I’hypotheése que pour tout o > 0, la fonction z — o” f(x) est convexe sur I.
y
Soient x < y fixés dans I et A fixé dans |0, 1[, pour tout a > 0 on a

a1 = Nz + hy) < (1= N)a" f(z) +Xa? f(3),

ou encore

FI(L =Nz +Xy) < pla) = (1= N)a 0 f(z) + 2aVED f(y),

Soit
£ =N+ ) < inf 6(0) = (F@) (W)

Le cas ou y < x en découle facilement, et si A € {0, 1} 'inégalité est immédiate.

Ainsi,
Yo,y € LYA€[0,1],  f((1 =Nz +Ay) < (@) (fw)

8. Au prime abord, on montre que (ii7) = (i). Pour cela, on utilise la croissance de la
fonction In sur RY. En vertu des questions 6 et 7, on conclut que les trois assertions sont
équivalentes.

9. Soient f et g: I — R’ deux fonctions log-convexes sur I. D’apres la question précédente,
pour tout o > 0, les fonctions = — o f(x) et x — a®g(x) sont convexes sur I. Il s’ensuit
que pour tout a > 0, la fonction x — a”(f(x) + g(z)) est convexe sur /, comme somme
de deux fonctions convexes sur I, et la-encore, d’apres la question précédente, on conclut
que f + g est log-convexe sur I.
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2

Théoreme de Bohr Mollerup

Dans cette partie on souhaite prouver le théoreme suivant :
Il existe une unique fonction f : R% — R telle que :

o f(1)=1.
o Vz >0, f(r+1)=uaf(x).

*
e f est log-convexe sur R?.

2.1

10.

11.

Existence

La fonction In est concave sur R, donc sa courbe représentative est au dessous de toutes
ses tangentes, en particulier la tangente au point d’abscisse 1. Sachant que In(1) = 0 et
In’(1) = 1, on déduit que Vt > 0, In(t) <t — 1.

t
Soit n € N*. Considérons La fonction définie par : Vt € R, g(t) = (1 + %) :
La fonction g est dérivable sur R, et pour tout t € R,

g (t)=In <1 + le) (1 + Tll)t
=In <1 + rlz) g(t)

> 0.

Par suite, g est croissante sur R, et il en est de méme que ¢’. Partant, g est convexe sur
R. Il en résulte que le graphe de g est au dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.
Sachant que g(0) =1 et ¢/(0) = In(1 + 1), on déduit que pour tout t € R,

g(t) > In(1+ ;)t +1. (%)

D’autre part,

ln<1+1>—ln(n+1)
n n
()
n+1
1 n
n+1
1
*ok
n+1 (%)

(D’apres la question précédente)

v

t
De (*) et (**), on obtient que pour tout t > 0, (1 + %) > Lo 41,

1 T
(1+> > 1+

9 N _
D’ou, pour t = z,

n) — n+1
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12. Remarquons que pour tout n € N*, I, (x) > 0. D’ailleurs, quel que soit n € N*,

Leo() (1Pt et d)(etn)
,(z) z(@+1)-(z+n)(z+n+1) nen!
B <n+1)x y n+1
B n r+n+1
( l)z n+1
=(14+—-]) X
n r+n+1
1
> <1 + n—xkl X " Z:;_i_ . (D’apres la question précédente)
> 1.

D’ou la croissance de la suite (I1,,(x))pens-

13. Soit n € N*, un calcul simple montre que In (zIl,(z)) = z In(n Z ( ) :

14. On va montrer en premier lieu que la suite (II,, (m))neN* est majorée.

On rappelle que pour tout ¢ > 0, In(1+1¢) >t — 2 ; que I'on peut démontrer par une
étude de fonction ou par la formule de Taylor avec reste intégral.

Soit n € N*. Pour tout k € [[1,n]], In (1 + %) > i %x— et donc,

k2
1),
k

In (211, (z)) < zIn(n

-2
(m_g

72
gkz)

72 =~ 1
Py

VPT‘\H
|

"1 "1

Z k) + %IQ Z I#) converge,
k=1 k=1 neN*

et donc elle est majorée par un réel M. Par conséquent, vu que z > 0 et que la fonction

exp est croissante sur R, on aboutit a :

En vertu du résultat admis, on déduit que (:L‘ (111 n—

M

Vn € N*, I, (z) <

&\*—‘

Récapitulons ; pour tout € R%, on a prouvé que (II,(x)),en- est majorée, et par la
question 12, elle est croissante, donc d’apres le théoreme de la limite monotone, elle
converge. On obtient ainsi la convergence simple de (I, )pen+ sur RY.

15. Soit > 0. Comme (I, (z))nen+ est croissante et converge vers I'(x), alors pour tout
n € N* II,(z) < I'(z), mais d’autre part, pour tout n € N*, II,,(x) > 0. On en déduit
que pour tout & > 0, I'(x) > 0, soit I' est a valeurs dans R*.

* _ nn! . n

16. Pour tout n < N , on a Hn<1) = m = a1

Donc I'(1) = LHE j—l =1
n o©on
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17. Soit x € R7.. Pour tout n € N*, on a

nEnl
(x+1)(x+2)---(z+n+1)
nx n*n!
ttntl r(x+1)(x+2) - (x+n)

=" ().
r+n—+1

IL(z+1)=

" ——— x, on obtient I'(z + 1) = 2I'(z), par unicité de la limite.

Comme s S

18. Par récurrence, on montre que Vn € N*,  T'(n) = (n — 1)

19. Soit n € N*. On a pour tout = > 0, In(II,(z)) = zIn(n) + In(n!) — > In(z + k) Ainsi, la

k=0
fonction In(Il,) est deux fois dérivable sur R’ , comme somme finie de fonctions deux fois
" 1
dérivables sur R* , et pour tout = > 0, In(Il,,)"(x) = —— > 0.

Par suite, pour tout n € N*, II,, est log-convexe sur RY, et comme la limite simple de
(IT,, ) nen= est & valeurs strictement positives, on déduit d’apres la question 5 qu’elle est
log-convexe sur R? , c’est-a-dire, I' est log-convexe sur R? .

On a ainsi une solution de notre probléme.

2.2 Unicité

20. Par hypothese sur f, In(f) est convexe sur RY, donc viquen —1 <n+xz <n+1, en
In(f(t))~In(f(n))

vertu de la croissance de la fonction ¢ — p—

In (f(n —i—x)) —In (f(n))

Z

sur R% \ {n}, on trouve :

ln(f(n))—ln(f(n—l))g Sln(f(n—i—l))—ln(f(n)).
Par ailleurs, pour tout ¢t € R%, f(t + 1) = ¢tf(¢). En particulier, f(n) = (n —1)f(n —1)
et f(n+1)=nf(n). Comme z > 0, on déduit que

f(n+x)
f(n)

xzln(n —1) gln( ) < zn(n).

Vu la croissance de la fonction exp sur R, on conclut que

fln+x)
f(n)

(n—1)"< <n”.
21. Par récurrence, on montre que f(z+n) = (n+x—1)(n+x—2)---xf(z) et f(n) = (n—1)L
Les deux inégalités précédentes deviennent

s (x+n—-1)--2x f(x -
(n—1) §( (n>_1)! ()Sna

ou encore
(n—1)%(n—1)!
z--(x+n—1)

n(n—-1) non! r+n
< flo) < g (x+n—-1) a@+1)---(x+n) n ’
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soit
n+ax

M1 (z) < f(2) < I, ().

n
22. D’apres la question précédente, pour tout entier naturel supérieur ou égal 2, on a :

n+ax

,1(2) < f) < U1 (a).

n

n+x

Or, II,,_4(2) — [(x), et I1,,(x) — ['(x). D’apres le théoréme des gen-

darmes, on déduit que f(x) = I'(z). On a montré donc que pour tout x €]0, 1], f(x) =
[(x).
Soit x > 1. Si z € N, alors f(x) = (x — 1)! = I'(x). Sinon,

fl@) = f((z = [=]) + [=])
(

=f(y+n) (ouonaposéy=z—|x|etn=|z])

=m+y—-1n+y—2)--yf(y)
=m+y—-1n+y—2)---yl(y) (carye€l0,1])
=Ty +n)

=I'(2).

On déduit que pour tout = > 0, f(z) = I'(x). Les deux fonctions ayant de plus le méme
ensemble de départ et d’arrivée, on déduit qu’elles sont égales.

Fin du corrigé
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