Suites monotones

Théoreme de la limite monotone

Soit (up),cn une suite réelle.
Si (Un),cpy €St monotone, alors (up), .y POssede une limite dans R.

Cas des suites croissantes

On suppose que (u,),cy €st croissante, alors on a les deux cas suivants :

@ ou bien (up),cy est majorée; dans ce cas elle converge vers une limite
finie £ € R donnée par ¢ = supg {u, | n € N}.

© ou bien elle est non majorée, et dans ce cas, elle tend vers +oc.

Remarque

Si (Un),cny €st croissante et converge vers un réel ¢, alors Vn € N u, </
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Suites monotones

Corollaire : Cas des suites décroissantes

On suppose que (uy,),cx est décroissante, alors on a les deux cas suivants :

@ ou bien (uy),. est minorée; dans ce cas elle converge vers une limite
finie £ € R donnée par ¢ = infg {u, | n € N}.

@ ou bien elle est non minorée, et dans ce cas, elle tend vers —o0.

Remarque

Si (Up),en est décroissante et converge vers un réel ¢, alors Vn € N u, > ¢
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Application

@ Etudier la convergence de la suite de terme général :

n

1
unzzn+k

k=1

o Etudier la convergence de la suite (u,)nen définie par ug = 0 et pour
tout n € N up 1 = u, + e"n.
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Suites adjacentes

Soient (Un),en €t (Vn)en deux suites réelles. On dit que (u,), o €t

(Vn)en sont adjacentes si I'une de ces suites est croissante, I'autre

décroissante et si u, — v, > 0.
n——4-00
Y
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Suites adjacentes

L ]

.

ox
ox
»x
ox
ox
o
L b3
L 1
L 3

Figure 3 — suites adjacentes
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Suites adjacentes

Théoreme des suites adjacentes

Soient (Un) ey €t (Vn),en deux suites adjacentes, alors (un),cn €t (Va) ex
sont convergentes vers une méme limite. De plus, si on suppose que (u,)
est croissante et (v,) décroissante, alors Vn € N, u, < ¢ < v,,.
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Application 1

Soient (Un),cx €t (Vn),en les suites définies par

1 1 1
Un:1+_+"'+_etVnZUn+_.
11 n! n!

@ Montrer que ces suites convergent vers une méme limite, notée e.

@ Montrer que e ¢ Q.

© Ecrire une fonction python qui renvoie un encadrement de e avec une
amplitude inférieure a une erreur donnée.
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Application 1

=f factorielle(n):
i: n = B:
return 1

1 n*factorielle(n-1)

1 prend comme paramet

TFnida 7 u-._'.:‘_,[-g-;-

£ approximation(erreur):
n=0 #on initisalise avec O
u=1 #premier terme de
v=2 #premier terme de 1la
vhile ((v-u)>erreur) :
n+=1
u=u+(1/factorielle(n)) # définition d
v=u+(1/factorielle(n)) # défini

d |
all
(I T T e

1 u,v

erreur = 18%*(-3)

mw

print("Un encadrement de e est:", approximation(erreur))

Figure 4 — Proposition de code pour répondre a la question 3.
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Application 1

In [22]: runfile('D:/python prepa/approximation de e.py', wdir="D:/python prepa')
Un encadrement de e est: (2.7182539682539684, 2.7184523809523813)

Figure 5 — Résultat d’'exécution.
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Application 2

Posons pour tout n € N* :

n

1 1
“n:Z;_I”(”"'l) et vn:Z;—lnn
k=1

k=1

Prouver que les suites (up)nen+ €t (Vn)nen+ sont adjacentes.
En particulier, la suite (up)nen+ converge vers un réel v = 0,577 qu'on
appelle la constante d’Euler.
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Suite extraite

Fonction d'extraction, suite extraite, valeur d'adhérence

Soit (uUp),cn une suite réelle.

@ Fonction d'extraction : On appelle fonction d’extraction (ou
extractrice) toute fonction strictement croissante de N dans N.

@ Suite extraite : On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (u,), o

toute suite (uw(n))neN dans laquelle ¢ est une fonction d’extraction.

@ Valeur d'adhérence : On appelle valeur d'adhérence de (u,),. toute
limite finie d'une sous-suite de (uy), -
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Suite extraite

Proposition

Soit (up) une suite réelle. Une suite extraite d’une sous-suite de (up,) est
une suite extraite de (uy)
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Suite extraite

@ Prouver que (cos(5(4n+1))) est une suite extraite de (cos(7n)).
@ Démontrer que 1 est une valeur d'adhérence de la suite ((—1)")en-

© Soit (un)nen une suite réelle. Justifier que :
La suite (U3X2n—|—l>n€N est extraite de (”2”)neN' (U3n)n€N, (u6”)nEN et

(U3X2">neN'

y
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Suite extraite

Soit (¢ une fonction d’extraction. Pour tout n € N : ¢(n) > n.
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Suite extraite

Limites de suites extraites

Soient (up),p Une suite réelle et ¢ € R.
Si (Un) ey @dmet £ pour limite, ses suites extraites admettent aussi toutes

¢ pour limite.
En particulier, si (un),cy converge, sa limite est sa seule valeur

d’'adhérence. )
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Application

En utilisant ce qui précede, prouver que la série harmonique diverge.
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Suite extraite

Corollaire : Critére de divergence d'une suite

Soient (un),cy une suite réelle, ¢, < deux fonctions extractrices telles que :
(1 Up(n) > e R

n——+0o0

Q Uy (n) >0 e R

n——+00
Q (A

alors (un),cn N'admet pas de limite, et donc elle diverge.
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Critere de divergence d'une suite

© La suite de terme général u, = (—1)" diverge car
lim up, = 1, lim Upny1 = —letl 7& —1.

N

2
Q La suite de terme généralu, = § — {TJ n'admet pas de limite.
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Suite extraite

Critere de convergence d'une suite

Soient (up),cn Une suite réelle et £ € R. Supposons que :
Q w, >

n—-+oo

Q Uan41 > £
n—-+0o00

alors u, > /.
n——4-00
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Suite extraite

Théoreme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie

Donnons-nous une suite réelle (u,) bornée.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) : "dag,...,an, by, ..., by € R et

¢(0),...,¢(n) € N tels que :

Q ap<ag<---<apetb, < b1 <---< by et ag < by.
bo — ao

Dk

Q Vk e [[O,H]], by — a) =

@ ¢(0) <--- < p(n).

Q@ Vk € [[0,n]], ax < ug) < bk,

@ Vk €[[0,n]], {i € N| uj € [ak, bx]} est infini.”
On va prouver par récurrence que pour tout entier naturel n, P(n) est
vraie en utilisant le principe de la dichotomie, ce qui va nous permettre de

construire deux suites (a,) et (b,) adjacentes et une extractrice ¢ tels que
Vn € N, a, < ugn) < by, et il ne restera plus que conclure.

v
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie

Donnons-nous une suite réelle (u,) bornée.

Etape 1 : (Initialisation) Puisque (u,) est bornée,alors il existe ag, by € R
tels que Vn € N, ag < u, < by, posons ¢(0) = 0, on a clairement P(0)
Etape 2 : étape intermédiaire pour comprendre le processus de
construction

Posons :

Glz{iGN‘u;E[ao,%bo]}, Dlz{iEN’U,‘G[%bo,bo]}.

Puisque G; U D; = N, 'un de ces deux ensembles est infini.
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie

aop—+bo
=

@ Si D; est infini, on pose a; = %”0 et by = byp.

En tout cas, I'ensemble {i € N*, u; € [a1, b1|} est infini, en particulier
c'est une partie non vide de N, donc elle admet un plus petit élément,
notons-le ¢(1).
Conclusion : On a construit ag, a1, bg, b1 € R, ¢(0), (1) € N tels
que :

Q ay < ay, by < by et a5 < by.

Q b —a = 252

@ 4(0) < ¢(1)

Q Vkc [[O 1]] ar < Ugp (k) < by

Q@ Vke [[O, 1]], {I e N,uj € [ak, bk]} est infini.

@ Si Gj est infini, on pose a; = ag et by =
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie
Etape 3 : (Hérédité) soit n € N. Supposons P(n),i.e, on suppose avoir
construit ag, ..., an, by, ..., by, € Ret ¢(0),...,¢(n) € N tels que :

(1) aOSalS"'Sanetbnébn—lé"'gboetaOSb&
bn —

@ pour tout k € [[0, n]], bx — ax = 02k 20
Q@ ¢(0) < (1) <--- < o(n).

Q Vk e [[O, n]], a < Ugp(k) < by,

Q Vk e [[0, n]], {i e N | u; € [ak, bk]} est infini ,

et Montrons P(n+ 1)
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie

( b
Posons G411 =<i €N |u; € [an, il n} }

n bn
D,,H:{iEN uj € [a il ,b,,]}

Remarquons tout d'abord que I'un au moins des ensembles est infini, car si
les deux étaient finis, leur réunion {i € N | u; € [ap, by]} le serait aussi et
cela contredirait (5).

Q Si G,11 est infini, on prend ap+1 = a, et byyq = 22k
@ Si D, est infini, on prend a,11 = a”;rb" et b,r1 = b,

En tout cas, I'ensemble {i € N | uj € [ap+1, bny1]} est infini, donc il en est
de méme pour I'ensemble {i > ¢(n) | et u; € [an+1, bnt1]}, qui est en
particulier une partie non vide de N, admettant donc un plus petit élément
qu’'on note ¢(n+1).
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie
Conclusion 1 :

@ vu que b, — a, = % et ag < bg, on déduit que a, < b, et par
4 n bn 1
conséquent, a, < % < by, soit a, < apy1 et b1 < by,
bg — a
© Dans les deux cas, bpr1 — apr1 = (;n—l—l 0

@ par construction, ¢(n) < ¢(n—+1)

Q ant1 < Ug(ny1) < bnya
@ {/ e N|uj€lant1, bnt1]} est infini.
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Suite extraite

Preuve : Principe de la démonstration par dichotomie
Conclusion 2 :

Q ag<a1<---<a,<apr et b1 < b, <--- < bgetag < by,
@ pour tout k € [[0,n+ 1]], by — ax = boz—kao’

Q@ #(0) <op(l)<---<p(n) < dp(n+1).

Q Vk e [[0, n -+ ].]], a, < Ug (k) < by,

@ Vk e [[0,n+1]], {i € N| uj € |ak, bg|} est infini
D'ou, P(n+1).
ainsi, on a construit par récurrence deux suites (a,) et (b,), la premiere
étant croissante, la deuxieme décroissante, et telles que lim b, — a, = 0,
par le théoreme des suites adjacentes, on déduit qu'elles convergent vers
un réel £.
De plus, Vn € N, a, < ug(n) < b, ce qui implique que lim ug,) = .
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Application

Suites de Cauchy

Une suite réelle (x,)n>0 est dite suite de Cauchy si :

Ve >0,INEN : V(p,q) eN? p>Netg>N = |x, — x4| < e.

@ Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée.

© En déduire que toute suite de Cauchy est convergente
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Relations de comparaison sur les suites

10 ~

0.8

0.6 -

0.4 1

0.2 -

0.0 1

=+

® ¥,
_I Y-
- *tttiti#

+
T+ 4+ + ++ 4+ + +

1
w
. 1
i n+z
1
T

Figure 6 — Comparaison de quelques suites convergentes.
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Relations de comparaison sur les suites réelles

Définition : Négligeabilité
Soient (up) et (v,) deux suites réelles. On dit que (up) est négligeable
devant (v,) si et seulement s'il existe une suite (¢,,) et un rang N tels que :

Q =, > 0,
n——+00
Q@ Vn> N, u,=c¢cpv,.
On note alors : u, = o(vy) ou bien up, = o (vp).
n——+00

Ou de fagon équivalente, (u,) est négligeable devant (v,) si et seulement
si : Ve > 0,3dng € N tel que, Vn > ng, |u,| < e|v,|.
y
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Négligeabilité

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles.
Si, a partir d'un certain rang (v,) ne s'annule pas, alors :

Un . 0

/4
Vn n—-+oo

up = o(v,) <

Remarque

Il faut faire attention avec le symbole " = 0", ce n'est pas le symbole
d'égalité d'expressions algébriques.

Ainsi, si u, = o(v,) et w, = o(v,), il n'y a aucune raison de conclure que

(un) = (wn). y

| A
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Négligeabilité

© In(n) = o(n)
Q@ 2" = o(n!)
@ exp(£) —1— 1 =0(+) ou encore exp(£) =1+ £ + o(1).

Q> ., % = In(n) + v + o(1).(Développement asymptotique de la série
harmonique) ou v désigne la constante d'Euler définie dans la page

43.

@ Une suite (u,) est de limite nulle si et seulement si u, = o(1)

© Une suite (u,) a une limite finie £ si et seulement si u, = £+ o(1)

4

M. ECH-CHAMMAKHY Mohammed Suites numériques

71 / 107




Négligeabilité

Manipulation du petit o
Soient (an), (bn), (un), (v,) des suites réelles et \ € R.

an=o(u,) = MAap=o(u)

an = o(up) et b, =o(vy) = apb, = o(uyvy)
an=o0(u,) = apvy,=o(upvp)

an = o(up) et by =o0(u,) = an+ by, = o(up)

an=o(up) et up =0(vy) = ap=o0(vy)
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Négligeabilité

e Partant de exp(+) =1+ 1 + o(2), on déduit que
Sexp(1) =5+ 2 + o(+)

e Sachant que exp(£) =1+ = +o(£)etIn(l+1)=12+0(3), on
aboutit 3 exp(£)In(1+ %) = = + o(+)

e Vuque cos(+)=1-— ﬁ + o(%) et sin(+)) = + + o(%), on obtient :
cos(+)sin(£) = + + o(%).

e Puisque sin(%) % + o(%) et % = of

sin(%) = o(1).

1
n

S

), on conclut que
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Négligeabilité

Proposition : Négligeabilité et suites extraites

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles, ¢ une extractrice.
Si up = o(vy) alors ug(ny = o(Vy(n)).

De 3" = o(n!), on tire : 32" = o((2n)!)
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Négligeabilité

Théoreme : Croissances comparées des suites avec du petit o
Soienta>1, aa>0,et 3 >0.
o In(n)? = o(n®)

@ n“ = o(exp(B.n))

e n“ = o0(a"),

@ a" = o(n!)(valable pour a quelconque dans R)
e nl =o(n").

e Si0<a<pf:a"=o(8")
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Relations de comparaison

Définition : Equivalence

Soient (un)nen et (Vi) nen deux suites réelles.
On dit que (up)nen est équivalente a (vj)ner S'il existe un entier naturel N

et une suite (1n)nen tels que pour tout n > N, u, = n,yv, et ), —+> 1.
n——+00

On note cette relation u, ~ v, ou U, ~ v,.
n—-—+00

y
Remarque

Sous la condition que v, ne s'annule pas a partir d'un certain rang,

un, ~ v Si et seulement si 2= > 1.
Vn n—+4o00
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Equivalence

Théoreme

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles.

Up ~ Vp <= U, = Vp+ o(vp).
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Equivalence

O nt+1~n

Q@ In(1+ %) ~ 25 ouencore In(1+ %) = 25 + o(=5)
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Equivalence

Quelques équivalents usuels

©C0O0O00O00 OO0
-
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Equivalence

La relation < est équivalente a > est une relation d'équivalence sur
I'ensemble des suites. En particulier, pour toute suite (u,) et (v,), on a:

o Réflexivité : u, ~ u,.

@ Symétrie : Si u, ~ vyalorsv, ~ u,.

@ Transitivité : Si u, ~ v, et v, ~ w,, alors u, ~ w,.
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Equivalence

Théoreme : Equivalence et limites

Soient (Up)neN et (Vn)nen deux suites réelles.

@ Siu, ~v,etsiv, > ¢ € R, alors u, > /0.
n——+00 n——+00

e Siu, >/ € R avec £ # 0, alors u, ~ /.
n——+00

v

Attention 1

La condition que ¢ # 0 est cruciale, si on part du fait que
In(1+ %) > 0, on ne peut pas écrire In(1 + %) ~ 0, parce que cela va
n——+00

impliquer tout simplement que (In(1 + %)) est nulle & partir d'un certain
rang, ce qui est faux!
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Equivalence

Attention 2

Soient (up)nen et (Vn)nen deux suites réelles.

Bien siir, si (Up)nen €t (Va)nen ont méme limite, on ne peut conclure
directement qu'elles sont équivalentes, pour s'en convaincre, il suffit de
considérer les suites (n) et (27).
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Equivalence

Proposition : équivalence et signe

Soient (up)nen et (Vn)nen deux suites réelles.
Si (un) et (v,) sont équivalentes, alors elles ont le méme signe a partir
d'un certain rang.

y

Corollaire

Soient (un)nen €t (Vi)nen deux suites réelles.
Si up ~ v, et v, > 0 a partir d'un certain rang, alors u, > 0 a partir d'un
certain rang.

y

Une facon de justifier que () et ((_ )n) ne sont pas équivalentes est de
remarquer que |'une garde un signe constant, |'autre non.

M. ECH-CHAMMAKHY Mohammed Suites numériques 83 / 107



Equivalence

Propriétés : Manipulation des équivalents
Soient (an), (bn), (un), (v,) des suites réelles et \ € R.

an=o(up) et up ~v, = ap=o0(v,)

an~ U, et b, ~ Vv, = apb,~ UV,
1 1
anp ~ Up et u, # 0 apcr = el
n
an~ Up et up, >0apcr = Vae R a ~ub
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Equivalence

Q@ n(1+3)~2Letn+1~n doncin(l+2)(n+1)~1
@ sinh(3) ~ 1 et Vn e N*, 1 £ 0, ainsi — n

sinh()

(3] arctan(%) ~ % et Vn € N*, % > 0 donc \/arctan(%) ~ %
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Equivalence

Proposition : Obtention d'un équivalent a partir d'un encadrement

Soient (a,), (bn), (un) des suites réelles.
Si a, ~ b, et a partir d'un certain rang a, < u, < b,, alors u, ~ a, ~ b,

on sait que Vn € N*, 1 — 2—,172 <In(1+ %) < 4, donc
Vne N* 1 - 2—1n < nin(1+ %) <1, et comme 1 — 2—1n ~ 1, on déduit que
nin(1+ 1)) ~1
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Equivalence

Proposition : équivalents et suites extraites

Soient (a,), (b,) deux suites réelles et ¢ une extractrice.
Si dp n~ bn alors a¢(n)) = b¢(n)
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Equivalence

Soient (a,), (bn), (un), (v,) deux suites réelles et f une fonction continue
sur R.

o SI Un 4 Vn et an 4 bn, a_t_on Un—l_an o Vn—I_bn?
@ Si up ~ vy, a-t-on f(uy) ~ f(v,)?

©Q a-tonu,~upi1?
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Equivalence

Exercice 1

Q@ n+tl~net2—n~ —nmais 3+«£0.

@ Sil+2~1 maisin(l+1) %0, ouencore, n~ n+ 1 mais
exp(n) # exp(n +1)

© prendre (exp(n))

y
Conclusion

Dans les équivalents, tout marche bien avec le produit, |'inverse, les

puissances ainsi que |'extraction, mais la composition a gauche et la

somme sont strictement interdites!! !
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Equivalence

Trouver un équivalent simple des suites de terme général :

_ sin(exp(—n))
Q u, = tan(Sh(exp(n)m( )))

Q@ u,=1In (cos %)

1

Q@ u,=nn -1
n! + e
o u”_2n_|_3n
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Equivalence

Exercice 3 : Retour sur l'intégrale de Wallis (d’apres Mines Ponts)

pour tout n € N, on pose W, = fo sin” x dx. et on rappelle que

VneN Wyyp = 5 W,

@ Montrer que pour tout n € N,

s

2(n+1)

Wn Wn—l—l —

@ Montrer que la suite (W,,)nen est strictement décroissante.
Déterminer sa limite et donner un équivalent de cette suite.
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Intégrale de Wallis

Les correcteurs ont noté une dégradation dans la présentation des copies. Certes, il s’agit d’'une épreuve de
trois heures et pour terminer le probléme il faut étre trés rapide, on peut donc admettre quelques ratures,
mais dans certains cas il est clair que le brouillon, pourtant fourni par le concours, n’a pas été utilisé. Les
candidats doivent étre conscients que si un correcteur n’arrive pas a lire la réponse a une question, il mettra
zéro, on n’attribue pas de points au bénéfice du doute.

Les questions 4 et 6 portaient sur les intégrales de Wallis, théme trés classique, aussi peut-on s’étonner de
rencontrer des candidats qui n’arrivent méme pas a établir la formule de Wallis.

D’autres déterminent I'expression de ¥ en fonction de 7, quin’était pas demandée, pour répondre a la
question 4. Nous conseillons aux futurs candidats de suivre I’énoncé plutét que d’utiliser leur mémoire. A la
question 5 la décroissance stricte n’était pratiquement jamais bien traitée, I’hypothése de continuité des
fonctions intégrées étant presque toujours oubliée. Rappelons que l'intégration d’une inégalité, méme
stricte, ne donne qu’une inégalité large.

Figure 7 — Extrait du rapport de la méme épreuve.
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Formule de Stirling

Proposition : Formule de Stirling
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Formule de Stirling

Proposition : Formule de Stirling

Preuve :(En exercice)

- 2n)! 1
Montrer (la formule de Wallis) : Y24 ) .
o ( ) 22n (”!)2 n — 400 ﬁ
n—|—l
@ Pour tout n € N*, on pose u, = In(Z ).
A 2
M * —u, = |[?2 X :
@ Montrer que, pour tout n € N*, up1 — uj, f_% (i) dx
® En déduire que, pour tout n€ N*, 0 < upiq1 — u, < 1—12 (% — n}rl) :

© Montrer que la suite (up)qen+ converge vers une limite A € R.

@ On pose 1 = e . A I'aide de la formule de Wallis, montrer que
= /2T,

© En déduire la formule de Stirling.
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Relations de comparaison sur les suites réelles

Définition : Domination

Soient (up) et (v,) deux suites réelles. On dit que (u,) est dominée par
(vn) si et seulement s'il existe une suite (B,) et un rang N € N tels que :

© (B,) est une suite bornée.
Q@ Vvn> N, u, = B,v,

On note alors : u, = O(v,) ou bien u, = O (v,).
n——+00

Ou de facon équivalente, (u,) est dominée par (v,) si et seulement si
IM € R, dng € N, Vn > ng, |up| < M|v,|.
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Domination

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles.
Si, a partir d'un certain rang (v,) ne s'annule pas, alors :

up = 0(v,) <= (ﬂ) est bornée.

Vn
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Domination

0 sm(n) O( )
Q@ n= 0(n?
© Une suite (up) est bornée ssi u, = O(1)

Remarque

Il faut faire attention avec le symbole " = O",

d'égalité d'expressions algébriques.

ce n'est pas le symbole

Ainsi, si u, = O(v,) et w, = O(v,), il n’y a aucune raison de conclure que

(un) = (wh).
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Domination

Propriétés du grand O

Soient (an), (bn), (un), (v,) des suites réelles et \ € R.
an=o(u,) = an,= O(up)
an= 0(u,) = Aa,= O(up)

an= O(up) et b, =0(v,) = anby,= O(upvy)
an= 0O(un) = apvh= O(upvy)

an = O(up) et by, = 0(u,) = an+ b, = O(up)

an= O(up) et u, = O(v,) = ap,= 0(v,)
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Domination

@ Puisque In(n) = o(+/n), alors In(n) = O(+/n).

o Partant de cos(£) =1 — 5> + O(=5), on déduit que
2cos(%) =2 — % - O(%)

o Sachant que cos(1) =1— ;5 + O(+5) et sin(3)) = £ + O(+), on
aboutit a cos(£)sin(1) =+ + O(%).

e Puisque sin(3;) = =5 + O(%) et > = O(3), on conclut que
sin(2) = O(3).
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Quelques suites particulieres

Définition /Proposition :Suites arithmétiques/géométriques
Soient (up),cy une suite réelle et g, r € R.

o Suite arithmétique : On dit que (u,), . est arithmétique de raison
rsipourtout ne N: upy1 =u,+r.
Dans ce cas, pour tout n € N u, = ug + nr, plus généralement ;
pour tout (n,m) € N%2, on a : u, = uy, + (n— m)r.

o Suite géométrique : On dit que (u,), est géométrique de raison g
sl pour tout n € N:  wup11 = qup.
Dans ce cas, pour tout n € N u, = q"up .
Plus généralement, Si g # 0, alors :
pour tout mne N, ona: u, =unqg" .
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Quelques suites particulieres

Définition /Théoreme : Suites arithmético-géométriques

Soient (up)nen une suite réelle et a, b € R. On dit que (up)qen est
arithmético-géométrique (de raison a) si pour tout n € N :

Un_|_1 — aUn _|_ b.

@ Si a =1, auquel cas (up)nen est arithmétique,
@ Si a# 1, I'équation ax + b = x d'inconnue x € R posséde une et une

seule solution /. La suite (u,)nen est alors de la forme (£ + Aa"), o
pour un certain A € R.

Preuve :(En exercice)

Considérer la suite de terme général v, = u, — £, montrer qu'elle est
géométrique et conclure.
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Suites arithmético-géométriques

Exercice

Trouver le terme général de la suite définie par :

up=1etVvne N, up,r1 =2u,+ 3
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Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soient a € C, b € C* et (up)nen une suite complexe. On dit que (uUp)neN
est récurrente linéaire d’ordre 2 (de polynéme caractéristique
X2 —aX — b) si, pour tout n € N :

Un_|_2 — aUn_|_]_ —I_ bUn.(*)

L'équation
x?—ax—b=0 (1)

s'appelle I'équation caractéristique de ().
4
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Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Théoreme : Cas complexe

Soient a € C et b € C*. On note A le discriminant du polynome
X? —aX —b.

@ Cas ol A # 0 : Le polynome X? — aX — b possede deux racines
distinctes r; et r». Les suites récurrentes linéaires d'ordre 2 de
polyndme caractéristique X? — aX — b sont toutes les suites
(Air{ + )\2r2”)n€N , A1 et \» décrivant C.

@ Cas ol A =0 : Le polynéme X? — aX — b posséde une seule racine r.
Les suites récurrentes linéaires d'ordre 2 de polynome caractéristique
X? — aX — b sont toutes les suites ((An—+ p)r"), .y, A et p décrivant
C.

Wy
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Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Théoreme : Cas réel

Soient a € R et b € R*. On note A le discriminant du polynome
X? —aX — b.

@ Casou A >0 : Le polynéme X? — aX — b possede deux racines
réelles distinctes r; et rn. Les suites récurrentes linéaires d'ordre 2
réelles de polynéme caractéristique X2 — aX — b sont toutes les suites
()\1I’1n + )\2r2’7)nEN , A1 et Ao décrivant R.

@ Cas ol A =0 : Le polyndme X? — aX — b possede une seule racine
réelle r. Les suites récurrentes linéaires d'ordre 2 réelles de polynome
caractéristique X2 — aX — b sont toutes les suites ((An+ p)r"), n s A
et u décrivant R.

@ Casou A <0 : Le polynome X? — aX — b posséde deux racines non
réelles conjuguées distinctes pe™. Les suites récurrentes linéaires
d'ordre 2 réelles de polyndme caractéristique X% — aX — b sont toutes
les suites (p" (A cos(nf) + psin(nB))) cn > A et p décrivant R.

W~ —_y —— —y RV
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Exercice

© Suite de Fibonacci :Soit u = (up)pen Vérifiant ug =0 et vy = 1,
ainsi que la relation de récurrence Vn € N, upi1o = Up11 + Up.
Déterminer, pour tout n de N, une expression de u, en fonction de n.
On obtient ainsi la formule de Binet.

@ Soit 6 € ]|0; 7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (uy)
définiepar: ugp=u1 =1 et VneN, upio—2cosbupr1+ u, =0.
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Fin du Chapitre
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