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TD : Nombres complexes

1 Propriétés algébriques des
nombres complexes

Exercice 1

Soient z; = 1414, 20 = /34 et 23 = f—;

1. Donner la forme algébrique de z3.

2. Calculer le module et un argument de z; et de z5.

3. En déduire le module et un argument de z3 puis la
valeur de cos (12)

Exercice 2

Déterminer la forme algébrique de z, = (1+¢?)", n € N
et 0 € R.

Exercice 3

Trouver les modules et arguments de

1. zy =14itan0d ou 0 € |5 7|

2. zg=1—¢€" ot 0 € ]|—m; 7|
_ 14cosB+isinfh =~ .
3. Z3 = T—cosO—isind ouf € ]*71',71'[

4. z4 =(144)" oun € N*.

Exercice 4

Soit j = e*?7/3,

1. Préciser j3 et, plus généralement, j™ en fonction de
n € Z.

2. Calculer 1+ j + j2 et, plus généralement,
1+ 4™ + j%" en fonction de n € Z.

3. Que vaut j en fonction de j?

Exercice 5
Inégalité triangulaire généralisée. Soit n € N*.
1. Montrer que

n

2k < |Zk|

k=1

Y(z1,...,2,) € C",

k=1

2. Montrer que 'inégalité précédente est une égalité
si, et seulement si :

Vk € Hl,nﬂ, I\, € R+, Zk = A\p21

Exercice 6
Soit z € U\ {1}. Montrer que £t} € iR.

Exercice 7
U —C

Soit a € C,la] <1let f: z—a .

1—az

1. Montrer que f est bien définie.
2. Montrer que f(U) C U.

3. Montrer que f|y est bijective et donner I'expression
de sa réciproque.

2 Trigonométrie

Exercice 8
Soit x un réel.
1. Linéariser sin®(x) et cos*(x).

2. Exprimer cos(5x) sous forme d’une expression
polynomiale en cos(z). De méme, exprimer sin(5x)
en fonction de sin(x) et cos(x).

Exercice 9
Calculer pour 6 € [0; 27| et n € N,

n n
= Z cos(kf) et S, = Zsin(k@)
k=0 k=0
Exercice 10
Calculer pour # € Ret n € N,

CnZZ(Z) cos(k0) i( )sm k0)

k=0

3 Equations algébriques, racines
n-iemes

Exercice 11

Déterminer les racines carrées des nombres complexes
suivants :

1. Zy =3+ 4.
2. Zy =8 — 61.

Exercice 12

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.
L 224241=0.
2. 22— (1+2))z+i—1=0.
3. 224+ (Bi—4)z+1-Ti=0.

Exercice 13

Résoudre 'équation suivante d’inconnue z € C :
(z+1)"—(2—1)"=0,ouneN*

Exercice 14

Déterminer :
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1. Les racines troisiemes de 1 + 4.

2. Les racines quatriemes de —1 4 iy/3.

Exercice 15

Résoudre ’équation 23 — 22 + 2 — 1 = 0 d’inconnue z € C.

Exercice 16

On désigne par w le complexe €2™/5 et on pose :

a=w+wt et B=w?+uwd

1. Calculer les valeurs de o + 3 et de af.

2. En déduire que « et 8 sont les racines d’un trinéme
du second degré que ’on précisera.

3. En déduire cos(27/5).

Exercice 17
Soient n € N, n > 2 et w = exp(2im/n).
(a) Etablir que pour tout z € C, z # 1,

n—1 n—1
[[G-w9=+
k=1 £=0

(b) Justifier que I’égalité reste valable pour z = 1.
(¢) En déduire égalité

n—1
km n

Exercice 18

A-t-on U = U U, ?
neN*

4 Un peu de géométrie

Exercice 19

Identité du parallélogramme
Montrer que :

V(a,b) € C?, |a® + > = 5 (Jla—b]* + |a +b?) .

DN | =

Exercice 20

Déterminer de deux manieres I’ensemble
A={z2€eC, |z—-1]=|z—i|}
et B={ze€C, |z—1=|z+1|}

Exercice 21

z—1

=i eR.

Déterminer I’ensemble des z € C tel que

Exercice 22

Déterminer tous les complexes z tels que 1, z et 22 + 1
soient alignés.

Exercice 23

Déterminer I’ensemble des z € C tels que

|2tz — 1+ =1.

Exercice 24

Soient A(1+ 1) et B(4 + 3i).

1. Trouver l'affixe du point C pour que le triangle
ABC soit équilatéral direct.

2. Trouver 'affixe des points D et E pour que le
quadrilatere ABDE soit un carré direct.

Exercice 25

Identifier les transformations complexes suivantes :

firz—z+1+41.

fo:z s ei™/6z,
fa:zme™/Bz 41,
faiz—=2241—1.
friz—= (1+i)z+1.

fs 1z (1+iV3)z+ 1.

S G e =

Exercice 26

Donner 'écriture complexe des transformations
suivantes :

La translation de vecteur d’affixe —2 + i.
. La symétrie de centre q.

1.

2

3. La rotation d’angle 7/6 et de centre 1.

4. L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2i.
5

. La similitude de rapport 2, d’angle 7/3 et de centre
141.

Exercice 27

Etudier la similitude s qui envoie le point A d’affixe i sur
le point A’ d’affixe 14 1/3/2 4 4/2 et le point B d’affixe
1+ sur le point B’ d’affixe 1+ 3v/3 + 2i.



